MAPO0217 - Calculo Diferencial
MATO0311 - Calculo Diferencial e Integral V

la. Lista
(Nao foi revisada, portanto, mantenham o senso critico agucado!)
O monitor escolhera alguns exercicios para entrega. 29 Semestre de 2018

Exercicio 1 Seja (M, d) um espago métrico e A C M. Mostre que:
(a) A° é aberto.

(b) A é fechado.

(c) A° é a unido de todos os abertos contidos em A.

(d) A é a interseccao de todos os fechados que contém A.

Exercicio 2 Mostre que se f : R™ — R for continua em T e f(Z) # 0 entao existe r > 0 tal
que f(x) #0, Yz € B.(T).

Exercicio 3 Sejam

f: ACR? — R1
r=(21,...,2,) — f(x)=(fi(z),..., f,(z))
e = (Ty,...,Ty) € A. Mostre que sdo equivalentes:

(i) f é continua em T.
(ii) Cada f; é continua em 7.

Exercicio 4 Sejam (M, d) um espago métrico, A C M nao vazio, e T — A. Use a caracter-
izacao de continuidade por sequéncias para provar que
“Se f,g: A — R sao continuas em T e g(T) # 0 entao 5 € continua em T.”

Exercicio 5 Decida em cada item se a fungao dada é ou nao continua na origem:

_ | it se(z,y) #(0,0),
(a) Hz,y) = {O, se (z,y) = (0,0).
R e

_ (®—y?)

(x2+y2) 9 :
tende a (0,0) ao longo da reta y = mx. E possivel definir f(0,0) de modo que f seja continua
em (0,0)7

Exercicio 6 Seja f(z,y) (x,y) # (0,0). Determinar o limite de f quando (x,y)

Exercicio 7 Sejam M = R" com a métrica usual d e N = R"™ com a métrica discreta d,, e
sejam f: M — N e g: N — M definidas por f(z) = z,Vz € M e g(x) = z,Vz € N.

(a) f é continua?

(b) g é continua?



Exercicio 8 Mostre que em R? com a métrica discreta d,, o quadrado fechado e limitado
[0,1] x [0, 1] ndo é compacto. Caracterize os compactos de (R?,d,).

Exercicio 9 Seja (M,d) um espago métrico. Mostre que se K C M é compacto e # F C K é
fechado nao vazio, entao F' é compacto.

Exercicio 10 Seja V um espago vetorial com produto interno ( | ), com a norma e a
distancia associadas || || e d respectivamente, definidas como usual por
ol = {2 |z)ed(y)=lz—yll = y{z-y|z-y).

Mostre que se V' tem dimensdo finita, entao a bola fechada B,[T] é compacta no espago
métrico (V,d).

Exercicio 11 Seja (M, d) um espago métrico. Mostre que se K C M é compacto, entdao K é
completo, isto é, toda sequéncia de Cauchy em K é convergente para algum ponto de K.

Exercicio 12 Considere o conjunto dos nimeros racionais Q com a métrica usual dada por
d(z,y) = |z —yl.

(a) Dé um exemplo de subconjunto infinito limitado de Q que seja compacto (no espago
métrico (Q, d)). Justifique sua resposta.

(b) Dé um exemplo de subconjunto infinito limitado de Q que nao seja compacto (no espago
métrico (Q, d)). Justifique sua resposta.

¢) Todo subconjunto nao vazio de fechado e limitado é compacto (no espaco meétrico
J G
(Q,d))? Justifique sua resposta.

Exercicio 13 Considere o conjunto dos ntimeros racionais Q com a métrica usual dada por
d(z,y) = |z —y|.

Decida se a seguinte afirmacao é verdadeira ou falsa, e justifique:

Todo subconjunto infinito e limitado do espago métrico (Q,d) tem um ponto de acumulagdo

em Q.

Exercicio 14 Seja (M, d) um espago métrico contendo um subconjunto infinito A satisfazendo
d(xz,y) =1,Vz,y € A tal que = # y.
Mostre que se U C M contém A, entao U nao é compacto.

Exercicio 15 Seja (M, d) um espago métrico e A C M compacto.
Mostre que dado § > 0 existem um subconjunto finito {aq, as, . .., a,} tal que para todo par
de pontos z,y € A satizfazendo d(z,y) < %, existe 1 € {1,2,...,n} tal que {z,y} C Bs(a;).

Exercicio 16 Seja (M,d) um espaco métrico e K C M compacto.
Mostre que se f: K — R é continua, entdo f(X) é fechado para cada X C K fechado.

Exercicio 17 Prove a seguinte proposicao:

“Sejam (M, d), (N, J) espacos métricos suponha que M é compacto. Seja f : M — N
continua, bijetora. Entao f~': N — M € continua.”

Dé um exemplo para mostrar que nao podemos abrir mao da compacidade de M na

proposicao anterior.



Exercicio 18 Mostre que o conjunto
{(z,y) € R?* | 23y cos(e™™) >0 e sin(z3y +In(2? +y* +2)) < 0}
é aberto.

Exercicio 19 Seja f :[0,1] x [0,1] — R continua. Mostre que existe 7 — [0, 1] x [0, 1] tal que
Fx) < F@).¥r € [0,1] x [0,1]

Exercicio 20 Decida se a funcao f : A C R® — R? é ou nao limitada. Justifique sua resposta.
flx,y,2) = (1:22 cos(y?) — ye™*, x32% + 32%yz — y323),
onde
A={(z,y,2) eR* | 0<x <2 e y*+2%=230}.

Exercicio 21 Seja M = R” com a métrica usual d e seja N = C([—m,7]) com a métrica ds
definida por dy(h, k) \/ T (t)]2dt.
Existe f: M — N contlnua tal que f(B1[0]) = B1[0O]? Justifique sua resposta.

Obs.: Note que
B0 ={z € R" | d(z,0) <1} e B4[O]={f:[-7m ,7n] = R | f é continua e dy(f,O0) < 1}.

Exercicio 22 Sejam (M,d) e (N,d) espacos métricos e f : A € M — N. Mostre que se f é
uniformemente continua e (x,),en ¢ uma sequéncia em A e é de Cauchy, entdo (f(z,))nen €
uma sequéncia de Cauchy.

Exercicio 23 Seja v : R}, — R dada por v(t) = % Seja d : R’ x R} — R definida por
d(z,y) = |y(z) = ()l

(a) Mostre que d é uma métrica em R .

(b) (R?,d) é completo? Justifique sua resposta.



