Quinta aula: nocoes de topologia

Nas aula passada vimos como, em R", as métricas euclidianas, da soma e do
maximo sao equivalentes. Vamos repetir as tltimas definicoes e o Teorema.
0.0.1 Bolas e conjuntos abertos num espago métrico

Seja (M,d) um espago métrico. Para cada m € M e e > 0(€ R), a bola
aberta centrada em m e com raio € é o conjunto

B, ={p€ M | dim,p) <e} CM

Um subconjunto U C M é aberto em M com respeto a métrica d se
para cada g € U existe um €(q) > 0 tal que

Bge(q)) € U.

Isso é, cada ponto x € U é o centro de uma bola aberta centrada em x con-
tida em U.

Exemplo: Em (M, d), a bola aberta B,,) = {p € M | d(m,p) <r} C M
¢ um conjunto aberto de M. De fato, se p € By, entao d(m,p) < r, e
podemos definir s = r — d(m,p) > 0. Assim temos B, ) C B(mr, ja que se
q € Bps), d(p,q) < s, e portanto d(m, q) < d(m,p)+d(p,q) < d(m,p)+s =r.

Seja M um conjunto, e sejam d,d duas métricas em M. Dizemos que
d e d' sdo topologicamente equivalentes, e escrevemos d ~y,, d’, se para
cada U C M temos

U aberto em (M,d) < U aberto em (M,d).

0.0.2 Equivaléncia das normas euclidiana, da soma e do maximo
em R"

Proposicao 0.1. Sejam dg, ds, e dy as métricas euclidiana, da soma e
do mdzimo respectivamente, em R™. Entdo, para cada v = (x1,..,2,),y =
(yh SE) yn> € Rn} temos

du(r,y) < dp(r,y) < ds(z,y) <n*dy(z,y).
Corolario 0.2. Dado z € R" e e > 0,

M S E M
By € B € Bleo € Biaeoy:



Demonstracao. Queremos demonstrar que, se y € B(M ) entao y € B(S;C o ©

T, 5
entdao y € B(E;E), e entao y € B(J‘ig).

Comencamos vendo que, se y € Béf <)) entao y € B(Sm o Temos que
Y€ B(J\fi) quando dy(z,y) = max{|zv1 — y1|, .., [0 — ynl} < =, € queremos
ver que y € Bgﬁ o iss0 é, que ds(z,y) = |1 — 1| + ... + |20 — yn| < €. Pela

Proposicao anterior,

ds(x,y) = o1 — | + . + |2y —yn| <

€
< n*maxiﬂxl _yl‘a-'a ‘ZL’n _yn‘} = n*dM<'x7y> < m ok E =€,

e entdo y € Bf )

x,e

Por outro lado, y € ng) quando dg(x,y) < €, e temos pela Proposicao
anterior:

dp(w,y) = V(21 = y1)? + o+ (T = ya)? <o =yl + o 4 20— yal <6
e assim y € B(E; o

Finalmente, temos que

dM(SII’y) = maxiﬂxl - yl‘u 0y ‘ZL’n - yn‘} <

<V =y o (20— yn)? = dilz,y) <€
e entao y € B(]\fas) 0

Teorema 0.3. Sejam dg, ds, e dy as métricas euclidiana, da soma e do
mazimo respectivamente, em R™. Entdo

dM ~top dE ~top dS
Demonstracao. Queremos demonstrar que:

U aberto em (R",dy;) < U aberto em (R",dg) < U aberto em (R",dg).

Lembramos que U C R" é aberto em R"” com respeto a métrica d se
cada © € U é o centro de uma bola aberta contida em U. Entao, queremos
demonstrar que:

1. se Je(x) > 0 tal que = € U é o centro de uma bola B(J‘f’e(gj)) cU,



2. entao 3¢'(x) > 0 tal que = é o centro de uma bola ng oy €U,
3. entao Je’(x) > 0 tal que = é o centro de uma bola Bé @y C U,

4. entao Je¢” () > 0 tal que x é o centro de uma bola B(]\fe,,,(x)) cU.

Pelo Corolario anterior temos que, dado x € R" e € > 0,
M s E M
Beg) S B S B & Bro
0 que acaba a prova. O

0.0.3 Conjuntos fechados

Seja (M, d) um espaco métrico. Um conjunto U C M diz-se fechado em M
c.r.a d quando o complementario M \ U é aberto em M c.r.a d.
Exemplos

1. R™ é fechado em qualquer métrica (de R™), ja que () é aberto em qual-
quer métrica (de R™). Similmente, () é fechado em qualquer métrica de
R™ ja que R™ é aberto em qualquer métrica de R".

2. Més em geral, se (M, d) é um espaco métrico, () é fechado em M c.r.a
d, ja que M é aberto em M com respeito a d, e M é fechado em M
c.r.a dji que ) é aberto em M c.r.4 d.

3. Seja (M,d) um espago métrico, a bola fechada centrada em m € M e
com raio r > 0

By ={p € M | d(m,p) <7}
é fechada em M c.r.a d, pois A = M\B?mm) é aberto. De fato, se p € A,
entao d(m,p) > r, e assim s = d(m,p) —r > 0. Assim, ng,sﬂ) C A
(Também ngﬁ) C A).

Observe que fechado nao é o oposto de aberto: em (R, dg) o conjunto (0, 1]
nao é aberto nem fechado, em quanto () é aberto e fechado.
0.0.4 Propriedades dos conjuntos abertos e fechados

Vimos que, se (M,d) é um espaco métrico, U C M é aberto quando cada
p € U é o centro de uma bola aberta interamente contida em U.

Teorema 0.4. Seja (M, d) um espago métrico, e seja O o conjunto de todos
os conjuntos abertos de M, c.r.a métrica d. Entao:



1. M e () sao elementos de O,
2. se {Ui}ie[ € O, entao Uie[ U; € O,
3. seUy,..,U, € O, entio (;_,U; € O.

Demonstracgao. 1. Se M nao fosse aberto, entao dm € M, € > 0 tal que
B(m,e) nao pertenece a M. Entao existe p € M tal que p € Bpe \
M, contradi¢ao. O conjunto vacio é aberto por definicao, por nao ter
elementos.

2. Seja V. =_, U, entao V.C M (j4 que é uniao de conjuntos de M).
Queremos ver que todo v € V é o centro de uma bola aberta contida
em V. Ja que v € V =, U; existe pelo menos um conjunto U; C V
t. q. v € U;. Ja que U; ¢ aberto, existe r > 0 tal que

Bgv,r) C U; - V.

3. Seja agora V = (_, U;, e seja v € V. Entao v € U; para cada i, e
entao para cada 7 existe um r; tal que B,y C U;. Seja r = ming{r;},
entao para cada i temos B,y € Byy,), € assim B, ,) € V.

O

Percebam que a intersecao de uma familia infinita de abertos nao é ne-
cessariamente aberta. Por exemplo, considere (R, dg), e seja U, = (—2,1).

Entao o
(U, = {0},

que na métrica euclidiana nao é aberto.

Similmente, temos as seguintes propriedades dos conjuntos fechados:
Proposicao 0.5. Seja (M,d) um espago métrico, entao:
1. M e sao conjuntos fechados em (M,d),

2. se Uy, ...,Uy, sao conjuntos fechados de (M,d), entio |J;._, é um con-

Junto fechado em (M,d).

8. se {U;}ier sio conjuntos fechados de (M,d), entao ;U € um con-
Junto fechado em (M,d).



0.0.5 Topologia

Se fosse um curso de topologia, a gente dirfa que os conjuntos abertos de
M, induzidos pela métrica d, formam uma topologia de M.

Definicao 0.6. Seja X um conjunto. Uma topologia sobre X ¢ um conjunto
T de subconjuntos de X tal que:

1. X e () sao elementos de T,
2. se {Ui}ier € T, entao ., Ui € T,
3. seUy,...,U, € T,entao (_, U, €T.
Nesse caso, chamamos de (X,7) um espaco topoldgico.

Seja (X, T) um espago topoldgico. Um conjunto U C X é aberto c.r.a
T quando U € T, e é fechado quando X \ U € T.

Entao, se (M, d) é um espago métrico, e 7 é o conjunto de todos os con-
juntos abertos de M, c.r.a métrica d, entao 7 é uma topologia para M. Isso
é: a métrica induz uma topologia.

Se (M,d) é um espago métrico e d’ é uma métrica topologicamente equiva-
lente & d, entao d e d’ definem os mesmos abertos, e assim d e d’ definem a
mesma topologia sobre M.

Por outro lado, nao toda topologia vem de uma métrica. Exemplos

1. Seja X um conjunto qualquer, e seja T = {X,0}. Entao 7 é uma
topologia, a topologia indiscreta.

2. Seja X =R, e T o conjunto contendo R, @), e todo conjunto da forma
(x,00), € R. Entdao 7 é uma topologia (notem que (0,1) nao é
aberto nessa topologia)

0.0.6 Nocoes de topologia num espago métrico
Seja (M, d) um espago métrico, e U C M entao:
1. O interior U de U ¢ o maior aberto de (M, d) contido em U (U C U),

2. o fecho U de U ¢ o menor fechado de (M, d) contendo U (U C U),

3. a fronteira OU de U é a intersecao U N M \ U,



4. Seja m € M, uma vizinhanca de m é qualquer conjunto contendo um
aberto contendo m

5. O ponto m € M ¢é exterior a U C M se existe um a vizinhanca de m
interamente contida em M \ U

Percebam que em ningim lugar utilizamos a métrica de M: as mesmas
definigbes valem para um espago topologico (X, 7). Porém, num espago
métrico (M, d) podemos dar defingoes mas geométricas, e assim dizer que:

1. me U C M é um ponto interior de U quando é centro de uma bola
aberta contida em U (i.e.: 3r >0 | B,y C U, e o interior de U é o
conjunto dos pontos interiores de U,

2. m é um ponto da fronteira de U quando toda bola aberta centrada
em m contém pelo menos um ponto em U e um ponto em M \ U, e a
fronteira de U é o conjunto dos pontos de fronteira de U.

Exemplos:

1. O interior de U = (0,1] em (R, dg) é o intervalo (0,1), o fecho é [0, 1],
e a fronteira é {0, 1}.

2. Consideremos o conjunto Q dos raciondis em (R, dg). Entao o interior
de Q é o conjunto vacio, em quanto a fronteira de Q é tudo R, ja
que toda bola aberta (intervalo aberto) vai conter ntimeros racionéis e
irracionais.

Percebam que estas definicoes dependem do espago métrico onde
estamos! Exemplo: O interior de (0,1] em (R,dg) é (0,1), e a fronteira é
{0,1}. Porém, o interior de (0, 1] em (R?, dg) é vacio, e a fronteira ¢ [0, 1].

Teorema 0.7. Seja (M, d) um espago métrico, e U C M. As sequintes sao
equivalentes:

1. U € aberto em (M, d),
2. cada ponto de U € um ponto interior de U,
3. U € uma vizinhanca de cada ponto u € U.

Demonstracao. e 1 =2=3
Se U ¢é aberto de (M,d), entdo U ¢é o maior aberto contido em U (ja
que trivialmente U C U), assim U = U. Entao, se v € U também
u € U, e trivialmente U contem (é igual) a um aberto U contendo u.
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e 3=1
Se U é uma vizinhanca de cada ponto u € U, entao para todo u € U,
U contem um aberto contendo u, e assim u é o centro de uma bola
By C U, e entao U ¢é aberto.
O

Teorema 0.8. Seja (M, d) um espago métrico. O conjunto U C M € fechado
se e so se contem a sua fronteira.

Demonstragao. Seja U fechado em M, e seja u € OU. Se u ¢ U, entao
u € M\ U, que é aberto. Assim, posso achar uma bola aberta centrada em
u completamente contida em M \ U. Més u € 90U, contradicao!

Por outro lado, seja U um conjunto contendo todo suo ponto de fronteira.
Se p ¢ U, entao p ¢ OU, e entdo existe uma bola centrada em p contida
interamente em M \ U (isso é, p é um ponto exterior a U), e assim M \ U é

aberto, o que faz U fechado.
O

Topologia induzida
Seja (M, d) um espaco métrico, e U C M. Entao

d|2UXU—>]R

¢ uma métrica sobre U, a métrica induzida. Assim, (U,d|) (que escrevemos
simplesmente (U, d) para nao ser pessados) é um espago métrico.

Seja A C U. Notem que a defini¢ao de aberto depende do espago métrico,
assim, em (U, d):

e A C U éabertoem (U,d) se cada a € A é o centro de uma bola aberta
B(oy de M tal que B,y NU C A.

Exemplo: O interval (0, 1] nao é aberto em (R, dg). Porém, é aberto em
([0,1],dg), pois (0,1] = (0,2) N [0, 1].
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