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Exercicio 1. Seja K um corpo ordenado e sejam a e b elementos de K.
Mostre que se a # b entao:

Se 0 <e< @ entao Be(a) N B(b) = 0.
Notagao: Be(a) = (a —€,;a+€) e Be(b) = (b—e€,b+¢€).

Observagao: Note que este exercicio nos diz é que sempre consegui-
mos duas bolas disjuntas, cada uma contendo um dos pontos, quando estes
sdo distintos. A seguir veremos que as bolas abertas sdo conjuntos abertos,
ou seja, dados dois pontos distintos conseguimos dois abertos disjuntos con-
tendo cada um deles. Quando um espac¢o topoldgico satisfaz esta condicao
dizemos que este é Hausdorff.

Definigao 1. Dizemos que (zp)nen, sequéncia de nimeros reais, é convergente
quando existir um numero a € R quando:

Ve > 0 existe ng = ng(€) tal que para qualquer n > ngy vale |z, — a| < e.

Neste caso dizemos que o nimero a € o limite da sequéncia (zp)nen.
Lembre que jd provamos em aula que o limite € unico justamente usando o

exercicio 1. Neste caso escrevemos lim Ip = Q.
n—-+00



Exercicio 2. Seja (x,)neny uma sequéncia de nimeros reais.

Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) ¥V € > 0 existe ng = ng(e€) tal que para todo n > ng vale |z, —a| < e.
(b) V € > 0 existe ny = no(€) tal que para todo n > ng vale |z, —a| < e.
(c) V e > 0 existe ng = ng(e) tal que para todo n > ng vale |z, —a| <e.
(d) V e > 0 existe ng = no(€) tal que para todo n > ng vale |z, —a| < e.

Comentario: O exercicio anterior mostra que qualquer um dos itens
acima poderia ser tomado como definicao de limite de uma sequéncia.

Exercicio 3. Seja (z,)neny uma sequéncia de nimeros reais.
Mostre que as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) V € > 0 existe ng = ng(€) tal que para todo n > ng vale |z, — a| < e.

(ii) Fixado a > 0, V € > 0 existe ng = no(€) tal que para todo n > ng
vale |z, —a| < a.e.

Comentario: O exercicio anterior tenta combater o desconforto de al-
guns que ficam incomodados quando terminam de provar uma convergéncia
e no final o argumento chega numa cota do tipo 2¢ ou 3e. Como sao equi-
valentes, isso mostra que esta constante nao influencia pois o € é arbitrario.

Exercicio 4. Sejam (zy,)nen € (Yn)nen sequéncias de niimeros reais.
Mostre que se lim x, = 0 e (yn)nen € uma sequéncia limitada entao
n—-+00

lim z,.y, =0.
n—-+oo
Exercicio 5. Mostre se (x,,)nen é a sequéncia de nimeros reais definida
! ~ .
por x, = .=, entao lim x, = 0.

n—-4o0o

Sequéncias mondtonas

Exercicio 6. Mostre que se (z,,)nen € a sequéncia de niimeros reais nao-
descrente (z, < zp41,V n € N) e limitada superiormente, entao (zp)nen €

convergente e lim x, = a = sup{z,;n € N}.
n—-+00



Exercicio 7. Mostre que se (z)nen é a sequéncia de nimeros reais
nao-crescente (x, > xp4+1,V n € N) e limitada inferiormente, entao (,)nen

é convergente e lim =, = a = inf{z,;n € N}.
n—-+00

Lema 1. Toda sequéncia convergente de numeros reais € limitada.

Proposicao 1. Toda sequéncia de nimeros reais limitada possui uma sub-
sequéncia convergente.

Proposicao 2. Toda sequéncia de Cauchy em R ¢é limitada.

Teorema 1. Uma sequéncia de numeros reais é de Cauchy se, e somente
se, é convergente.

Exercicio 8. (Teorema do Sanduiche)
Sejam (Zp)neN, (Yn)nen € (2n)nen sequéncias de nimeros reais tais que:

(i) zp <yn <z, VneNlN.

(ii) limz, =z e limz, = 2

(a) Mostre que = < z.

(b) Mostre que se = z entao limz, = limy, = lim z, = z.

Exercicio 9. Seja a € R e (zp)neny uma sequéncia convergente de
nameros reais tal que limx, = a > 0. Mostre que existe ng € N tal que
Tn > 0 para todo n > ng. Enuncie e prove o resultado andlogo quando a < 0.

Exercicio 10. Sejam a > b numeros reais e (z,),en uma sequéncia
convergente de nimeros reais tal que lim x,, = a. Mostre que existe ng € N

tal que z,, > b para todo n > ng. Enuncie e prove o resultado analogo
quando a < b.

Definigao 2. Um espago métrico é um par (M,d) onde M é um conjunto
ed: Mx M — R é uma funcdo que satisfaz as sequintes condigoes para
quaisquer x, y e z em M :

d € chamada de métrica.



Exemplo 1. M =R onde d(z,y) = |z — y|.
Verifique que d € de fato uma métrica.

Definicao 3. Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que (Tp)neN, Sequéncia
de elementos de M, é de Cauchy quando para todo € > 0 existir ng tal que
quaisquer que sejam m,n com m > ng e n > ng tivermos d(Ty, Tm) < €.

Definigao 4. Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que (Tp)nen, Sequéncia
de elementos de M, é convergente quando existir um elemento a € M tal
que para todo € > 0 existe ng tal que quaisquer que seja n > ng tivermos
d(zp,a) < e.

Definicao 5. Diremos que A C R € aberto quando para cada x € A existir
€ > 0 (que pode depender de x) tal que Be(z) = (x —e,x +€) C A.

Observacao 1. Note que seque imediatamente da defini¢cdo que o espago R
e 0 sao sempre abertos, o ultimo por vacuidade.

Defini¢ao 6. Dados x € R e € > 0 a bola aberta de raio € e centro x é
definida como sendo o conjunto Bc(x) = (x — €,z +€). Num espag¢o métrico
(M,d) arbitrdrio a defini¢io é a mesma, ou seja, dado x € M definimos a
bola aberta de raio € e centro x por Be(x) = {y € M;d(x,y) < €}.

Lema 2. Dadosxz € R e e > 0 a bola aberta de raio € e centro x, ou seja, o
conjunto (x — €,z + €) € um conjunto aberto. Vale o mesmo para bolas em
espacos métricos arbitrdrios.

Proposigao 3.

(i) Se (Ax)rer é uma familia de abertos de R entao U Ay é aberto.

A€l
(pode ser uma quantidade nao enumeravel)

n
(ii) Sejam Aj, Ag, ..., A, conjuntos abertos de R, entao m A; é um con-
i=1
junto aberto.

Definicao 7. Diremos que A C R ¢ fechado quando seu complementar
A =R — A for aberto.

Note que R e () sao fechados. E ainda, para quaisquer z € R e € > 0,
o intervalo fechado [x — €,z + €] é um conjunto fechado de R. Qualquer
subconjunto finito de R é fechado.

Comentario: E possivel mostrar que os tinicos subconjuntos de R que
sao simultaneamente abertos e fechados sao R e 0.



Exercicio 11.
(i) Se (Ax)xer ¢ uma familia de fechados de R entao ﬂ Ay é fechado.

Ael
(pode ser uma quantidade nao enumeravel)

n
(ii) Sejam Aj, Ag, ..., A, conjuntos fechados de R, entao UAZ- é um
i=1
conjunto fechado.



