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Soma direta

Definicao

Sejam V' um espaco vetorial real e U, W subespacos de V. Dizemos que
V é soma direta de U e W e denotamos por V=UP W seV =U+ W
eUNW = {0\/}
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Soma direta

Teorema

Sejam V' um espago vetorial real e U, W subespacos de V. Entdo

V = U@ W se, e somente se, todo elemento v € V se escreve, de modo
tnico, comosomav=u+wcomuec Uewec W.
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Soma direta

Teorema

Sejam V' um espago vetorial real e U, W subespacos de V. Entdo

V = U@ W se, e somente se, todo elemento v € V se escreve, de modo
tnico, comosomav=u—+w comuc UeweW.

Demonstracao.

(=) Dado v € V, como V = U+ W, existem u; € U e wy; € W tais que
v = u1 + wy. Suponha que existam wup € U e wy € W tais que

vV = ux+ wp, entdo ug + wy = up + wy, logo u1 — up = wo — wy. Como U
e W s3o subespacos vetoriais de V/, temos que 1y — up € U e

wy —wy € W. Como uy — up e wo — wy s3o iguais, segue que
m—wm=wy—wy € UNW = {0y}, logo u1 — up =0y = wp — wj e,
portanto, u; = up e wo = wy. Logo v = u; + wy se escreve de forma (nica
como soma de vetoresde Ue W. [J

O
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Soma direta

Teorema

Sejam V' um espaco vetorial real e U, W subespacos de V. Entio

V =U®® W se, e somente se, todo elemento v € V se escreve, de modo
tinico, como somav=u+wcomu€ UewcW.
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Soma direta

Teorema

Sejam V' um espaco vetorial real e U, W subespacos de V. Entio

V =U® W se, e somente se, todo elemento v € V' se escreve, de modo
tnico, comosomav=u+wcomuec UewecW.

Demonstrac3o.

(<) Dado v € V, temos que v = u+ w se escreve de forma tinica como
soma de vetores de U e W. Como existe uma forma de escrever v dessa
forma, segue que V = U + W. Para verificar que a soma é direta,
suponha que existe vp € UN W com vy # 0y. Entao

Oy =0y + 0y = vy + (—wy) ndo se escreveria de forma dnica como soma
de vetoresde Ue W. Logo UNW ={0y}eV=UaW. O

O
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Soma direta: exemplos

(i) Sejam Wy = {(x,0) € R2,x € R} o eixo x e
Wa = {(0,y) € R?,y € R} o eixo y em R,
W, e W, sio subespacos vetoriais de R? gerados pelos
vetores canénicos i = e; = (1,0) e j = e = (0,1), ou seja
Wi = [e1] e Wa = [ea].
Entdo, o R? é soma direta de Wy e Ws (R? = U @ W).
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Soma direta: exemplos

(i) Sejam Wi = {(x,0,0) € R3 x € R} o eixo x,
Wy = {(0,y,0) e R3,y e R} o eixo y e
W3 = {(0,0,z) € R3,z € R}o eixo z em R3.
Wi, W5 e W; sdo subespacos vetoriais de R3 gerados pelos
vetores canénicos i = e; = (1,0,0), /= e = (0,1,0) e
kK =e3=(0,0,1), ou seja Wi = [e1], Wa = [e2] e W5 = [e3].
Ent3o, o R3 é soma direta de Wy, Wh e W3
(R3 = Wy @ Wh @ Wa).
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Soma direta: exemplos

(iii) Sejam Wi = {(x1,0,...,0) e R", x; € ]R},
M&fKO@P,QER”@ER}
W, ={(0,0,...,x,) € R",x, € R} os eixos coordenados em
R".
Wi, Wa, ..., W, sdo subespacos vetoriais de R" gerados
pelos vetores candnicos e; = (1,0,...,0),
e =1(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1), ou seja Wy = [e1],

Wa = [62], s Wy = [en]'
Ent3o, o R"” é soma direta de Wy, W, ..., W,
R'=WioWo@-- -0 W,).
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Soma direta: exemplos

(iv) Sejam m = {(x,y,0) € R}, x € R,y € R} o plano x,y e
W3 = {(0,0,2) € R3,z € R} o eixo z em R3.
Ent3o, o R3 é soma direta de 7 e W3 (R3 = 11 @ W3).
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Soma direta: exemplos

(v) Sejam 7 = {(x,y,0) € R} x € R,y € R} o plano x,y e
3 =1{(0,y,z) €R3,y € R,z € R} o plano y,z em R3.
Ent3o, o R3 é soma de 71 e 73 mas n3o é soma direta de 7
e 73, pois my N3 = Wh.
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Soma direta: exemplos

(vi) Sejam V = P»(R) e u1,u2,w em V dados por ui(x) =1,
up(x) = x e w(x) = x2. Sejam
U=[un,w]={peV:p(x)=c+bx}e
W = [w] = {p € V : p(x) = ax?} os subespacos vetoriais de
V gerados por u; e up e por w.

Ent3o, o P»(R) é soma direta de U e W, (P2(R) = Ua W).
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L.I. x L.D.

Definicao

Sejam V' um espaco vetorial real e X subconjunto de V. Dizemos que X é
linearmente independente (L.I.) se nenhum de seus vetores for combinacdo
linear de outros vetores de X. Para evitar ambiguidades, dizemos que o
conjunto vazio () é L.I. e um conjunto unitario X = {v} é L.I. se v # Oy
Se um conjunto ndo € linearmente independente, dizemos que este é
linearmente dependente (L.D.).
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L.I. x L.D.

Definicao

Sejam V' um espaco vetorial real e X subconjunto de V. Dizemos que X é
linearmente independente (L.I.) se nenhum de seus vetores for combinacdo
linear de outros vetores de X. Para evitar ambiguidades, dizemos que o
conjunto vazio () é L.I. e um conjunto unitario X = {v} é L.I. se v # Oy
Se um conjunto ndo € linearmente independente, dizemos que este é
linearmente dependente (L.D.).

Se um conjunto é L.l., dizemos que seus vetores s3o linearmente
independentes e se um conjunto é L.D., dizemos que seus vetores sao
linearmente dependentes.

Se 0y € X, entdo X é L.D.
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L.I. x L.D.: exemplos

(i) X={1} é Ll emR;
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L.I. x L.D.: exemplos

(i) X={1} é Ll emR;
(i) X = {e1, e} é L.I. em R?;
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L.I. x L.D.: exemplos

(i) X={1} é Ll emR;
(i) X = {e1, e} é L.I. em R?;
(ii) X = {e1, e, €3} é L.I. em R3;
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L.I. x L.D.: exemplos

(i) X={1} é Ll emR;
(i) X ={e1,e2} é L.I. em R?;
(i) X = {e1, e, €3} é L.I. em R3;
(iv) X ={e1,ez,...,en} é L.I. em R";
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L.I. x L.D.: exemplos

(v) {(a,b),(c,d)} éLI. < ad —bc#0
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L.I. x L.D.: exemplos

(v) {(a,b),(c,d)} éLI. < ad —bc#0
(vi) Qualquer conjunto com 3 vetores de R? é L.D.
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L.I. x L.D.: exemplos

(v) {(a,b),(c,d)} éLI. < ad —bc#0
(vi) Qualquer conjunto com 3 vetores de R? é L.D.

(vii) Qualquer conjunto com n+ 1 vetores de R" é L.D.
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L.I. x L.D.: exemplos

—~

(a,b),(c,d)} é LIl < ad —bc#0
Qualquer conjunto com 3 vetores de R? é L.D.
Qualquer conjunto com n+ 1 vetores de R" é L.D.
{1,x,x,...,x"} é L.I.em Py(R)
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L.I. x L.D.: exemplos

(ix) {(é 8)(8 (1)><(1’ 8)(8 ?)}éL.I. em M(R)
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Equivaléncia L.I.

Teorema

Sejam V' um espaco vetorial real e X subconjunto de V. Entdo X é L.I.
< dados vi,vo,...,vg em X, aivi + aave + - - - + agvg = 0y implica
ag=ap=---=a,=0. (Ouseja, X é L.I. se, e somente se, a tnica

forma de escrever o vetor nulo como combinagdo linear de vetores de X é
com todos os coeficientes da combinagdo linear iguais a 0.)
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Equivaléncia L.I.

Teorema

Sejam V' um espaco vetorial real e X subconjunto de V. Entdo X é L.I.
< dados vi,vo,...,vg em X, aivi + aave + - - - + agvg = 0y implica
ag=ap=---=a,=0. (Ouseja, X é L.I. se, e somente se, a tnica
forma de escrever o vetor nulo como combinagdo linear de vetores de X é
com todos os coeficientes da combinagdo linear iguais a 0.)

Demonstracao.

(=) Suponha que X é L.I. e que existem vy, va,..., vk em X tais que
a1vi + agva + -+ + o vie = Oy com o #= 0 para algum j € {1,..., k}.
Sem perda de generalidade, considere j = k. Entdo

ai1vi +anvo + - - - + agvg = 0y pode ser reescrito isolando v de forma

_ a1 an Q1 £ H ~
que vk = —glvi — g2vo — -+ — ===V €, portanto, vy é combinagdo
linear de vy, vs, ..., vk_1, donde X seria L.D.

0J
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Equivaléncia L.I.

Teorema

Sejam V' um espaco vetorial real e X subconjunto de V. Entdo X é L.I.
< dados vi,vo,...,vg em X, aivi + aave + - - - + agvg = 0y implica
ag=ap=---=a,=0. (Ouseja, X é L.I. se, e somente se, a tnica
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com todos os coeficientes da combinagdo linear iguais a 0.)
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Equivaléncia L.I.

Teorema

Sejam V' um espaco vetorial real e X subconjunto de V. Entdo X é L.I.
< dados vi,vo,...,vg em X, aivi + aave + - - - + agvg = 0y implica
ag=ap=---=a,=0. (Ouseja, X é L.I. se, e somente se, a tnica

forma de escrever o vetor nulo como combinagdo linear de vetores de X é
com todos os coeficientes da combinagdo linear iguais a 0.)

Demonstracao.
(<) Suponha que X é L.D. Entdo ou X = {0y} ou existem
V, V1, Vo,..., Vv, em X tais que v é combinac3o linear de vi,vo, ..., vk. Em

ambos os casos, chegamos a um absurdo, pois, se X = {0y}, temos que
a.0y =0y paratodo a € R, e, se v=aivi + asvs + -+ + a, Vv, entio
aivi +aovo + -+ -+ agve — v = 0y e, pelo menos o coeficiente —1 que
multiplica v é n3o-nulo.

0J
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Equivaléncia L.I.

Corolario

Sejam X um conjunto L.I. de um espago vetorial V e vy, va,..., v, € X.
Sev=ao1vi + asvo + -+ apvg = Bivi + Bovo + - - - + Bi vk, entdo

a1 = f1, ap = Pa,...ax = B, isto €, o vetor v se escreve de forma tinica
como combinacao linear de vetores de X.
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Equivaléncia L.I.

Corolario

Sejam X um conjunto L.I. de um espago vetorial V e vy, va,..., v, € X.
Sev=a1vi +apwvo + -+ agvg = Bivi + Bovo + - - - + Brvk, entdo

a1 = f1, ap = Pa,...ax = B, isto €, o vetor v se escreve de forma tinica
como combinacao linear de vetores de X.

Demonstracao.

v=aivi + aova+ -+ agvk = Pivi + Bave + -+ Brvik =

(a1 = Bi)vi+ (a2 — Bo)vo+ -+ (ak — Bi)vk =0y = a1 — B1 =
ar—Po=-=a,—Pk=0=>a1 =01, ap = PFo,...ax = Bk L]
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Equivaléncia L.I.

Corolario

Sejam X um conjunto L.I. de um espago vetorial V e vy, va,..., v, € X.
Sev=a1vi +apwvo + -+ agvg = Bivi + Bovo + - - - + Brvk, entdo

a1 = f1, ap = Pa,...ax = B, isto €, o vetor v se escreve de forma tinica
como combinacao linear de vetores de X.

Demonstracao.
v=aivi +axvp + -+ agvg = Bivi + Bave + -+ Bevk =
(a1 —B1)vi+ (a2 — Bo)va+ -+ (ak — Bi)vk = 0y = a1 — B1 =

w— === Pk=0=a1=701 a2 =P2,... 00 = P my
Corolario
Se B={wv1,...,vk} é um conjunto L.I., entdo [B] = [v1] ® - - & [vk]
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Bases

Definicao

Seja V' um espaco vetorial real. Dizemos que B é uma base de V se B é
um conjunto L.I. que gere V.
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Bases

Definicao
Seja V' um espaco vetorial real. Dizemos que B é uma base de V se B é
um conjunto L.I. que gere V.

Se B é um conjunto L.l., entdo B é base do subespaco vetorial S de V
gerado por B. (S = spanB = [B])
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Bases: exemplos

(i) X ={1} é base de R;
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Bases: exemplos

(i) X ={1} é base de R;
(i) X = {e1, e} é base de R?;
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Bases: exemplos

(i) X ={1} é base de R;
(i) X = {e1, e} é base de R?;
(ii) X = {e1, e, €3} é base de R3;
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Bases: exemplos

(i) X ={1} é base de R;
(i) X = {e1, e} é base de R?;
(ii) X = {e1, e, €3} é base de R3;
(iv) X ={e1,ez,...,en} é a base candnica de R";
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Bases: exemplos

(v) {(a, b),(c,d)} é base de R? < ad — bc # 0;
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Bases: exemplos

(v) {(a, b),(c,d)} é base de R? < ad — bc # 0;
(vi) Qualquer conjunto com k vetores de R? n3o é base de R? se

k #2;
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Bases: exemplos

(v) {(a, b),(c,d)} é base de R? < ad — bc # 0;
(vi) Qualquer conjunto com k vetores de R? n3o é base de R? se
k #2;
(vii) Qualquer conjunto com k vetores de R" ndo é base de R” se

k #£ n;
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Bases: exemplos

(v) {(a, b),(c,d)} é base de R? < ad — bc # 0;
(vi) Qualquer conjunto com k vetores de R? n3o é base de R? se
k #2;
(vii) Qualquer conjunto com k vetores de R" ndo é base de R” se
k #£ n;
(viii) {(1,0,—2),(0,1,2)} é base de
{(x,y,z) € R3:2x — 3y + 7z = 0}
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Bases: exemplos

(3 )€ 2 emeseratn
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Bases: exemplos

(3 )€ 2 emesematn

(x) {1,x,x2,...,x"} é base de P,(R)
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Bases: exemplos

(3 )€ 2 emesematn

(x) {17X,X2, ..., x"} é base de P,(R)
(xi) {sinx,cosx} é base de {f € C*(R) : f" + f =0}
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Espacos finitamente gerados

Quando um espaco vetorial real V tem uma base com nidmero finito de
elementos, dizemos que V é finitamente gerado.
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Espacos finitamente gerados

Quando um espaco vetorial real V tem uma base com nidmero finito de
elementos, dizemos que V é finitamente gerado.

Quando uma base B de V é finita, um vetor v em V(= span(B) = espago
gerado por B) tem como coordenadas na base B os coeficientes(tinicos) da
combinag3o linear dos vetores de 3. Ou seja, se B = {vi,vo,..., v} é
base de V e um vetor v € V é escrito como v = ajvy + - - - + g vk, entao
ai, ...,k sao as coordenadas de v na base B e denotamos por
v=_(aq,...,q)s.
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Espacos finitamente gerados

Quando um espaco vetorial real V tem uma base com nidmero finito de
elementos, dizemos que V é finitamente gerado.

Quando uma base B de V é finita, um vetor v em V(= span(B) = espago
gerado por B) tem como coordenadas na base B os coeficientes(tinicos) da

combinag3o linear dos vetores de 3. Ou seja, se B = {vi,vo,..., v} é
base de V e um vetor v € V é escrito como v = ajvy + - - - + g vk, entao
ai, ...,k sao as coordenadas de v na base B e denotamos por
v=_(aq,...,q)s.

Portanto, dado X = (x1,...,x,) € R”, temos que X = (x1, ..., Xn)c, onde
C ={e1,...,en} é a base candnica de R".
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Bases: exemplos

Todas as bases de V tem mesma quantidade de vetores?
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Bases: exemplos

Todas as bases de V tem mesma quantidade de vetores?R: Se V tem base
finita, sim.
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Bases: exemplos

Todas as bases de V tem mesma quantidade de vetores?R: Se V tem base
finita, sim. (Infinita também)
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Bases: exemplos

Todas as bases de V tem mesma quantidade de vetores?R: Se V tem base
finita, sim. (Infinita também)

(Todo espago vetorial tem uma base. A existéncia de uma base de um
espaco vetorial que n3o é finitamente gerado é equivalente ao axioma da
escolha.)
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Lema conhecido

Lema

Um sistema linear homogéneo m x n (m equagdes e n incognitas) com

m < n é um SPIl com pelo menos n — m > 1 graus de liberdade
(exatamente n — r graus de liberdade, r < m): infinitas solu¢Ses, mas pelo
menos uma solucdo nio trivial.

araujofpinto (IME-USP) Algebra linear Jjaneiro 2019 24 / 36



Lema conhecido

Lema

Um sistema linear homogéneo m x n (m equagdes e n incognitas) com

m < n é um SPIl com pelo menos n — m > 1 graus de liberdade
(exatamente n — r graus de liberdade, r < m): infinitas solu¢Ses, mas pelo
menos uma solucdo nio trivial.

Demonstracao.
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Teorema chave

Teorema

Sejam V' um espaco vetorial real e S um subespacgo vetorial de V' gerado

por um conjunto com m vetores. Entdo qualquer conjunto com mais que
m vetores de S é L.D.
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Teorema chave

Teorema

Sejam V' um espaco vetorial real e S um subespacgo vetorial de V' gerado
por um conjunto com m vetores. Entdo qualquer conjunto com mais que
m vetores de S é L.D.

Demonstrac3o.
Seja X = {wy,wa, ..., wn} gerador de S com m elementos. Considere
X ={vi,va,...,vy} C S com n> m. Vamos mostrar que X é L.D., ou

seja, que podemos escrever o vetor nulo como combinac¢3o linear ndo-nula
dos vetores de X, ou ainda, que

n ~ ~ -
A1vi + dovo + -+ Apvy = ijl Ajvj = Oy tem solugdo ndo-trivial.
Como X gera S, cada v; de Y se escreve como combinacdo linear dos
vetores de X, ou seja, Vj = a1jwi + QojWo + -+ + QmjWm = g QjjW;,
para cada j € {1,...,n}.

O
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Teorema chave

Teorema

Sejam V' um espaco vetorial real e S um subespaco vetorial de V gerado
por um conjunto com m vetores. Entdo qualquer conjunto com mais que
m vetores de S € L.D.

Demonstracao.

Substituindo as relagdes, temos A1vi + Aava + -+ + A\pvp = A1(@11wg +
aiWo + -+ + amlwm) + -+ )\n(alnwl + oW + -+ - + OémnWm) = 0\/,
ou ainda > 7 ; \;(3°11; aw;) = Oy. Reorganizando as parcelas dos
somatdrios, obtemos

(M1 + -+ Apaap)ws + ... (M1am1 + - - + An@mn)Wm = Oy, ou ainda,
21 (37 Aja)wi = Oy

0J
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Teorema chave

Teorema

Sejam V' um espaco vetorial real e S um subespaco vetorial de V' gerado
por um conjunto com m vetores. Entdo qualquer conjunto com mais que
m vetores de S é L.D.

Demonstracao.

Nao sabemos se X é L.l. ou L.D., mas sabemos que a equagao acima sera
s n

valida sempre que (A1aj1 + -+ + Aptin) = (ijl Ajajj) = 0 para todo

i€{1l,...,m}, ou seja, chegamos a um sistema homogéneo com mais

incégnitas que equacgdes, logo existe uma solugdo n3o-trivial, donde Y é

L.D. (Observe que podem haver mais solugdes caso X for L.D., memso

que ()\104,'1 + -+ )\,,Oé,'n) = (Z}’:l )\J'Oz,'j) nao seja O)

O
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Corolarios

Corolario

Se um gerador de S tem m vetores, entdo todo subconjunto L.I. de S tem
no maximo m vetores.
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Corolarios

Corolario

Se existe uma base de S com m vetores, toda base de S tem m vetores.
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Corolarios

Corolario
Se existe uma base de S com m vetores, toda base de S tem m vetores. ’

Demonstracao.
DJ
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Corolarios

Corolario

Se as bases de S tém m vetores e X C S tem m vetores, entdo X € base
de S < X é geradorde S < X € L.I
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Corolarios

Corolario

Se as bases de S tém m vetores e X C S tem m vetores, entdo X € base
de S < X é geradorde S < X € L.I

Demonstrac3o.
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Dimensao de um espaco vetorial

Definicao

Seja V' um espaco vetorial real finitamente gerado. A dimensdo de V € a
quantidade de vetores de uma base de V e denotamos por dim(V')
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Dimensao: exemplos

(i) dim(R) = 1
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Dimensao: exemplos
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Dimensao: exemplos
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Dimensao: exemplos
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Dimensao: exemplos

(i) dm(R) =1

(i) dim(R?) =2

(i) dim(R3) =3

(iv) dim(R") =n

(v) dim({(x,y,z) €R3:2x —3y + 7z = 0}) =2
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Bases: exemplos

(vi) dim(Mp(R)) =4
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Bases: exemplos

Il
I

(vi) dim(M,(R))
(Vi) dim(Mpmxn(R)

I
3
S
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Bases: exemplos

(vi) dim(M3(R)) = 4
(vii) dim(Mpmxn(R)) = m.n
(viii) dim(Pp(R)) =n+1
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Bases: exemplos

(vi) dim(M3(R)) = 4
(vii) dim(Mpmxn(R)) = m.n
(viii) dim(Pp(R)) =n+1
(ix) dim({f € C*(R) : f" +f =0}) =2
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Dimensao: propriedades

Lema

Sejam V' um espago vetorial real e {vi,..., vk} um conjunto L.I. em V.
Sev & |vi,...,v]|, entdo {vi,..., vk, v} € L.L
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Dimensao: propriedades

Lema

Sejam V' um espago vetorial real e {vi,..., vk} um conjunto L.I. em V.
Sev & |vi,...,v]|, entdo {vi,..., vk, v} € L.L

Teorema

Seja V' um espaco vetorial real de dimens3o finita n.
(i) Todo gerador X de V' contém uma base de V/;
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Dimensao: propriedades

Lema

Sejam V' um espago vetorial real e {vi,..., vk} um conjunto L.I. em V.
Sev & |vi,...,v]|, entdo {vi,..., vk, v} € L.L

Teorema

Seja V' um espaco vetorial real de dimens3o finita n.
(i) Todo gerador X de V' contém uma base de V/;
(ii) Todo conjunto X L.I. estd contido em uma base de V/;
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Dimensao: propriedades

Lema

Sejam V' um espago vetorial real e {vi,..., vk} um conjunto L.I. em V.
Sev & |vi,...,v]|, entdo {vi,..., vk, v} € L.L

Teorema

Seja V' um espaco vetorial real de dimens3o finita n.
(i) Todo gerador X de V' contém uma base de V/;
(ii) Todo conjunto X L.I. estd contido em uma base de V/;

(i) Todo subespago vetorial S de V' tem dimensdo menor ou
igual a n;
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Dimensao: propriedades

Lema

Sejam V' um espago vetorial real e {vi,..., vk} um conjunto L.I. em V.
Sev & |vi,...,v]|, entdo {vi,..., vk, v} € L.L

Teorema

Seja V' um espaco vetorial real de dimens3o finita n.
(i) Todo gerador X de V' contém uma base de V/;
(ii) Todo conjunto X L.I. estd contido em uma base de V/;
(i) Todo subespago vetorial S de V' tem dimensdo menor ou
igual a n;
(iv) Se S é um subespaco vetorial de V' com dimensdo n, entdo
S=V.
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Dimensao da soma de subespacos vetoriais

Proposicao

Sejam V' um espaco vetorial real e Wi, W, subespacos vetoriais de V de
dimensdo finita. Entdo Wi + Wh tem dimensdo finita e

dim( Wi+ Wz) = dim( Wl) + dim( Wz) — dim( Wi n W2)
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Dimensao da soma de subespacos vetoriais

Proposicao

Sejam V' um espaco vetorial real e Wi, W, subespacos vetoriais de V de
dimensdo finita. Entdo Wi + Wh tem dimensdo finita e
dim( Wi+ Wz) = dim( Wl) + dim( Wz) — dim( Wi n W2)

Demonstrac3o.
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Dimensao da soma de subespacos vetoriais

Corolario

Se Wy e W, sdo espacos vetoriais de dimensio finita, entdo Wy & Wa tem
dimensdo finita e dim(Wy & Wa) = dim(Wh) + dim(Wa)
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Dimensao da soma de subespacos vetoriais

Corolario

Se Wy e W, sdo espacos vetoriais de dimensio finita, entdo Wy & Wa tem
dimensdo finita e dim(Wy & Wa) = dim(Wh) + dim(Wa)

v

Demonstracao.
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