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1. (a) (⇒) Se T é isomorfismo, então T é bijetora, logo T é injetora.

(⇐) Se T é injetora, então Núc(T ) = {0V }, de onde dim(Núc(T )) = 0. Logo, pelo Teorema do
Núcleo-imagem, temos que dim(Im(T )) = n − dim(Núc(T )) = n − 0 = n e, portanto, Im(T )
é um subespaço vetorial de dimensão n contido em W , que também tem dimensão n, de onde
Im(T ) = W . Logo, T é sobrejetora e, portanto, bijetora, sendo assim um isomorfismo.

(b) (⇒) Se T é isomorfismo, então T é bijetora, logo T é sobrejetora.

(⇐) Se T é sobrejetora, então Im(T ) = W , de onde dim(Im(T )) = n. Logo, pelo Teorema do
Núcleo-imagem, temos que dim(Núc(T )) = n− dim(Im(T )) = n− n = 0 e, portanto, Núc(T ) é
um subespaço vetorial de dimensão 0 contido em V , de onde Núc(T ) = {0V }. Logo, T é injetora
e, portanto, bijetora, sendo assim um isomorfismo.

2. (ANPEC 2009) Se A é a matriz na base canônica de T : R3 → R3, dada por T (x, y, z) = (z, x− y,−z),
julgue as afirmativas (como verdadeiro ou falso, e justifique):

(a) (FALSO) O núcleo de T é a solução do sistema linear homogêneo 3× 3 :


z = 0

x− y = 0

−z = 0

que é um

sistema posśıvel e indeterminado com 1 grau de liberdade, já que Núc(T ) = [(1, 1, 0)] e, portanto,
dim(Núc(T )) = 1.

(b) (VERDADEIRO) A =

0 0 1
1 −1 0
0 0 −1

 e, portanto, as colunas de A formam um conjunto gerador

da imagem de T , isto é, {(0, 1, 0), (0,−1, 0), (1, 0,−1)} é um gerador de Im(T ) e, portanto,
{(0, 1, 0), (1, 0,−1)} é base de Im(T ), pois é linearmente independente.

(c) (VERDADEIRO) A =

0 0 1
1 −1 0
0 0 −1

⇒ At =

0 1 0
0 −1 0
1 0 −1

.

(d) (FALSO) e3 = (0, 0, 1) ∈ U e T (e3) = (1, 0,−1) /∈ U .

(e) (VERDADEIRO) {(x, y, z) ∈ R3 : T (x, y, z) = (0, 1, 0)} é solução do sistema linear 3 × 3 dado

por


z = 0

x− y = 1

−z = 0

que corresponde a z = 0 e y = x− 1, que gera a reta r = {(t, 1− t, 0), t ∈ R}

contida no plano z = 0 (plano xy).

3. Seja T : R2 → R2 dada por T (x, y) = (3x+ y, 2x+ 2y).

(a) (i) T ((x1, y1) + (x2, y2)) = T (x1 +x2, y1 + y2) = (3(x1 +x2) + (y1 + y2), 2(x1 +x2) + 2(y1 + y2)) =
(3x1 + 3x2 + y1 + y2, 2x1 + 2x2 + 2y1 + 2y2) = (3x1 + y1, 2x1 + 2y1) + (3x2 + y2, 2x2 + 2y2) =
T (x1, y1) + T (x2, y2)
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(ii) T (λ(x, y)) = T (λx, λy) = (3(λx) + (λy), 2(λx) + 2(λy)) = λ(3x+ y, 2x+ 2y) = λT (x, y)

Portanto, T é linear.

(b) A = [T ]can2 =

(
3 1
2 2

)
.

(c) Vamos calcular o núcleo de T : se v = (x, y) ∈ Núc(T ), então temos o sistema linear homogêneo 2×

2

{
3x+ y = 0

2x+ 2y = 0
que pode ser escalonado como em

(
3 1 | 0
2 2 | 0

)
→
(

3 1 | 0
0 4

3 | 0

)
e, portanto

o sistema é posśıvel e determinado com única solução dada por x = 0 e y = 0. Portanto, o núcleo
de T é o conjunto unitário {(0, 0)}, de onde T é injetora. Como as dimensão do domı́nio de T e
do contradomı́nio de T são iguais, temos que T ser injetora implica em T ser isomorfismo.

Para calcular T−1, temos 2 caminhos:

(I) Resolver o sistema T (x, y) = (a, b) na incógnita (x, y) em função de (a, b):

{
3x+ y = a

2x+ 2y = b
→(

3 1 | a
2 2 | b

)
→

(
3 1 | a
0 4

3 | b− 2
3a

)
→

(
3 1 | a
0 1 | −1

2a+ 3
4b

)
→

(
3 0 | 3

2a−
3
4b

0 1 | −1
2a+ 3

4b

)
→(

1 0 | 1
2a−

1
4b

0 1 | −1
2a+ 3

4b

)
.

Logo x = 1
2a −

1
4b e y = −1

2a + 3
4b, ou seja, T−1(a, b) = (x, y) = (12a −

1
4b,−

1
2a + 3

4b, ou ainda(
x
y

)
=

(
1
2 −1

4
−1

2
3
4

)(
a
b

)
= A−1.

(
a
b

)
.

(II) Inverter a matriz A:(
3 1 | 1 0
2 2 | 0 1

)
→
(

3 1 | 1 0
0 4

3 | −2
3 1

)
→
(

3 1 | 1 0
0 1 | −1

2
3
4

)
→
(

3 0 | 3
2 −3

4
0 1 | −1

2
3
4

)
→

→
(

1 0 | 1
2 −1

4
0 1 | −1

2
3
4

)
Logo T−1(a, b) =

(
x
y

)
= A−1.

(
a
b

)
=

(
1
2 −1

4
−1

2
3
4

)(
a
b

)
=

(
1
2a−

1
4b

−1
2a+ 3

4b

)
.

(d) Se v = (x, y) tal que T (v) = 4v, então temos o sistema linear homogêneo 2 × 2 dado por{
3x+ y = 4x

2x+ 2y = 4y
→

{
−x+ y = 0

2x− 2y = 0
cuja solução geral é dada por v = (t, t). Como queremos

que v seja unitário, temos ||v|| =
√
t2 + t2 =

√
2t2 =

√
2|t| = 1, ou seja, |t| = 1√

2
e v = ( 1√

2
, 1√

2
)

(ou v = (− 1√
2
,− 1√

2
)).

(e) Se w = (x, y) tal que T (w) = w, então temos o sistema linear homogêneo 2 × 2 dado por{
3x+ y = x

2x+ 2y = y
→

{
2x+ y = 0

2x+ y = 0
cuja solução geral é dada por w = (s,−2s). Como quere-

mos que w seja unitário, temos ||w|| =
√
s2 + (2s)2 =

√
5s2 =

√
5|s| = 1, ou seja, |s| = 1√

5
e

w = ( 1√
5
,− 2√

5
) (ou w = (− 1√

5
, 2√

5
)).

(f) Para mostrarmos que B = {v, w} é uma base de R2, basta mostrarmos que B é linearmente
independente, uma vez que B tem 2 elementos e dim(R2) = 2.

Se αv+βw = (0, 0), então α( 1√
2
, 1√

2
) +β( 1√

5
,− 2√

5
) = (0, 0), gerando o sistema linear homogêneo

2× 2

{
1√
2
α+ β 1√

5
= 0

1√
2
α− 2√

2
β = 0

que tem como solução única α = β = 0.

Logo, B é linearmente independente e, portanto, B é base de R2..
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(g) M = [Id]B,can2 =

(
1√
2

1√
5

1√
2
− 2√

5

)
, pois v = ( 1√

2
, 1√

2
) = 1√

2
(1, 0) + 1√

2
(0, 1) = ( 1√

2
, 1√

2
)can2 e

w = ( 1√
5
,− 2√

5
) = 1√

5
(1, 0)− 2√

5
(0, 1) = ( 1√

5
,− 2√

5
)can2

N = [Id]can2,B = M−1 =

(
2
√
2

3

√
2
3√

5
3 −

√
5
3

)
pois (1, 0) = 2

√
2

3 v +
√
5
3 w = (2

√
2

3 ,
√
5
3 )B e (0, 1) =

√
2
3 v −

√
5
3 w = (

√
2
3 ,−

√
5
3 )B

(h) T (v) = T (1, 0)B = 4v = 4v + 0w = (4, 0)B e T (w) = T (0, 1)B = w = 0v + w = (0, 1)B.

Logo, D =

(
4 0
0 1

)
= [T ]B.

Note que A = M.D.N = N−1.D.N , ou D = N.A.M = M−1.A.M .

(i) cos θ = 〈v,w〉
||v||.||w|| =

〈( 1√
2
, 1√

2
),( 1√

5
,− 2√

5
)〉

1.1 = − 1√
10

.

(j) 〈w − λv, v〉 = 0⇒ 〈w, v〉 − λ〈v, v〉 = 0⇒ λ = 〈w,v〉
〈v,v〉 =

〈( 1√
2
, 1√

2
),( 1√

5
,− 2√

5
)〉

1 = − 1√
10

.

4. Considere as transformações lineares T : R2 → R3 definida por T (x, y) = (2x, x− y, y) e P : R3 → R2,
definida por T (x, y, z) = (y − z, z − x).

(a) P ◦ T : R2 → R2 é dada por (P ◦ T )(x, y) = P (T (x, y)) = P (2x, x− y, y) = (x− y − y, y − 2x) =
(x− 2y,−2x+ y).

(b) Como (P ◦ T )(x, y) = (x − 2y,−2x + y) = (a, b), temos

(
a
b

)
=

(
x− 2y
−2x+ y

)
=

(
1 −2
−2 1

)(
x
y

)
,

ou seja, [P ◦ T ]can2 =

(
1 −2
−2 1

)
.

(c) Resolvendo o sistema linear homogêneo (P ◦ T )(x, y) = (x− 2y,−2x+ y) = (0, 0), obtemos y = 0
e x = 0. Logo, Núc(P ◦ T ) = {(0, 0)}, o conjunto vazio ∅ é uma base do núcleo de P ◦ T e a
nulidade é dim(Núc(P ◦ T )) = 0.

(d) Pelo Teorema Núcleo-Imagem, se a nulidade é d = 0, então o posto r de (P ◦ T ) é dado por
r = n − d = 2 − 0 = 2, Portanto, a Imagem de P ◦ T é um subespaço vetorial de dimensão 2
contido no R2, isto é, Im(P ◦ T ) = R2, o posto r de P ◦ T é igual a 2 e duas posśıveis bases para
Im(P ◦ T ) são a base canônica {(1, 0), (0, 1)} ou a base {(1,−2), (−2, 1)} formada pelas colunas
da matriz do ı́tem (b).

(e) P ◦ T é um isomorfismo, pois é injetora d = 0 e sobrejetora r = n.

(f) T ◦ P : R3 → R3 é dada por (T ◦ P )(x, y, z) = T (P (x, y, z)) = T (y − z, z − x) = (2(y − z), y − z −
(z − x), z − x) = (2y − 2z, x+ y − 2z,−x+ z).

(g) Como (T ◦ P )(x, y, z) = (2y − 2z, x+ y − 2z,−x+ z) = (a, b, c), temos

ab
c

 =

 2y − 2z
x+ y − 2z
−x+ z

 = 0 2 −2
1 1 −2
−1 0 1

xy
z

, ou seja, [T ◦ P ]can3 =

 0 2 −2
1 1 −2
−1 0 1

.

(h) Resolvendo o sistema linear homogêneo (T ◦P )(x, y, z) = (2y− 2z, x+ y− 2z,−x+ z) = (0, 0, 0),

obtemos


2y − 2z = 0

x+ y − 2z = 0

−x+ z = 0

→

 0 2 −2 | 0
1 1 −2 | 0
−1 0 1 | 0

→
 1 1 −2 | 0

0 2 −2 | 0
−1 0 1 | 0

→
→

1 1 −2 | 0
0 2 −2 | 0
0 1 −1 | 0

 →
1 1 −2 | 0

0 2 −2 | 0
0 0 0 | 0

 que é um sistema posśıvel e indeterminado com 1

grau de liberdade (1 coluna sem pivô) cuja solução é dada por x = y = z.
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Logo, Núc(T ◦P ) = [(1, 1, 1)], o conjunto unitário {(1, 1, 1)} é uma base do núcleo de e a nulidade
de T ◦ P é dim(Núc(T ◦ P )) = 1.

(i) Pelo Teorema Núcleo-Imagem, se a nulidade é d = 1, então o posto r de (T ◦ P ) é dado por
r = n − d = 3 − 1 = 2, Portanto, a Imagem de T ◦ P é um subespaço vetorial de dimensão 2
contido no R3. Lembrando que as colunas da matriz [T ◦ P ]can3 são um conjunto gerador da
imagem de T ◦ P e notando que a terceira coluna c3 é combinação linear (c3 = −c2 − c1) das
duas primeiras colunas (que são linearmente independentes), temos que uma posśıvel base para
Im(T ◦ P ) é {(0, 1,−1), (2, 1, 0)}.

(j) T ◦ P não é um isomorfismo, pois não é injetora (d = 1 > 0) e nem sobrejetora (r = 2 < 3).

5. (a) Para mostrarmos que B = {r1, r2} é uma base de V , basta mostrarmos que B é linearmente
independente, uma vez que B tem 2 elementos e dim(V ) = 2.

Se αr1 + βr2 = 0V , então (α + β)x + (−α − 2β) = 0x + 0, gerando o sistema linear homogêneo

2× 2

{
α+ β = 0

−α− 2β = 0
que tem como solução única α = β = 0.

Logo, B é linearmente independente e, portanto, B é base de V .

(b) T (r1) = (3, 4) = 1.(3, 4) + 0(−4, 3) = (1, 0)C e T (r2) = (−4, 3) = 0.(3, 4) + 1(−4, 3) = (0, 1)C

Logo, a coluna 1 da matriz é (1, 0) e a coluna 2 da matriz é (0, 1), ou seja [T ]B,C =

(
1 0
0 1

)
= I2.

(c) T (r1) = (3, 4) = 3.(1, 0) + 4(0, 1) = (3, 4)can2 e T (r2) = (−4, 3) = −4.(1, 0) + 3(0, 1) = (−4, 3)can2

Logo, a coluna 1 da matriz é (3, 4) e a coluna 2 da matriz é (−4, 3), ou seja [T ]B,can2 =

(
3 −4
4 3

)
.

(d) [T (r)]C = [T ]B,C [r]B =

(
1 0
0 1

)(
2
−1

)
=

(
2
−1

)
C

[T (r)]can2 = [T ]B,can2 [r]B =

(
3 −4
4 3

)(
2
−1

)
=

(
10
5

)
can2

(e) (i) Bilinear: 〈p + r, q〉 = (p + r)(1).q(1) + (p + r)(2).q(2) = p(1).q(1) + r(1).q(1) + p(2).q(2) +
r(2).q(2) = 〈p, q〉+ 〈r, q〉
〈αp, q〉 = (αp)(1).q(1) + (αp)(2).q(2) = αp(1).q(1) + αp(2).q(2) = α〈p, q〉

(ii) Simétrica: 〈p, q〉 = p(1).q(1) + p(2).q(2) = q(1).p(1) + q(2).p(2) = 〈q, p〉
(iii) Positiva definida: 〈p, p〉 = p(1).p(1) + p(2).p(2) = [p(1)]2 + [p(2)]2 ≥ 0 〈p, p〉 = [p(1)]2 +

[p(2)]2 = 0⇒ p(1) = p(2) = 0⇒ p(x) = ar1(x)+br2(x) com p(1) = ar1(1)+br2(1) = −b = 0
e p(2) = ar1(2) + br2(2) = a = 0 e, portanto, p = 0V .

(f) Vamos mostrar que r1 ⊥ r2 e que ||r1|| = ||r2|| = 1 :

〈r1, r2〉 = r1(1).r2(1) + r1(2).r2(2) = (1− 1)(1− 2) + (2− 1)(2− 2) = 0 + 0 = 0⇒ r1 ⊥ r2
||r1|| =

√
〈r1, r1〉 =

√
r1(1).r1(1) + r1(2).r1(2) =

√
(1− 1)(1− 1) + (2− 1)(2− 1) =

√
0 + 1 =

1⇒ ||r1|| = 1.

||r2|| =
√
〈r2, r2〉 =

√
r2(1).r2(1) + r2(2).r2(2) =

√
(1− 2)(1− 2) + (2− 2)(2− 2) =

√
1 + 0 =

1⇒ ||r2|| = 1.

Portanto, B é ortonormal em relação a este produto interno.
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