10.

11.

12.

13.

14.

Verao IME-USP 2019 - Algebra Linear - Lista 4

araujofpinto

fevereiro 2019

. Sejam V um espago vetorial real e T': V' — V uma transformagao linear, v € V um autovetor de T associado ao

autovalor A. Mostre que, para quaisquer «, 5 em R, vale que v é autovetor de oT' + BIy associado ao autovalor
aX+ S.

. Sejam V um espago vetorial real e T : V' — V uma transformacao linear. Mostre que A = 0 é autovalor de T se,

e somente se, 1" nao ¢é injetora.

Sejam V' um espago vetorial real e T': V' — V uma transformagao linear, v € V um autovetor de T" associado ao
autovalor A. Considere a transformagao linear 7" : V — V| definida por T"(v) = (T'oT o ... 0 T)(v), para todo
v € V. Mostre que v é um autovetor de T™ associado ao autovalor A", para qualquer n € N.

. Sejam V um espago vetorial real e T : V' — V um isomorfismo, v € V um autovetor de T" associado ao autovalor

A # 0. Mostre que v é um autovetor de 7! associado ao autovalor %

Sejam V' um espago vetorial real e T : V' — V um isomorfismo. Dizemos que T é nilpotente, se existir um
n € N tal que T"(v) = Oy, para todo v € V. Nessas condi¢oes mostre que o tnico autovalor de T é A = 0.

Determine uma transformacao linear T : R? — R2, que satisfaca as duas seguintes propriedades simultaneamente:
a) A =1 é um autovalor de T associado aos autovetores da forma v, = (y, —y), onde y # 0.

b) A = 3 é um autovalor de T associado aos autovetores da forma v; = (0,y), onde y # 0.

Sejam A, B € M,,(R), matrizes semelhantes. Mostre que se A é invertivel, entdao B ¢ invertivel e vale que A~ ! e
B! sdo semelhantes.

Sejam A, B € M,,(R), matrizes semelhantes. Estabelega a relagao entre os autovalores e autovetores de A e B.

Sejam R* com produto interno usual, W = [(1,-1,0,1),(=1,0,1,1)] e P: V — V é a proje¢do ortogonal sobre
W. Determine os autovalores e autovetores de P.

Determine os autovalores e autovetores da transformacio linear T : R® — R3, definida por T'(x,y,2) = (v +

Y, x —y+ 22,28 +y — 2).

010
Seja T : R? — R? a transformagao linear tal que [T]¢en = {0 0 1 | . Determine os autovalores e os autovetores
100

de T.

Determine os autovalores e os autovetores de Te T, onde T : R? — R? ¢ a transformacdo linear tal que

(T]ean = ((1) f)

Determine os autovalores e os autovetores de T, R e S, onde T, R, S : R* — R* sao transformacdes lineares tais
que

[T]Can = ) [R]can = [S]can =

o O O
O O Wi
O =~ O O
o O O O
S o oo
S OO
O = O O
O OO
O OO W
SO W
O = O O
_ o O O

Sejam T : R?* — R3 uma transformacio linear, B = {vy,vs,v3} uma base de R3 e U = [vy,v3]. Sabendo que
T(v) = v, para todo v € U e que T'(v2) = v1 + 2v2 + 3vs, determine os autovalores e autovetores de 7.
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Seja T : R3 — R? a transformacdo linear tal que [T)cqn = . Determine a multiplicidade algébrica e

_ o
SN =
—_ =

geométrica dos autovalores de T'.
Verifique se a transformacao 7 : R? — R? dada por T'(z,y, z) = (—3x — 4y, 22 + 3y, —z) é diagonalizdvel.

Verifique se a transformacio T : P2(R) — P3(R) dada por T(a + bx + cx?) = (2b+ ¢) + (2b — ¢)z + 2c2? é
diagonalizavel.

Sejam V um espago vetorial real tal que dim(V) =neT : V — V uma transformacao linear que possui somente
dois autovalores A1, A2, com A; # A e dim(Vy,) = (n — 1). Prove que T é diagonalizavel.

Dé um exemplo de um operador linear 7 : R? — R? diagonalizével tal que Ker(T) = [(1,0,1)].
Dé um exemplo de um operador linear 7" : R? — R3 diagonalizével tal que Im(T) = [(1,1,0), (1,0,1)].
(

Dé um exemplo de um operador linear T : R* — R* diagonalizavel tal que Ker(T) = {(z,y,2,t) € R* :
r+y—z+t=0,z—t=0}, A=—-3 ¢ autovalor de T, T'((0,0,1,0)) = (0,0,2,0) e (0,1,0,0) € Im( ).
Determine um operador linear 7' : R* — R* diagonalizavel tal que Ker(T) = {(z,y,2,t) e R* :x +y— 2+t =
0,z —t =0}, A =2 é autovalor de T, com a multiplicidade algébrica igual & 2 e Im(T') = [(1,0,0,0), (0,1, 1,0)].
Seja T : P2(R) — P2(R) a transformagao linear dada por

T(a+ bz + cx?) = —a + (a — b)z + 3ca.

a) Determine os autovalores e autovetores de 7.
b) Vale que T é diagonalizavel? Justifique a sua respostal

Considere P;(R) o espago dos polinémios de grau 1. Seja B = {—xz,1—x} base de P1(R). Seja T : P1(R) — P1(R)
uma transformagao linear, tal que sua representacao matricial em relagao a base B é

Men= (7 1)

a) Mostre que para todo a + bz € P1(R) temos T(a + bz) = a — (2a + b)x.
b) Mostre que para todo a + bx € P1(R) temos T~ !(a + bzx) = a — (2a + b)z.
¢) Vale que T' é um isomorfismo? Justifique!

d) Vale que T é diagonalizavel? Quais s@o os autovalores de T'? Vale que —z, e 1 — z sdo autovetores de 17
Justifique!

, .. . x | 1 2 3 4 5
Usando o método dos minimos quadrados, ajuste os dados ( | 05 09 16 2 2.4>

(a) por uma reta.
(b) por uma parébola.

(¢) por uma fungao da forma f(z) = a+ Ssinx + ycoszx.

Encontre a solugdo geral das seguintes equagoes diferenciais ordindrias (EDOs):

(a) 2 ==
(b) 2/ —x=2
(c) 2/ —x =1t
d) 2" ==z

(e) 2"+ =sin2t

(f) 2" +32'+2¢x=5

(g) 2" + 32’ + 2z = 5e*
(h) 2" — 32’ + 5z = 2¢' — 3
(i) 2" — 32" + 2z = 3e*

(G) 2" — 42’ + 3z = te

(k) 2" — 32" =2



