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. Para cada espago vetorial real V, decida se a fungdo (-,-): V x V — R define um produto interno em V:

(a) V=R%e ((x1,22), (y1,y2)) = 191 — T1Y2 — Y122 + 4T2Ys;
(b) V =M:(R) e (A, B) = tr(BT A);

(c) V=M, (R) e (A, B) =tr(BTA);

(d) V="Pi(R) e (p,q) = p(0)q(0) + p(1)g(1);

(e) V="P2(R) e (p,q) = p(—1)q(—1) + p(0)q(0) + p(1)q(1);
(£) V ="P2(R) e (p,q) = [, p(t)-q(t)dt;

. Sejam V um espago vetorial real, (-,-)1 e (-, )2 dois produtos internos em V.

(a) Mostre que a fungao (-,-): V x V — R dada por (u,v) = (u,v)1 + (u,v)s define um produto interno em V.

(b) Para que valores de a € R a fungéo (-,-): V x V — R dada por (u,v) = a{u,v); define um produto interno
em V7

. Seja (V,{-,+)) um espago com produto interno e seja T': V' — V uma transformagao linear.

(a) Mostre que, se T for um isomorfismo, entdo f: V x V — R dada por f(u,v) = (T(u),T(v)) define um
produto interno em V'

(b) Mostre que, se valer (T'(u),T(v)) = (u,v), para todo u,v em V, entdo T é injetora. Se, além disso, valer
que V tem dimensao finita, entdo T': V — V é um isomorfismo.

. Sejam (V, (-,-)) um espago vetorial com produto interno e u,v € V. Prove as seguintes afirmagoes:

(a)(Teorema de Pitagoras) |ju+ v|? = ||ul]® + |[v]|*? & u L v.
(b) (Polarizagao) (|lu+v[|* — [lu—v|?) = (u,v).
(c)(Lei do paralelogramo) ||u+ v||* + |lu — v||? = 2||u||* + 2||v]|?.

(d)(Diagonal do paralelogramo) |ju-+v||? = |lul|®+ |v||* +2||ul|||v||cos(0), onde 6 ¢ o dngulo entre os vetores
nao-nulos u e v.

(e)(Lei dos cossenos) ||u —v||? = ||ul|? + ||v||* — 2||u||||v]|cos(f), onde & é o dngulo entre os vetores nao-nulos
uev.

(®) flull =[]l ©utv Lu—wv

(8) {w,v} ¢ L.D. & [(u,v)[ = [luf]v].
. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, prove os resultados abaixo:

(a) (acosf +bsinf)? < a® + b2, para quaisquer a, b, em R;

(b)

a1+ as + %)(a + é + i) > 9, para quaisquer ay, az, az em R* ;
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(c) (orteton)2 < a1+'7'7:+a", para quaisquer asq, ..., a, em R;
(d) Ej Lajziy;)? < (E;Zl GJCU?)(Z?d a;y3), para quaisquer aj, . . ., a, em Ry e quaisquer z1,..., T, Y1, - -, Un
em R
(e) (X)_yajziy;)® < (X7, a?pxz)(zy 1 aj(l p)y2) para qualquer p em |0, 1[, quaisquer aq,...,a, em R, e
quaisquer Ty, ..., Tn, Y1, ., Y em R.
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Faga o que se pede acerca da estrutura geométrica dos espagos vetoriais com produto interno abaixo:

(a) Considere (R?,(:,-)) com o produto interno usual. Seja x = (1,1) e y = (3,—1), encontre um vetor
z = (21,22) € R? tal que (z,2) = —2e (y,2) = 1.

(b) Considere R3 com o produto interno usual. Verifique qu o conjunto B = {(1,1,1), (1,2, -3), (5, —4, 1)}
é base ortogonal de R3. Encontre as coordenadas do vetor (1,5, —7) em relacdo a essa base, ou seja,
determine a,b e ¢ em R tais que (1,5,—7) = (a,b,¢)p.

(c) Considere R? com o produto interno usual. Dados u = (1,1,1) e v = (2, —1, 1), determine w; e ws tais que
u=wy +wsz, w1 Lue {v,ws} seja LI

(d) Considerando R* com o produto interno usual, sejam u = (3,2 — 1,0) e v = (1,2,0,1). Determine
(u, v), ||lull, ||v|| e o coseno do dngulo entre u e v.

(e) Considerando M3(R) com o produto interno usual, (A, B) = tr(B'A), para todo A, B € My(R). Sejam

A= ( 11 (2)) B= ( 02 ;) eC = (_03 _21> . Determine (A, B), (A+ B,C), ||A||, ||B]| e o coseno do

angulo entre A e B.
(f) Seja (V,(-,-)) um espago vetorial com produto interno e sejam w,v € V tais que |jul| = 4 e |v] =1 e
|lu — v|| = 5. Determine (u,v).

Dados V um espaco vetorial real com um produto interno (-,-) e um subespago S de V', encontre uma base
ortonormal de S e uma base ortonormal de S-=:

(a) V =R3, (-,-) o produto interno usual de R? e S = {(z,v, 2 ) €ER?:2x —y+2 =0}
(b) V =R4, (.,-) o produto interno usual de R* e S = [(0,1, -2, 1)].

(c) V =R% (.,-) o produto interno usual de R* e § = [(1,1,1, 1) (1, 1,2,4),(1,2,—4,-3)].
(d) V =R5, (-,-) o produto interno usual de R®> e S = [(1,2,3,—1,2),(2,1,0,2,—1)].

(e) V =R3, (-,) o produto interno usual de R® e S = Nac(T )7 onde T : R® — R? é dada por T((x,y,2)) =
(x —y—2,22—x).

(f) V. = R3, (-,-) o produto interno usual de R3 e S = Im(T), onde T : V — V é dada por T((x,y,2)) =
(t—y—z,—xz+y+2z,2—y).

(g) Ma(R), (A,B}ztr(BTA)eS:[G é)(; ?)(_02 ‘01>].

(h) M (R), <A,B>:tr(BTA)eS:[<_12 i)(‘f 120>,(_12 D]

(1) V =Pi(R), (p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) e S = [po], onde po(z) =1+ =z
(J) V ="P2(R), (p,q) = p(~=1)q(—1) +p(0)q(0) + p(1)g(1) e S = [po], onde pp(z) =2 — =

Seam R3 com o produto interno usual, S = [(1,1,1)], P : R® — R? a projecdo ortogonal sobre S. Determine
P(x,y,2), para todo (x,y,2) € R3.

Seja P : R® — R3? a transformacao linear tal que u = P(v) é a projegao ortogonal de v € R3 no plano
3z + 2y + z = 0. Determine P(x,y,2),Im(P) e Ker(P).

Seja W = {x € R": (x,¢) = 0}, para ¢ € R" fixo.

(a) Determine W.
(b) Dado u € R", determine a projecio de u sobre W e a projecio de u sobre W+,

Em R* com o produto interno usual seja S = {(1,1,1,1),(—1,1,—~1,1)}. Encontre a melhor approximacio de
(2,1,3,1) em S.

Sejam R? com o produto interno usual e S = {(gv7 y,2) € R®: x+y—2z = 0}. Determine os vetores dos subespacos
S e S que melhor approximam o vetor (1,2, 1).
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Sejam B € M, xp(R) € A € My, (R). Mostre que (BA)T = ATBT.
Sejam A e B em M, (R).

(a) Mostre que A é inversivel se, e somente se, det(A) # 0.

(b) Mostre que det(BA) = det(B)det(A)

(c) Mostre que, se A é inversivel, entao det(A~!) = (detA)~1;

(d) Mostre que, se A e B sdo inversfveis, entdo BA é inversivel e (BA)~! = A=1B~1;
(e) Mostre que det(AA) = A"det(A)

(f) Mostre que det(AT) = det(A)

(g) Mostre que A é inversivel se, e somente se, AT A é inversivel

(h) Mostre que AT ¢ inversivel se, e somente se, A é inversivel e, neste caso, mostre que (A7)~ = (A~1H)T
(i) Se A e B séo triangulares superiores, entao BA é triangular superior;

() Se A = (ajj;) ¢ triangular superior, entao det(A) = []}_, axx ¢ triangular superior;
(k) Mostre que AT A é simétrica

(1) Mostre que existem matrizes Cq e Cy em M, (R) tais que A = C1 + Cy com Cy matriz simétrica e Cy matriz
antissimétrica.

Se det: Ma(R) = R? x R? — R é uma funcido multilinear alternada nas colunas de uma matriz 2 x 2 com

1 0 a c
det (0 1) = 1, mostre que det (b d) = ad — bc.

Se det: M,,(R) 2 R"™ x --- x R" — R é uma funcdo multilinear alternada nas colunas de uma matriz n X n com
det(I,) =1, onde I,, é a matriz Identidade de ordem n. Deduza a férmula de det(A) para A = (a;;) uma matriz
qualquer em M, (R) paran =2, n =3 en =4.

Dadas A e B em M, (R), dizemos que A e B sdo semelhantes se existe P € M, (R) com det(P) # 0 tal que
A = P~!BP. Mostre que, se A e B sao semelhantes, entao det(A) = det(B).

Exiba todas as n! permutacoes do S,, como produto de permutagdes ciclicas e como produtos de transposicoes,
calculando o sinal e a paridade de cada uma delas paran =2n =3 e n =4.

Sejam B = {v1,...,v,} uma base ortogonal de R™ com A\; = |[vi||, A2 = ||v2]],..., An = ||vn]| € & matriz A
formada pelos vetores de B em suas colunas. Calcule |det(A)| em fungdo de A1, Ag, ..., A,. Qual o médulo do
determinante de A se B for ortonormal?

0 b
dessa elipse usando det(A).

Mostre que A = (a 0) leva o circulo unitério {z? + y? < 1} na elipse {(z/a)? + (y/b)? < 1}. Calcule a érea

(a) Qual a drea do paralelogramo com 3 de seus vértices em (0,0), (a,b) e (¢,d)? Onde se encontra o outro
vértice?

(b) Qual o volume do paralelepipedo com 4 de seus vértices em (0,0,0), (—1,2,2),(2,—1,2) e (2,2,—1)? Onde
se encontram os outros vértices do paralelepiepdo?

(¢) Qual o hipervolume do hiperparalelepipedo com 5 de seus vértices em (0, 0,0, 0), (1,0,0,0), (1,2,0,0), (—5,0,3,0)

e (0,2,—1,—4)? Onde se encontram os outros vértices do hiperparalelepipedo?

1 1 ... 1
T T2 . In
2 2 2
Escalonando a matriz de Vandermonde V = 1 T2 e €T

n |, mostre que det(V) = [[,-;(zi —z;) e

n—1 n—1 n—1

1 2 n
conclua que V ¢ inversivel se, e somente se, os escalares x1, ..., x, sao todos distintos entre si. Como aplicagao,
mostre que, dados n+ 1 pares de ntimeros (g, Yo), (1,Y1), - -+, (Tn, Yn) cOM g < 21 < + -+ < T, existe um Unico

polinoémio p € P, (R) tal que p(xo) = yo, p(x1) = y1,-- -, p(Tn) = Yn.



23. Calcule os determinantes das matrizes abaixo:

1 1 1 1
(a) A= (llc?gg88)2 (1100998800)2 (ll(;g:(?(%Q (llooggéi?(?(?)Z . Dica: Vandermonde.
(Iog8)%  (10g80)> (10g800)%  (10g8000)3
1 1 1 1
(b) A= 1 jl :} e Dica: Colunas ortogonais.
1 -1 1 -1
a> (1+a)* (2+a)? (3+a)?
(c) A= iz 8 i lc)gz g i [32 8 i (3; . Dica: Multilinearidade alternada.
> (1+d)? (2+d)? (3+d)?

24. Se A € M,,(R), o polinémio caracteristico de A é p4 € P,(R) dado por pa(z) = det(xzI, —A). Se A é uma matriz
2 x 2, mostre que as rafzes(mesmo sendo complexas) 1 e 19 de p satisfazem ry + ro = tr(A) e ri.ro = det(A).

25. Resolva os sistemas da lista 0 pela regra de Cramer.



