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1. Os simbolos + e . denotarao a soma e a multiplicagao de niimeros reais, enquanto os simbolos & e ® denotarao
a soma e a multiplicacao por escalar nos espacos vetoriais.

(R) Corpo

(R?) A soma e a multiplicacio por escalar de vetores do R? sdo dadas por:
(a,0)®(c,d) = (a+c,b+d) e \®(a,b) = (M.a, \.b) Estando bem definidas, basta demonstrarmos os axiomas
de espago vetorial:
(S1) (Soma associativa) [(a,b) ® (c,d)] ® (e, f) = (a+c,b+d) @ (e, f) =

(@t fet el b+ [d+ ) = (@) & (c+ e d+ 1) = (a,) & (e, d) & (e, f)]

(S2) (Soma comutativa) (a,b) ® (¢,d) = (a + ¢, b+ d) = (¢c+a,d+b) = (¢,d) @ (a,b)
(S3) (Vetor nulo) 0 = (0,0), pois (a,b) ® (0,0) = (a4 0,b+ 0) = (a,b)

([a+c +eb+d+ f) =

(S4) (Elemento oposto) —(a,b) = (—a, —b), pois (a,b) & (—a, —b) = (a + [—a], b+ [~b]) = (0,0) =0

(Ml[z\ (lidul’(cipl;)ca(;éo associativa) A® [@ ® (a,b)] = A © [(a.a, a.b)] = (A.[a.a], A\.[a.b]) = ([M\.a].a, [N.a].b) =

(M2) (Unidade multiplicativa) 1 ® (a,b) = (1.a,1.b) = (a,b)

(D1) (Distributivaem V) A®|[(a, b)®(c, d)] = A@[(a+c¢,b+d)] = (A.[a+c], A.[b+d]) = (Aa+A.c, \.b+)A.d) =
AO (¢d)

(Aa, A.b) ® (Ac, Ad) = A © (a,0) BN O
(D2) (Distributiva em R) [A + o] ® (a,b) =
(.a,a.b) =X © (a,b) ® a © (a,b)

Logo, R? é um espaco vetorial real com esta soma e esta multiplicacdo por escalar.

(A + al.a,[A+ a].b) = (Aa+ a.a, b+ a.b) = (Aa,\b) @

(R3®) A soma e a multiplicacdo por escalar de vetores do R? sdo dadas por:

(a1,a2,a3) ® (b1,ba,b3) = (a1 + by, as + ba,a3 + b3) e A® (a,b,¢) = (A.a, A\.b, \.c) Estando bem definidas,

basta demonstrarmos os axiomas de espago vetorial:

(S1) (Soma associativa) [(a1,ag,as) @ (b1, b2, b3)] ® (c1,c2,¢3) = (a1 + b1, a2 + ba, az + b3) ® (c1,¢2,¢3) =
([ax +b1] +c1,[az +bo] +c2, [az + b3] +c3) = (a1 + [b1 +c1], a2 + [b2 + ca], a3 + [b3 + c3]) = (a1,a2,a3)
(b1 + 1,02 + c2,b3 + ¢3) = (a1, a2,a3) © [(b1, b2, b3) ® (1, c2,¢3)]

(S2) (Soma comutativa) (a1, az,as) @ (b1, ba, b3) = (a1 + b1, a2 + bz, a3 +bs) = (b1 + a1, b2+ az,bs +az) =
(b1,b2,b3) & (a1, a2, as3)

(S3) (Vetor nulo) 0 = (0,0,0), pois (a1, ag,as) ® (0,0,0) = (a1 + 0,az + 0, a3 4+ 0) = (a1, ag, as)

(S4) (Elemento oposto) —(a1,as,a3) = (—aj,—az,—as), pois (a1,as,a3) & (—ay,—az,—az) = (a1 +
[_a1]7 az + [_a2]7 az + [_a3]) = (O’ 0, 0) = 6

(M1) (Multiplicagdo associativa) A\@[a® (a1, as, a3)] = AO[(a.a1, a.az, a.a3)] = (A]a.a1], A.[a.as], A\[a.az]) =
([X.a].a1, [A.al.az, [A.a).a3) = [\.a] ® (a1, a2, a3)

(M2) (Unidade multiplicativa) 1 ® (a1, ag,a3) = (l.a1,l.as,1.a3) = (a1, as2,a3)

(D].) (Distributiva em V) AO [(al, as, a3) &) (bh ba, bg)] =\® (a1 +b1,a0+bsy, a3+ bg) = ()\.[al + bl], )\.[ag +
bg], )\.[a3 + bg)]) = ()\.al + A.by, Aas + Aba, Aas + )\bg) = ()\.al, A.ag, )\.a3) (&) ()\.bl, A.ba, )\bg) =A0®
(al, as, ag) BAO (bl, ba, bg)

(D2) (Distributiva em R) [A + @] ® (a1,a2,a3) = ([A + al.a1, [A + a].a2, [A + a].a3) = (A\.a1 + a.aq, N\ag +
a.ag, A.az + a.az) = (A.a1, A\ag, Aaz) @ (a.a1, a.az, a.a3) = A O (a1, a2,a3) S a© (a1, az,a3)

Logo, R? é um espaco vetorial real com esta soma e esta multiplicacdo por escalar.

(R™) A soma e a multiplicagdo por escalar de vetores do R™ sao dadas por:

(a1y.. yan)®(b1,...,b,) = (a1+b1,...,an,+by) e AO(aq,...,a,) = (Aa1,..., Aay,) Estando bem definidas,
basta demonstrarmos os axiomas de espaco vetorial:



(S1) (Soma associativa) [(a1,...,an) @ (b1,...,00)] D (c1y.- - ¢n) = (a1 +b1,. .. an +by) @ (c1,...,Cn)
([ar+b1]+ci, ..o [an+ba]+cn) = (a1+[br14ci], - .o an+[bntcn]) = (a1, ... an)®(b1+cr, ... bp+cy) =
(a1, ... an) ®[(b1y...,bn) B (c1,...,cn)]

(S2) (Soma comutativa) (a1,...,an) ® (b1,...,bn) = (a1 +b1,...,an +by) = (b1 + a1,...,bn + an) =
(bl,...7bn)@(a1,...,an)

(S3) (Vetor nulo) 0 = (0,...,0), pois (a1,...,a,) ®(0,...,0) = (a1 +0,...,a, +0) = (a1,...,an)

(S4) (Elemento oposto) —(ai,...,a,) = (—a1,...,—ay), pois (a1,...,a,) ® (—a1,...,—ap) = (a1 +
[—a1],...,an + [—an)) = (0,...,0) =0

(M1) (Multiplicacao associativa) A® [a® (a1,...,a,)] = AO[(aeay, ..., a.a,)] = (A|a.a], ..., A]e.ay]) =
([Mal.aq,...,[Aa].ay) = [Aa] © (a1, a2, ay)

(M2) (Unidade multiplicativa) 1 ® (aq,...,a,) = (1 a,...,l.ay,) = (ar,...,a,)

(D1) (Distributivaem V) A®[(a1,...,a,)®(b1,...,bn)] = AO(a1+b1, ..., an+bs) = (AJar+b1], ..., A]an+
bn)]) = (Mar + Aby, ..., Aay —|— )\ bn) (Aat, s han) @ (Ab,... A by) = A0 (a1,...,an) DA O
(b1,...,bn)

(D2) (Distributiva em R) [A+ o] ® (a1,...,a,) = (A + al.a1,..., [A+ a].an) = (A\a1 + a.aq, ..., Aa, +
a.an) = (Aag, ..., Aan) ® (a.ar,...,a.a,) = A0 (a1,...,a0,) Da® (ar,...,a,)

Logo, R™ é um espaco vetorial real com esta soma e esta multiplicacao por escalar.
(M, (R))
(M5 (R))
(P(R))
(F(X,R))

. Lembre-se cancelamentoem V:v@u=vPw=u=wn

(@) 006u=04+0Cu=00ud®ou=00u=_0y.
(b) a0y =a® 0y ®0y)=a00y a0y = a0y =0y.
(¢) (o) Oudau=(—ada)Ou=00u=0=—(a@u)@au=(—a)Ou=—(a®u)

a@(—u)@au=a@ud—-u)=a00y=0y=—(a00u)@a®u=a0 (—u) =—(ae0u).
(d) Se a #0, entdo o ® u = Oy implica (2.0) Du=10u=u= (1) ® 0y =0y, ou seja, u = Oy .
(e) Sea®u=aGvea#0,entio (L.0) ®u=(L.a)®v, ouseja, u=v.
(f) Seau=00ueu#0y,entdo (¢ — ) Ou=0y,deondea —f=0e a=p.
. A soma e a multiplicacdo por escalar de vetores de V x W sao dadas por: (vi,w1) ® (ve, ws) = (v1 + vg, w1 +wo)
e MO (v,w) = (A.v, \w) As operagdes v; + v2 e A.v sdo as do espago vetorial V', enquanto w; + we e Aw sdo

as do espago vetorial W e, portanto, estas satisfazem os axiomas de espago vetorial. Estando as operagoes bem
definidas em V x W, basta demonstrarmos os axiomas de espago vetorial:

(S1) (Soma associativa) [(vi,w1) @ (v2, w2)] ® (vs,w3) = (v1 + v, w1 + wa2) ® (v3,ws) = ([1 + V2] + v3, w1 +
wa] +ws3) = (v1 + [v2 +v3], w1 + [wz +ws]) = (v, w1) S (v2 + v3, w2 +ws) = (v, w1) & [(v2, w2) & (v3, ws)]

(S2) (Soma comutativa) (v1,w1) @ (ve, wa) = (v1 + Vo, w1 + w2) = (ve + v1, ws + w1) = (V2

(S3) (Vetor nulo) 0 = (Oy, 0w ), pois (v, w) ® (Oy,0w) = (v + Oy, w + Ow) = (v, w)

(S4) (Elemento oposto) —(v,w) = (—v, —w), pois (v, w) ® (—v, —w) = (v + [~v],w + [-w]) = (Oy,0w) =0

(M1) (Multiplicagdo associativa) A @ [a ® (v,w)] = A ® [(a.v, a.w)] = (A.Ja.v], A Ja.w]) = ([A.a].v, [Aa]w) =
A.a] © (v,w)

(M2) (Unidade multiplicativa) 1 ® (v, w) = (L.v, l.w) = (v, w)

(D1) (Distributiva em V) A ® [(v1,w1) & (v2,w2)] = A © [(v1 + va, w1 + wa)] = (Ao + v2], A Jwr + we]) =
(Av1 + Ao, Awy + Aaws) = (Avg, Aawy) @ (Avg, Aaws) = A O (v, w1) B A O (v, we)

(D2) (Distributiva em R) [A + o] ©® (v,w) = (A + a].v, [A + a].w) = (Av + av, dw + aw) = (Av, Aw)
(v, aw) =20 (v,w) B ad (v,w)

wa) ® (v1,w1)

Logo, V' x W é um espago vetorial real com esta soma e esta multiplicagao por escalar.



4. A soma e a multiplicagdo por escalar de vetores de V = {x € R: x > 0} sdo dadas por:

rhy=2x9,eXOx = x> As operacoes T.y € T

A sdo a multiplicacdo e a potenciaciao de niimeros reais positivos.

Estando as operacoes bem definidas em V, pois z.y € V e z* € V, basta demonstrarmos os axiomas de espaco
vetorial:

(S1) (Soma associativa) [t @ y| @z =[zy|Dz=[zylz=z[yz]=2®|yz] =2 [y ® 2]

(52)
(S3)

Soma comutativa) t@y=z.y=yx=y®dx

(
(Vetor nulo) 0 =1, pois t @0 =z.1 ==z
(

(S4) (Elemento oposto) —x =71, poiszx® —x =z ! =1= 0

(M1) (Multiplicacio associativa) A® [a ® 2] = A @ [z°] = [¢*]} = zl*N = [Na] O

(M2) (Unidade multiplicativa) 1 ®z = 2! =z

(D1) (Distributivaem V) A® [z @yl = A0 [zy] = [z.y)) = 2.y =2 e = A 0re oy
(D2) (Distributiva em R) [A 4+ o] ©@ z = zPtel = 2|z = [z @ [z = A0z @ a0z

Logo, V' é um espago vetorial real com esta soma e esta multiplicagao por escalar.

5. (a)

(b)

6. (a) (i) Oy €U e Oy € W, pois U e W sao subespagos vetoriais de V. Logo, 0y e UNW O

(ii) Dados v1,v3 em U NW, temos que v1 + vy € U e v1 +vo € W, pois U e W sdo subespagos vetoriais
de V. Logo, v1 +vo e UNW [

(iii) Dados v e UNW e A € R, temos que \.v € U e Av € W, pois U e W sdo subespagos vetoriais de V.
Logo, Av e UNW O

Portanto, U N W é subespago vetorial de V.

(b) (i) Oy € U eOy € W, pois U e W sao subespagos vetoriais de V. Logo, Oy € U+ W, pois Oy = 0y +0y O

(ii) Dados v1,v2 em U 4+ W, temos que v1 = u1 + w1 € v = ug + wy com uy,us em U e wy,wy em W,
donde v +vo = (ug +wy) + (ug + wa) = (ug + u2) + (w1 + we) com uy +uz € U e wy + we € W, pois
U e W sao subespacos vetoriais de V. Logo, v1 +v, € U+ W [

(iii) Dadosv € U+W e XA € R, temos que v = u+w comu € U e w € W, donde A.v = A.(u+w) = AutAw
com \.u € U e A.w € W, pois U e W sao subespacos vetoriais de V. Logo, Av e U+ W [

Portanto, U + W é subespago vetorial de V.

(¢) (=) Suponha, por absurdo, que U néo estd contido em W, nem W esté contido em U. Entéo existem v € U

ew €W tais que u ¢ U e ¢ W. Mas u e w estdo em U U W que é, por hipdtese, subespaco vetorial de V.
Logo, u+w estd em UUW, donde u+w € Uouu+w € W. Seu+w € U, entao (u+w)+(—u) =w e U
e,se u+w e W, entdo (u+w)+ (—w) =u € W. Absurdo, poisu ¢ U e ¢ W. LogoU C W ou W CU.
O (<) SeU C W, entao UUW =W, logo U UW é subespaco vetorial de V', pois W é subespaco vetorial
de V. Se W C U, entao U UW = U, logo U UW ¢é subespaco vetorial de V', pois U é subespago vetorial
deV. 0O

(d) Como U + W é subespago vetorial de V', para mostrarmos que U + W é subespago vetorial de S, basta

7. (a)

(b) Note que Us = [(1,1,1),(-1,-1,-1)] = [(1,

demonstrarmos que U + W C S. Dadov € U+ W, temos que v =u+ w com u € U e w € W. Mas
ueUUWeweUUW, logou € Sew e S. Como S é subespago vetorial de V', segue que v =u+w € S.
Logo U + W C S e, portanto, U + W é subespaco vetorial de S O. [O

1,1)], pois (—1,-1,—1) é multiplo de (1,1,1), de onde
dim(Usz) = 1. Mais ainda, temos que (1,1,1) = (1,0,1) + (0,1,0) estd em U; e, portanto, Uy C Uj.
Mas dim(U;) = 2, pois os vetores (1,0,1) e (0,1,0) sdo linearmente independentes, ja que a(1,0,1) +
b(0,1,0) = (0,0,0) implicam a = b = 0. Logo, Uy # Us.

(c) Uy # Us, ja que (1,0,0) ¢ Us, pois (1,0,0) ndo é combinagao linear de (0,1,0) e (0,0,1). Para ver isso,

escreva (1,0,0) = a(0,1,0) 4+ b(0,0,1), e note que o sistema 3 x 2 gerado nao tem solugao:

0.a+0b=1
1l.a4+0.b=0
0a+1b=0



Também temos que (0,0,1) ¢ Uy, pois (0,0, 1) ndo é combinagao linear de (1,0,0) e (0,1,0). Para ver isso,
escreva (0,0,1) = a(1,0,0) 4+ b(0,1,0), e note que o sistema 3 x 2 gerado néo tem solugao:

1l.a+0b=0
0a+1.b=0
0.a+0b=1

(d) Note que 2t + 2 = 2(t + 1) pertence a U; N Us. Mas 2 — 1 ndo pertence a Uy e nem t2 + ¢ pertence a U .
Logo, Uy # Us.

(e)

8. (a) S é subespago vetorial de V', pois:

(i) 0V=<8 8)65

(ii) Dados vy, vy em S, temos que v; = 10 e vy = T2 U2 ,comx,—y1—21 =0exo—ys—20 = 0.
zZ1 tl z9 t2

_[(T1it+z2 1+
Logo, vi+vy = <21 +29 T +12
040 =0 e, portanto, v; +vo € S.

e (r1+z2) = (Y1+y2) = (21+22) = (T1—y1—21) + (22— Y2 —22) =

)

(iii) Dados v em S e A € R, temos que v = (i f

)comx—y—z:O.

Logo, \.v = <§3ZC ii) edr— Ay —Az=Az—y—z)=X0=0 e, portanto, Av € S.

Y
t

x
z

11 10 0 0

(0 0>+z. (1 0>—|—t. (0 1). Logo,

Para determinar um gerador de S, note que, dado v € S, temos que v =

; _(vtz v\ _ (v v\, (# O\ _(0 0
oualnda,v_<z t>_<0 0)+(z 0)+(0 t)
1 1 1 0 0 0
{(O 0),<1 O>’(O )}eum possivel gerador de S.

(b) S nao é subespaco vetorial de V.

comz—y—z =0,

Para ver isso, tome v = (3,2) € S e note que um multiplo de v nao esta em .S, como 5.v = 5.(3,2) = (15, 10)

1. 3=15

que ndo pertence a S, ja que (15,10) = «(1,2) 4 (3,2) gera o sistema 2 x 1 : ot que nao tem
2.04+2=10

solucao.

Note que S é um espago afim de V paralelo ao subespaco vetorial T = {v € R? : v = #(1,2),t € R} =

{(z,y) € R? : y = 22}, isto é, S é o espaco afim resultante da translacio de T por ( 2) (ou por qualquer
outro vetor de T): S =T + {(37 2)}.
(c) S é subespago vetorial de V, pois:
(i) Oy é o polinémio nulo dado por Oy (z) = 0 para 2 em R. Como Oy (—1) = 0 e 0y (1) = 0, segue que
Oy €5.
(ii) Dados p,q em S, temos que p(—1) =p(1) =0 e g(—1) =¢(1) =0. Logo, p+q € V com (p+¢)(—1) =
p(—1)+¢q(-1)=04+40=0e (p+¢)(1) =p(1) + ¢(1) =0+ 0 =0 e, portanto, p+q € S.
(iii) Dados pem S e A € R, temos que p(—1) = p(1) = 0. Logo, A.p € V com (A.p)(—1) = Ap(—1) =A0=10
e, portanto, A.p € S.
Para determinar um gerador de S, note que, dado p € S, temos que p(x) = az® + bx® + cx + d com
p(-1) = —a+b—c+d=0ep(l) =a+b+c+d =0, gerando o sistema linear homogéneo 2 x 4 :
{—a+b—c+d:0 {—a+b—c+d=0 o )
que pode ser escalonado para , que é um sistema possivel
a+b+c+d=0 0a+2b+0c+2d=0
e indeterminado com 2 graus de liberdade, pois para quaisquer valores de ¢,d em R, temos uma solugao
para o sistema com b= —d e a = —c.

Ou seja, se p € S, entdao p(z) = (—c)x3 +(—d)a® +cx+d = [—cad +cx|+ [—dz? +1] = c[—23 + 2] +d[—2? +1].
Logo, tomando q;,q2 em S tais que q;(x) = —2% + 7 e go(x) = —22 + 1, temos que {q1, g2} é um possivel
gerador de S.



(d) S é subespacgo vetorial de V', pois:

(i) tr(0y)=04+---4+0=0=0y € S

(ii) Dados A, B em S, temos que A € Ve B € V, com tr(A) = 0e tr(B) = 0. Logo, A+ B € Ve
tr(A+ B) =tr(A) +tr(B) =0+0=0e, portanto, A+ B € S.

(iii) Dados A em S e A € R, temos que A € V com t¢r(A) = 0.

Logo, A € V e tr(AA) = Xtr(A) = A0 =0 e, portanto, AA € S.

S é um subespaco vetorial de V' com dimensdo n% — 1, j4 que a tnica restricio nas n? entradas de uma
matriz n x n é que tr(A) = Y1  a; = 0 e, portanto, podemos tirar uma das entradas da diagonal em
funcdo das outras, como por exemplo ay; = — Z?:z Qi

2

e é subespaco vetorial de V', pois:
S é sub ial de V, poi
(i) 0y =(0,0,0,0) € S, pois0—0+04+0=0e -04+2.0+0—-0=0
(ii) Dados v = (Jfl,yl, Zl,tl) € Uy = ($2,y2, Zg,tz) em S, temos que 131—y1+2’1+t1 = 0, —$1+2y1+21—t1 =
0,72 —y2+22+t2 =0 e —x2+2y2+22—t2 = 0. Logo, v1+vs = (21422, y1+Y2, 21 +22,t1 +12) € S, pois
(z1+22) = (Y1 +y2) +(21+22) +(t1+12) = 040 = 0 e —(21+22)+2(y1+y2) +(21+22) — (L1 +12) = 040 = 0.
(iii) Dados v = (z,y,2,t) em S e A € R, temos que A.v = (Az, Ay, Az, At) com (Az) — (Ay) + (A2) + (M) =
A0 =0e —(Azx) + 2(Ay) + (Az) — (At) = A0 = 0 e, portanto, A.p € S.
— t=0
Dado v = (z,y, 2,t) em S, geramos o sistema linear homogéneo 2 x 4 : Toytat que pode
—z+2y+z—1t=0
r—y+z+t=0

que é um sistema possivel e indeterminado com 2 graus de
Or+y+22+0t=0

ser escalonado para {

liberdade, pois para quaisquer valores de z e t em R, temos uma solugao para o sistema com y = —2z e
T=—-3z—t.
Ou seja, se v € S, entdo v = (=3z — t,—2z,2,t) = (—32,—22,2,0) + (—t,0,0,t) = 2(-3,-2,1,0) +
t(—1,0,0,1) .

Logo, {(-3,-2,1,0),(—1,0,0,1)} é um possivel gerador de S.

9. Para mostrarmos que My (R) é gerado por { A1, Ay, A3, A4}, vamos demonstrar que qualquer matriz A = (Z b)

d
é combinacao linear de A1, Ao, A3 e Ay, ou seja, que existe solugao para o sistema linear 4 x 4 gerado pela equagao
r+y+z+0t=a 1110 | a
. r+y+0z+t=> , . 1101 | b
matricial A =x.A1 +y.As + 2. A3 +t. Ay : ue é equivalente a
B ’ * x+0y+z+t=c d d 101 1 | ¢
Ox+y+z+t=d 01 1 1| d
1 1 1 0] a 1 1 1 0] a
. 10 0 -1 1 | b—a 0 1 1 1 | d
Escalonando o sistema, obtemos: 0 -1 0 1 | c—a — 0 -1 0 1 | c—a —
0 1 1 1 | d 0 0 -1 1 ] b—a
11 1 0 | a 1110 | a
— 0 1 1 1] d — 0 1 1 1] d ¢ um sistem ivel e determi
00 1 2| dbe—a 001 2 | d4c—a que é um sistema possivel e determi-
00 -1 1] b-a 0 00 3 | b+c+d—2a
nado, cuja solugao é dada por:
_ btct+d—2 _ btetd—2a _ atectd—2b _ +etd—2b _ btctd—2a _ atbtd—2 _
t = c3 a,Z—dﬁ*C*a*Qc aiac3 7y—d7a63 _ 03 a _ a 8 C o p =
a— a+b—§d—20 o a+c—§d—2b _ a+b-§c—2d’ ou seja (SU,y, z, w) _ (a—&-b-gc—Qd, a+b—gd—20’ a+c-|:-3d—2b, b+c+3d—2a).

Portanto, {A1, As, Az, Ay} é gerador de My (R).

Observagao: Como B = {A;, Az, A3, A4} tem 4 elementos gerando o espago M (R) cuja dimensao é 4, temos que

B é base de M5(R) e cada vetor A = <i b) pode ser escrito como A = z. A1 +y. As+2. Az+t. Ay = W.Aﬁr

d



10.

11.

12.

13.

“+b'§d_20.A2 + ‘”‘C'Ed_%.Ag + b+°'+3d_2‘1.A4, ou seja (z,y,z2,t) é a representacido de A em coordenadas na base

a b
: LA — _ (atbte—2d atbtd—2c atetd—2b birctd—2
87 lsto e’ A — ( d) — (a 3C , a 3 C, a—+c 3 , C 3 G)B

Seja F o plano afim de R? que contém os vetores (1,0,0),(0,1,0) e (0,0, 1).

A equacgdo cartesiana de F' é da forma ax + by + ¢z = d. Substituindo os vetores dados na equagao, obtemos o

a+0b+0c=d
sistema linear 3 x 4: ¢ 0a+b+0c=d que é um sistema possivel e indeterminado com 1 grau de liberdade,
Oa+0b+c=d

pois para qualquer valor de d em R, temos uma solugao para o sistema com ¢ =d, b = d e a = d. Portanto, uma
possivel equacao cartesiana de FF é x +y+ 2z = 1.

Para obter a equagao vetorial de F', note que qualquer v = (z,y, z) € F pode ser escrito como v = (1—y—=z,y,2) =
(1,0,0) + (-y,y,0) + (—2,0,2) = (1,0,0) + y.(=1,1,0) + 2.(—1,0, 1), logo uma possivel equagao vetorial de F' é
dada por (z,y,2) = (1,0,0) + a.(—1,1,0) + 5.(—=1,0,1), v, 8 em R; e uma possivel equagdo paramétrica é dada
por (z,y,2) =(1—a—f,a,8),a,8 em R.

Portanto, F = {(z,y,2) € R® :z+y+2 =1} ou F = {(z,y,2) € R® : (z,y,2) = (1,0,0) + a.(—1,1,0) +
ﬂ.(*l,O,l),O&GR,ﬁER} ouF:{(x,y,z)€R3:(:z:,y,z):(lfa—ﬂ,a,ﬂ),aeR,ﬂER}

Vamos provar por indugao em m.

Para m = 1, dados v1 em F e oy = 1, temos que ayv; = v € F. Para m = 2, dados vy,v2 em F e a1, a3 em R
com a1 + ag = 1, temos que a1v; + vy € F pela definigao de espago afim.

Note que, para m = 3, dados vy,v2,v3 em F e aj,as,a3 em R com a3 + o + az = 1, temos que pelo menos
um dos coeficientes a; # 1; sem perda de generalidade considere ag # 1, entdo ajv; + asve + agvs pode
ser escrlto como awl + vy + azvz = (1 — az)[ v+ 172 v9] + azvs e, como 12;3 + 1“(21 1, temos
U= o+ T -0 € F pela hipotese de mdugao e portanto, ayv; + agve + azvg = (1 — ag)u + agvg € F,
pois u e v3 estao em F e (1—a3)+az=1.

Para o caso geral, suponha demonstrado que, dados vy,...,v, € F, entao ajv; + -+ + apv, € F, se a; +

-+ o, = 1; e vamos demonstrar que, dados vi,...,0mt1 € F, entdao ayvy + -+ + amUpm + mt19my1 € F,
se a1 + -+ + am + ame1 = 1. Pelo menos um dos coeficientes «; # 1; sem perda de generalidade, considere
Q1 # 0, entéo av; + -+ amvm + Q1 Vm+1 pode ser escrito como a1vy + - + QU + am+1vm+1 =

X —
(l_am+1)[1 an+1 V1t am+1 U]+ Qm+1Um41 €, como T—atm1 oot T—mi1 1, temos u = 1= ami1 v1+
-+ 17%:’1“11,,1 € F e, portanto, a1v1 + - + &mUm + mi1Vms1 = (1 — @mi1)U + Qpp1Vme1 € F, pois u e

U1 estdo em F e (1 — apmi1) + Qmer = 1.

Sejam Fj e F; espagos afim de V. Vamos mostrar que F; N Fy é um espago afim de V', ou seja, dados u,v em
FiNFy e a€R, queremos que au + (1 — a)v esteja em Fy N Fy.

Como F; é um espago afim de V', temos que au + (1 — a)v € F; e, como F; é um espaco afim de V', temos que
au+ (1 — a)v € Fs.

Logo au + (1 — a)v esteja em Fy N Fy e, portanto, F1 N Fy é um espago afim de V.

Observacao: Esse resultado vale para interseccoes infinitas de espagos afim

Sejam V um espaco vetorial real, vy,...,v, € VeveV.
(a) (=) Como {vy,...,v,,v} é linearmente independente, nenhum dos vetores é combinacao linear dos outros
vetores, logo v € [vy,...,v,].
(<) (Lema da aula 10) Para verificarmos que {vy,..., vy, v} é linearmente independente7 considere A\jv1 +
<o 4+ Apvn + av = 0y (¥). Note que, se o # 0, entéo v = —ﬁv + o+ = "vn € [v1,...,vn]
Como a = 0, a equagao (*) se torna A\jv1 +- - -+ A\,v, = Oy, que s6 tem a solucdo trivial Ay =--- = X, =0,
pois {v,...,v,} é linearmente independente.



(b) E claro que [v1,...,v,] C [v1,...,00,0].

Para mostrarmos que [v1, ..., Vs, 0] C [v1,...,0y,], note que v = B1v1 + ... Bpvy €, dado w € [v1,. .., Vs, ],
temos w = Ajv1+- -+ AU+ v = Mo+ F Ao tafror e+ Bpon = [Ai+abivit [ A taBh)u, €
[’Ul, e 7Un]-

Logo, [v1,...,0s] = [V1,...,Vp, V]

14. (a) A equagao a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1) + d(2,2,5) = 0y = (0,0,0) gera o sistema linear homogéneo
a+0b+0c+2d=0

3x4:¢0a+b+0c+2d=0 que é um sistema possivel e indeterminado com 1 grau de liberdade e,
0a+0b+c+5d=0

portanto, U é linearmente dependente. Como o sistema (jd escalonado) tem 3 linhas nao-nulas (ou 3

colunas com pivos), temos que o subespago S = spanU tem dimensao 3 e, como S C R?, temos S = R3.
Logo, uma possivel base de S é {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

(b) A equacdo a(1,1,1) +b(1,2,1) +¢(3,2,—1) = 0y = (0,0,0) gera o sistema linear homogéneo 3 x 3

a+b+3c=0 11 3 |0 11 3 |0
a+2b+2c=0 que pode ser escalonadocomo (1 2 2 | 0] —- |0 1 —1 | 0], mostrando
a+b—c=0 11 -1 | 0 00 —4 ] 0

que este é um sistema possivel e determinado com a Unica solugao sendo a trivial a = b = ¢ = 0 e, portanto,
U é linearmente independente.

(c) A equagdo a(1,2,3) +b(1,4,9) + ¢(1,8,27) = 0y = (0,0,0) gera o sistema linear homogéneo 3 x 3

at+b+c=0 11 1 ] 0 11 1 ] 0
2a +4b+8c =10 que pode ser escalonadocomo (2 4 8 | 0] — |0 2 6 | 0| —
3a 4 9b+27¢ =0 39271 [0 06 24 | 0
11110
— 10 2 6 | 0], mostrando que este é um sistema possivel e determinado com a tnica solugao sendo
0 06 | O

a trivial a = b = ¢ =0 e, portanto, U é linearmente independente.

(d) Sejam p,q,r,s em V, dados por p(z) = 1,q(x) =2z — 1,7(2) = 2% + 2z + 1, s(z) = 22 para x € R.
A equagdo a.p+b.q+c.r+d.s = Oy, onde Oy é o polindmio nulo, resulta em a.p(z)+b.q(z)+c.r(z)+d.s(z) =
al+b(z—1)+c(z?+2x+1)+da?=(a—b+c).l+ (b+2c).x+ (c+d).x? =0, gerando o sistema linear
a—b+c+0d=0
homogéneo 3 x 4 0a+b+2c+0d=0 que ja estd escalonado.
0a+0b+c+d=0

Este é um sistema possivel e indeterminado com 1 grau de liberdade e, portanto, U é linearmente dependente.
Como o sistema (j& escalonado) tem 3 linhas nao-nulas (ou 3 colunas com pivés), temos que o subespago
S = spanU tem dimensao 3 e, como {p, q, s} é linearmente independente, temos que uma possivel base de
S ¢é {p,q, s}. Outra base possivel seria {1, x,z?}.

(e) Sejam p,q,r,s em V, dados por p(x) = z(x — 1) = 2% — z,q(x) = 23,r(x) = 22® — 22, 5(x) = 2 para z € R.

A equagdo a.p+b.q+c.r+d.s = Oy, onde Oy é o polindmio nulo, resulta em a.p(z)+b.q(z)+c.r(z)+d.s(z) =
a.(x?> —x) + b’ +c.(223 —2?) +dx = (—a+d).x + (a —¢).2% + (b+ 2¢).2® = 0, gerando o sistema linear

—a+0b+0c+d=0 -1.0 0 1 ] 0
homogéneo 3 x4 ¢ a+0b—c+0d=0 que pode ser escalonadocomo [ 1 0 -1 0 | 0] —
0a+b+2c+0d =0 01 2 010
-10 0 1 | O -1 0 0 1 ] 0
-0 0 -1 1 1] 0]—={0 1 2 010
0 1 2 0] 0 0 0 -1.1 1] 0

Este é um sistema possivel e indeterminado com 1 grau de liberdade e, portanto, U ¢é linearmente dependente.
Como o sistema (ja escalonado) tem 3 linhas nao-nulas (ou 3 colunas com pivds), temos que o subespago
S = spanU tem dimensdo 3 e, como {q,r, s} é linearmente independente, temos que uma possivel base de
S ¢ {q,r,s}. Outra base possivel seria {x,z?, 3}



(f) A equagado a(1,0,0,—1) + 5(0,1,0,1) + ¢(1,0,0,1) + d(0,0,1,1) = (0,0,0,0) gera o sistema linear

a+0b+c+0d=0 1 01010
homogéneo 4 x 4 Oa+5+0c+0d=0 que pode ser escalonado como ( 0 100 [0 —
0a+0b+0c+d=0 0 00 1[0
—a+b+ct+d=0 111110
101 0] 0 101 0] 0 101 0] 0
— 0 100 |0 — 0 100 |0 — 0 1.0 0] 0 mostrando que este é um
000110 000 1| 0 0021 | 0)
0121 1] 0 002110 000110
sistema possivel e determinado com a tnica solugao sendo a trivial a« = b = ¢ = 0 e, portanto, U é

linearmente independente.
(g) Sejam f,g,h € U dadas por f(z) =1, g(x) = * e h(z) = ze*.
A equagdo af + bg + ch = Oy, onde Oy é a fungdo nula de V' dada por Oy (z) = 0 para € R, nos gera
infinitas equagoes af(z) 4+ bg(z) + ch(x) = a + be® + cxe® = 0 para cada = em R.
Escolhendo 3 valores para £ em R, como = 0, x = 1 e x = —1; obtemos o sistema linear homogéneo
la+1b+0c=0
3x3<¢lat+eb+ec=0 que é um sistema possivel e determinado com solugao a =0, b=0e ¢=0.
la + %b — %c =0
Como a solugao trivial é a unica, temos que U ¢ linearmente independente.
(h) Sejam f,g,h € U dadas por f(x) =1, g(x) =sinz e h(zx) = cosx.
A equagdo af + bg + ch = Oy, onde Oy é a fungdo nula de V' dada por Oy (z) = 0 para € R, nos gera
infinitas equagoes af(xz) + bg(x) + ch(z) = a + bsinx + ccosz = 0 para cada x em R.

Escolhendo 3 valores para z em R, como z = 0, z = 3
la+0b+1c=0
3x3<¢1la+1b+0c=0 que é um sistema possivel e determinado com solucao a =0, b=0e ¢ = 0.
la+0b—c=0
Como a solugao trivial é a unica, temos que U ¢ linearmente independente.
(i) Sejam f,g,h € U dadas por f(z) = 1, g(x) = sin?z e h(z) = cos®>z. Note que f = g + h e, portanto, U é
linearmente dependente.

e x = m; obtemos o sistema linear homogéneo

Algumas possiveis bases de spanU seriam {sin® z, cos? 2} ou {1,sin® z} ou U = {1, cos? z}.
b b b

a+b+c=0
0 0 a+0b+c=0
j) A equacao aA; +bAs +cAs =0y = era o sistema linear homogéneo 4 x 3 ue
() & canagio ad +bds +cds = Oy (0 O)g 8 0at+0b+c=0
Oa+b+c=0
11110 1 1 1] o0 1 1 1] 0
ode ser escalonado como L0 1 ]°0 — 0 -1.0 10 — 0 -1.0 |0 —
P 00110 0 0 1 ] 0 0 0 1 ] 0
01110 0 1 1 |0 0 0 1 |0
1 1 110
0 -1 0 | O . . , . .. -
— 0 0 1] 0 , mostrando que este é um sistema possivel e determinado com a tnica solugao sendo
0 0 0] 0
a trivial a = b = ¢ = 0 e, portanto, U ¢é linearmente independente.

15. (a) Como V = R* tem dimensdo 4 e B tem 4 vetores, para provarmos que B é base de R*, basta mostrarmos

que B é gerador de R* ou que B é linearmente independente.

Vamos mostrar que B é linearmente independente. Para isso, vamos mostrar que a(1,1,1,1)+5(0,1,1,1) +

¢(0,0,1,1) +d(0,0,0,1) = 0y = (0,0,0,0) tem apenas a solugao trivial. Como esta equacao gera o sistema
a+004+0c+0d=0

linear homogéneo 4 x 4 atbt0c+0d=0 que ja estd escalonado (a menos de trocas de linhas), temos
a+b+c+0d=0
a+b+c+d=0

que este a solucdo nula é a tinica solucdo e, portanto, B é linearmente independente, donde B é base de R*.



16.

17.

(b) Sejam p,q,r,s em P3(R) definidos por p(z) = 1, g(z) = 1 -2, r(z) = (1 —2)2 = 1 -2z + 2% e
s(z) =(1—2)3=1- 3z + 32% — 23.

Como P3(R) tem dimenséao 4 e B tem 4 vetores, para provarmos que B é base de P3(R), basta mostrarmos
que B é gerador de P3(R) ou que B ¢ linearmente independente.

Para verificarmos se B é linearmente independente, vamos analisar a equacao ap + bg + cr + ds = 0y =
0.1+ 0.z + 0.2 + 0.23.

a+b+c+d=0
. . . . 0a—b—2c—3d=0 ., ,
Esta equacao gera o sistema linear homogéneo 4 x 4 , que ja estd escalonado e tem
0a+0+c+3d=0
0a+0b+0c—d=0
todas as linhas ndo nulas (ou tem os pivés na diagonal ndo-nulos) e sua tinica solucdo é a trivial, de onde
B é linearmente independente.

Portanto, B é base de P3(R).

Como R3 tem dimensdo 3 e B tem 3 vetores, para provarmos que B é base de R?, basta mostrarmos que B é
gerador de R? ou que B é linearmente independente.

Para verificarmos se B é linearmente independente, vamos analisar a equagao a(a, 1,0) + 8(1,a,0) +~(0,1,a) =
Oy = (0,0,0) em fungao do parametro a.

ac+B+0y=0

Esta equacao gera o sistema linear homogéneo 3 x 3¢ a+af+~v =10 , que tem a ultima linha nula quando
O +08+ay=0

a = 0 e, portanto, B ndo é base de R3 se a = 0.

a 1 0 ] O a 1 0 | O

Se a # 0, o sistema pode ser escalonado como (1 a 1 | 0] = [0 a— % 1 | 0) e, portanto, B3 serd
0 0 a | O 0 0 a | 0

linearmente independente se os pivos na diagonal forem nao-nulos, ou seja a # 0 e a — % = 0, ou ainda, a # 0,

a#1lea#—1.

Portanto, B é base de R? se, e somente se, a ¢ {—1,0,1}.

Como R? tem dimensdo 3 e B tem 3 vetores, para provarmos que B é base de R?, basta mostrarmos que B é
gerador de R? ou que B é linearmente independente.

Vamos mostrar que B é linearmente independente. Para isso, vamos mostrar que a(1,0,1) + b(1,1,—1) +
¢(0,2,0) =0y = (0,0,0) tem apenas a solugao trivial.

a+b+0c=0
Esta equagao gera o sistema linear homogéneo 3 X 3< 0a+b+2c =0 que pode ser escalonado como:
a—b+0c=0
1 1 01| 0 1 1 0| 0 110 | 0
0o 1 2] 0]—=f{0 1 2] 0|—=101 2] 0
1 -1 0 | 0 0 -2 0] O 0 04 1] 0
Logo, a solucdo trivial é a tinica solucdo e, portanto, B é linearmente independente, donde B é base de R3.

Para determinar as coordenadas de um vetor (z,y, z) na base B, queremos escrever (x,y, z) como combinagao li-
near dos vetores da base B, ou seja, queremos encontrar a, b, ¢ tais que (x,y, z) = a(1,0,1)+b(1,1,-1)4¢(0,2,0).



18.

19.

20.

a+b+0c==x 1 1 0 | =
Esta equagao gera o sistema linear 3x3 ¢ 0a + b+ 2c =y  que pode ser escalonadocomo [0 1 2 | y | —
a—b+0c==z2 1 =10 [ =
1 1 0 | x 11 0 | x
—10 1 2 | y =10 1 2 | Y que é um sistema possivel e determinado, cuja solugao
0 -2 0 | z—=x 0 0 4 | 2y+z—x
édadaporc=Y%+2—-%2 b=y—-2c=%4—-Z2 ea=a—-b=3+2% ousea (a,bc)=(5+%,2-244+2_12)

Portanto, (z,y,2) = [§ + 5].(1,0,1) + [§ = 5].(L,1,-1) + [§ + 5 — s
Logo, as coordenadas dos vetores pedidos na base B sao (1,0,0) = (5, %, —i)g, (0,1,0) = (0,0,5)5 e (0,0,1) =
(3: =3, 1)5-

As outras coordenadas pedidas séo: (1,1,1) =1(1,0,1) +1(1,1,—-1) + 1(0,2,0) = (2,3,0) = (2, 3,0)¢
(2,3,-1)p =2(1,0,1) + 3(1,1,—1) — 1(0,2,0) = (5,1,—-1) = (5,1, —1)¢

(0,0,1)5 =0(1,0,1) +0(1,1,—1) + 1(0,2,0) = (0,2,0) = (0,2,0)¢

ar—az =0 1 -1 0 | 0
(0 0 a1 +as+ 203 =0 1 1 210
(a) a1A; + Ay +azAs = <0 O> = an + s + 205 = 0 11 2 |0 -
a1+2a3:0 1 0 2 | 0
1 -1 0] 0 1 -10 1] 0 1 1010
(o2 2 o) o2 2 0f o 2 20 o
0 2 2] 0 0 0 00 0 0 1 |0 T
0 1 2] 0 0 0 1] o0 00 0] O

Portanto, S é linearmente independente.

. b . . .
(b) Seja (Z c) uma matriz qualquer em V', vamos mostrar que existe solu¢do para a1 A; + asAs + agAs =

] — O = a
o — e =a —
0 b . a1+ o+ 205 = b 1 2 1 -1 0 | a
, resolvendo o sistema —>Qai+ar+2a3=b —|1 1 2 | b|—
b ¢ a1 +as +2a3 =05 1 0 9
a1 +2a3 =c | ¢
a1 +2a3 =c
1 -1 0| a 1 -1 0 | a
=0 2 2 | b—a] =10 2 2 | b—a = existe solugdo (e é dnica).
0 1 2| c—a 0 0 1 | c+2-1%

Portanto, S é gerador de V

(¢) Como S é um gerador de V linearmente independente, temos que S é base de V. Como S tem 3 elementos,
segue que a dimensao de S é 3.

(a) E claro que os polinémios ¢; e g dados por ¢ () =1—-a+2%2—-2%e g2(2) = 1+ 2+ 22+ 2% formam
um conjunto linearmente independente (j4 que um nao é muiltiplo do outro) e, portanto, dim(U NV) =
dim[l —x + 22 — 23,1+ 2+ 22 + 23] = 2.

Portanto, dim(U + V) = dim(U) + dim(V) —dim(UNV) =343 —2 = 4. Logo, U + V é um subespago
vetorial de dimensao 4 dentro de P3(R), que também tem dimensao 4 e, portanto, U + V = P3(R).

(b) A soma néo é direta, pois dim(U N V) > 0.
Sabemos que dim(U + W) = dim(U) + dim(W) —dim(UNW) =343 —dim(UNW) =6 — dim({U N W).
Como dim(U + W) < dim(R*) = 4 e dim(U N W) < dim(U) = 3, temos que U N W tem dimensdo 2 ou 3:

Se dim(UNW) =3, entato UNW =U = W e, portanto, U + W = U = W; se dim(U N W) = 2, entdo
dim(U + W) = 4 e, portanto, U + W = R%.

Para descobrirmos a dimensao de UNW, vamos verificar quantos vetores (2 ou 3) linearmente independentes exis-
tem no conjunto gerador de UNW dado por {(1,2,1,0),(-1,1,0,1),(1,5,2,1)}. Se a1(1,2,1,0)+c2(—1,1,0,1)+

10
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ap —ag+ a3 =0 1 -1 1 | 0
2 Saz =0

,5,2,1) = (0,0,0,0), temos o sistema @1+ az 4003 2 1.5 10 —
a1+ 203 =0 1 0 2 | 0
o+ g — 0 01 110

1 -1 1] 0 1 -1 1] 0

0 3 3 o] _ o3 3]0

0 1 1] o0 0 0 0] 0

0 1 110 0 0 0] 0

Como o sistema escalonado tem 2 colunas com pivos, segue que dim(U NW) = 2 e, portanto, dim(U + W) = 4,
ou seja, U + W = R%.

21. (a) Como {(1,0,0),(1,1,1)} ¢ lincarmente independente, temos dim(U) = 2 ¢ como {(0, 1,0),(0,0,1)} é linear-

(b)

mente independente, temos dim(W) = 2.

a1 +ay=0
Sev e UNW, entdaov = a1(1,0,0)+aa(1,1,1) = £1(0,1,0)+52(0,0, 1), gerando o sistema ¢ ap = 1

ag = [
que é um sistema possivel e indeterminado com 1 grau de liberdade cuja solugao pode ser dada por —a; =
ag = B1 = P2, ou seja (a1, a9, B1,82) = (—ag, ag, a0, a3) = ag(—1,1,1,0), de onde dim(UNW) =1 e
{(-1,1,1,0)} é base de UNW.
Logo, dim(U + W) = dim(U) + dim(W) —dim(UNW) =242 —1 = 3 e, portanto, U + W é um subespago
vetorial de dimensdo 3 dentro de R?, que também tem dimensio 3 e, portanto, U + W = R3. Por isso, uma
possivel base de U + W é a base canénica C = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}.

(¢) Como U é solucao de um sistema homogéneo escalonado 2 x 4, temos que o sistema é possivel e indeterminado

com 2 graus de liberdade, ou seja, temos dim(U) = 2. Como W é solu¢ao de um sistema homogéneo
escalonado 1 x 4, temos que o sistema é possivel e indeterminado com 3 graus de liberdade, ou seja, temos
dim(W) = 3.

z+y=0 1 1 0 0 | O
Se (z,y,2,t) € UNW, entdo temos o sistema ¢ z —t =0 -0 0 1 -1 | 0] —
r—y—z+t=0 1 111 |0
1 1 0 0 | O 11 0 0 | O
—-10 0 1 -1 ] 0Of—=10 =2 1 1 | 0] queé um sistema possivel e indeterminado com
0 -2 1 1 | 0 0 0 1 -1 | 0
1 grau de liberdade cuja solucao pode ser dada em fungao do parametro ¢ por z = —t, y = 0 e x = 0, ou

seja (x,y, z,t) = (0,0,—t,t) = £(0,0,—1,1), de onde dim(UNW)=1e {(0,0,—1,1)} é base de UNW.
Logo, dim(U + W) = dim(U) 4+ dim(W) —dim(UNW) =243 —1 = 4 e, portanto, U + W é um subespago
vetorial de dimenséo 4 dentro de R*, que também tem dimensdo 4 e, portanto, U + W = R*. Por isso, uma
possivel base de U + W é a base canonica C = {(1,0,0,0), (0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

22. (a) Temos dim(U) =1 e dim(W) = 2. Como uy ¢ W, temos que 2 = dim(W) < dim(U + W) < dim(V) = 3,

logo U + W é um subespago vetorial de dimensao 3 dentro de V', que também tem dimensao 3 e, portanto,
V=U+W. Como dim(UNW) =dim(U+W)—dim(U) —dim(W) =3—1—2 =0, temos que a soma ¢
direta, ou seja V =U & W.

2 =0
(b) U é o conjunto solugao do sistema Tyt —><1 2 1 0>—><1 2 1| 8) que é

—r+3y+22=0 -13 2 [0 05 3 |
possivel e indeterminado com 1 grau de liberdade. Uma possivel base de U é o conjunto unitario {(1,—3,5)}.
Logo, W =[(0,1,0),(0,0,1)] é um subespago de dimenséao 2 tal que V.=U & W.

(¢) Como U nao estd contido em W, tome u; em U com u; ¢ W. Como u; ¢ W, temos que 2 = dim(W) <

dim(U4+W) < dim(V) = 3, logo U+W é um subespago vetorial de dimenséo 3 dentro de V', que também tem
dimenséo 3 e, portanto, V. =U+W. Como dim(UNW) = dim(U+W)—dim(U)—dim(W) =3—-1-2 =0,
temos que a soma ¢ direta, ou seja V =U & W.

di a b d 0 0 0 0 0 00 0 0 a 0 00 b
23. (a) AcU=A=|a do c|=[0 0 0|+[0 do 0)]+[0 0 0)+[a 0 0|+[0 0 0]+
b ¢ ds 0 00 0 0 0 0 0 ds 00 0 b 0 0



24.

25.

26.

27.

28.

00 0 100 00 0 00 0 01 0 00 1 00 0

00 ¢ 0 0 0|+da|[0 1 0]+ds|0 0 O)+a|{1 0 0|+b[0 0 O]+c|0O 0 1],

0 ¢ 0 00 0 000 00 1 00 0 100 010
1 00y /000 0 01 0\ /0 0 1 00 0

logoBu ={[0 0 0o],l0 1 o], 0 10 0|,(0o 0 0],[0 0 1]}éumconjunto
o000/ \ooo 001 000 100/ \o1o0

gerador de U. Como By é linearmente independente (verificar), segue que By é base de U e, portanto, a

dim(U) = 6.
0 e f 0 e O 0 0 f 0 0 O 0 1 0
b)AcU=>A=|-e 0 g|l=|-e 00)]+]10 0O0]+|0 0 g]=e|l-10 0]+
—f —g O 0 0 O —f 0 0 0 —g O 0 0 0
0 0 1 0 0 O 0 1 0 0 0 1 0 0 O
f10 0 O0]J+g(0 0 1|,logoBw={]-1 0 0],/ 0 0 0],[{0 O 1]}éumconjunto
-1 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0
gerador de W. Como By, ¢ linearmente independente (verificar), segue que By, é base de W e, portanto
adim(U) =3
di a b 0 e f 0 00
(c) Note que,se AcUNW,temos A=|a do c|=|—-e 0 g]| e portanto, A=|[0 0 0], isto
b ¢ ds —f —g O 0 0O
0 0 O
UNwW={|0 0 0]}
0 0 0

Mas dim(U + W) = dim(U) + dim(W) —dim(UNW) =6+ 3 —0 =9 e, portanto, U + W é um subespago
vetorial de dimensao 9 dentro de M3(R), que também tem dimensao 9 e, portanto, M3(R) = U + W. Como
dim(U N W) = 0, temos que a soma ¢ direta, ou seja M3(R) =U & W.
Para ver que V = U + W, tome f em V arbitrdria e defina g, hy em V por gs(x) = W e hy(z) =
w e observe que f = gy + hy. Além disso, g5 € U (pois gf(—z) = M =g¢(z)), e hy e W
(pois hf(—z) = w = —hy(x)). Portanto, temos V =U + W.

Note que, se f € UNW, entdo dado = € R, temos f(—z) = f(z) (pois f € U) e f(—x) = —f(z) (pois f € W)
e, portanto, f(xz) = —f(z), ou seja f(x) = 0 e, portanto, f = Oy a fungdo nula. Logo, UNW = {0y }.

ComoV=U+WeUNW = {0y}, temos que a soma é direta, isto é, V=U ¢ W.

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(a)
(b)
(c)
(a)
(b)
(c)
(a)
(b)
(c)
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