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1 Numeros reais

1. (a)
(b)
(c)
2. (a) [y =Y =53y 3

(b) (=) Se a =0, entdo f(x) = 0.z 4+ ap = ag, ou seja, f é constante e, portanto, ndo é injetora. Logo, se f for
inversivel, f néo é constante e, portanto, a # 0
(<) Se a # 0, entdo f é inversivel, pois é injetora(ja que f(z1) = f(x2) = a.x1 + ap = a.x2 + a9 = a.x1 =
a.xs = x1 = x2) e sobrejetora(ji que, dado y em R, existe z em R tal que f(z) = y, bastando tomar

r = =00,

(c) f Yy = = = %y — % = b.y + by, logo £~ é uma funcio afim.

(d) (=) Se f nao é inversivel, entdo a = 0, logo f(z) = 0.2 + ag = ap e f é constante.
(<) Se f é constante, entdo f nao é injetora, logo f nado é inversivel.

(e) Sabemos que f, dada por f(z) = a.z + ag, é crescente se, e somente se, a > 0 e é decrescente se, e somente
se, a < 0. Como f~! ¢ dada por f~!(y) = t.y — %, o coeficiente angular = de f~! tem o mesmo sinal
de a. Logo, dada f funcdo afim inversivel, temos que f é crescente se, e somente se, f 1 é crescente e f é
decrescente se, e somente se, f~! é decrescente.

(f) Sejam f e g fungoes afins, entdo f(x) = ax + ag e g(x) = bx + by. Logo g o f é uma fungao afim dada por
(9o f)(x) = g(az + ao) = blax + ag] + by = [ba]z + [bag + by].

(g) Se f e g sdo fungdes afim crescentes, entdo f(x) = ax + ag e g(x) = bxr +bg com a > 0e b > 0, logo go f
dada por (go f)(x) = [balz + [bag + by] é crescente, pois b.a > 0.
Isso nao vale para fungoes afins decrescentes, pois a composicao de fungoes afins decrescentes é uma fungao
afim crescente (¢ < 0 e b < 0 implicam em b.a > 0).

3. (a) (i) fz+y) =alz+y) =az+ay=f(x)+ fly); e f(A\x)=a.(Az) = A(a.x) = A.f(x). Logo, f é linear.

(b) Seja f: R — R linear e seja a = f(1). Pela linearidade, temos que f(z) = f(z.1) = z.f(1) = z.a = a.z.

(c¢) (=) Se a = 0, entdo f(z) = 0.z = 0, ou seja, f é constante e, portanto, nao é injetora. Logo, se f for
inversivel, f nao é constante e, portanto, a # 0. (<) Se a # 0, entdo f é inversivel, pois é injetora(ja que
f(z1) = f(x2) = a.x1 = a.x3 = 1 = 22) e sobrejetora(ja que, dado y em R, existe z R tal que f(z) =y,
bastando tomar x = ¥).

(d) fy)=%=121y=by, logo f~! é uma funcio linear.

(e) (=) Se f nao é inversivel, entdo a = 0, logo f(x) = 0.2 =0 e f é nula.

(<) Se f é nula, entdo f nao é injetora, logo f ndo é inversivel.

(f) Sabemos que f, dada por f(z) = a.z, é crescente se, e somente se, a > 0 e é decrescente se, e somente se,

a < 0. Como f~! é dada por f~!(y) = 1.y, o coeficiente angular 2 de f~! tem o mesmo sinal de a. Logo,

dada f funcao afim inversivel, temos que f é crescente se, e somente se, f~! é crescente e f é decrescente
se, e somente se, f~! é decrescente.

(g) Sejam f e g funcoes lineares, entao f(z) = ax e g(x) = bx. Logo g o f é uma fungao linear dada por
(90 f)(x) = g(ax) = blax] = [ba]z.

(h) Se f e g sao fungoes lineares crescentes, entdo f(x) = az e g(x) = bz com a > 0 e b > 0, logo go f dada por
(g o f)(z) = [ba]z é crescente, pois b.a > 0.
Isso nao vale para fungoes lineares decrescentes, pois a composicao de fungoes lineares decrescentes é uma
fungao linear crescente (a < 0 e b < 0 implicam em b.a > 0).
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(i) Se a # 0, a equagao f(x) = b é possivel e determinada e seu conjunto solucdo é unitério: S = {z € R: a.x =

b = (%)

al:

(J) Sea=0eb=#0,aequagdo f(xz) =0x = b é impossivel e seu conjunto solucao é vazio: S, = {x € R: 0.x =

b} = 0.

Sea=0eb=0,aequacdo f(xz) = 0z = b é possivel e indeterminada com 1 grau de liberdade e seu

conjunto solucdo ¢é formado por todos os nimeros reais: Sp = {z € R: 0.z =0} =R.

Seja f: R — R definida por f(z) =2x+3,se x> 2, e f(x) =3z +1,se x < 2.

(a) f éinjetora, pois f(z1) = f(x2) implica em 221 +3 = 2z0+3 ou 31 +1 = 3z2 + 1 e, portanto, x1 = zo9. f é
1

y—3

sobrejetora, pois dado y € R existe 2 em R tal que f(z) = y, bastando tomar x = 52 se y > 7, e x = Y=,

se y < 7. Logo, f é bijetora
(b) A inversa f~': R — R ¢ definida por f~'(y) =1y —2,sey>7, e f1(y) =3y — L, sey<T.

(c)

Geometria analitica

: ((E,y) =

r={(r,y) €eR?:x+y =23} ={(z,y) € R? : (x,9) = (1,2) + \(-1,1),\ € R} = {(z,y) € R? :
(I=XN2+X),XeR}

= () € B2 20 13y = 8) = {(0,y) € B2 : (2,9) = (1,2) + A3, ~2), A € B} = {(r,) € B2 -
(143\2-2\),\ € R}

7= (2,-3)

7= (2,1)

r={(zy) e R :3x+2y =3} = {(x,y) € R*: (z,9) = (3, DN2,-3),A € R} = {(z,9) € R*:
(3 +2)\,1-3)\), e R}

r={(z,y) € R?: 2 -2y = 3} = {(x,y) € R? : (x,9) = (1,-1) + A(2,1),\ € R} = {(z,y) € R? :
(142X, —1+X),\ € R}

r= (x,y) e R’ Tty = _3} = {(w7y) €ER*: (CL’,y) = (_572)+)‘(_1,1)7>‘ € R} = {(IE,y) € R?
(=5 = A2+ X)), eR}

r={(z,y,2) € R®: (z,y,2) = (=5,2,3) + A\(9,-9,-9),\ € R} = {(v,9,2) € R® : (z,y,2) = (=5 + 9\, 2 —

9,3 — 9\), A € R}

d((0,2,1),(\,2=A, —242)\) = /(A =02+ (2= A =22+ (—2+ 22— 1)2 = /A2 + A2+ (2A = 3)2 =V6A2 — 12\ + 9 =

V3=6X2—-122+9=3=6 2—-1204+6=0= X —2\+1 =0 = X = 1. Logo, o ponto procurado é

P=(1,2-1,-242)=(1,1,0).

™= {(:v,y7z) S RS : 31’7y+2 :4} = {(xa:%z:) € RB : (l’,y,Z) = (1,0,1)+0{(1,1772)+5(0,71,71),04 S Raﬁ S

R}z{(x,y,z) GR?) : (x,y,z)=(1+a,a—ﬁ,l—2a—ﬁ),a€R7ﬁ€R}

{(l‘,y,Z) € Rs T = 2y+4Z = _1} = {(Jc,y,z) € Rg : (x,y,z) = (_1,070) +04(2,170) +6(_470a1)aa S

T =
R,8 € R} = {(z,y,2) € R : (z,y,2) = (-1 + 2a — 48,0, B),a € R, B € R}

m={(2,y,2) € R®: (2,9,2) = (1,0,0) + a(=2,1,0) + B(1,0,1), 0 € R, f € R} = {(,y,2) € R® : (z,y,2) =

(1_2a+ﬁva7ﬁ)7a€R7B€R}

7={(z,y,2) ER® 12 —y+ 22z =4} = {(x,9,2) € R®: (2,y,2) = (4,0,0) + a(1,1,0) + 3(=2,0,1),a € R, B €

R} ={(z,y,2) €R®: (w,y,2) = (4+a - 2B,a,p),a €R, B € R}

™ = {(xayaz) € R3: xT+2y—z = 0} - {(xayaz) e R®: (x,y,z) = a(170a1)+5(0a1a2)7a € Ra@ € R} -

{($7yuz) GR?) : (xvyvz) = (a7ﬁ7a+25)7a€R766R}

T ={(2,5,2) €R?: 20—y +32 = 4} = {(2,5,2) € R : (2,,2) = (0,—4,0) + a(1,2,0) + B(0,3,1),a € R, B €

R} ={(z,y,2) €R®: (z,y,2) = (@, —4+ 22 + 35, 8), 0 €R, B € R}

r= {(x,y,z) eR3: (x,y,z) = (Oa 1, 71)+)‘(1v2a 71)7)‘ € R} = {(m,y,z) eR3: (x,y,z) = ()‘7 142, *1*)‘)7)‘ €

R}
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. Sejam C o nimero de respostas certas e E o numero de respostas erradas. Entao {

Se (x,y,2) € TN, entao (z,y,2) = (1,1,3) + A(1,-1,1) + u(0,1,3) = (1,1,1) + «(3, 2, 1), logo:

1+ A=1+4+3c A—3a=0 1 0 -3 1] 0 10 =3 | 0
1-A+p=14+200 —={¢-A+p—-2a=0 —=|-1 1 -2 | 0|—=101 =5 | 0| —
34+ A+3u=1+a A3u—a=—2 13 -1 | -2 03 2 | -2

10 =3 | 0
-0 1 -5 | O .Logo,asolugéodosistemaédadapora:—%7u:—%e)\:—%.

0 0 17 | -2
Como a solugdo é unica, temos que r é transversal a m e o ponto de interseccao de re m é P = (%, %7 }—?)

Se (x,y,2) € r =m N, entdo (x,y,2) = (14+a,—2,—a—F) = (1 + X — u, 2\ + 1,3 — ), logo:

l4a=14+A—pu a—A+pu=0 1 0 -1 1 | 0
—2=2\+pu =22+ p=-2 {0 0o 2 1 | -2|—=
1 0 -1 1] 0 1 0 -1 1] 0
-10 0 2 1 | =2 =0 -1 -1 2 | 3 | —=A=-1-%,deonde podemos tirar e equagio
0 -1 -1 2 | 3 0 0 2 1 | -2
da reta r substituindo na equagao de mp: (z,y,2) = (14 [-1 = 5] =, 2[-1 = §] 4+ p,3 — p) = (—37“, —2,3 — ).
LOgO: r= {(1‘73},2) € Rg : (Z‘,y,Z) = (07 _273) +M(_%aov_1)} = {(xvyaz) € RS : (JJ,y,Z) = (_3?#’_273_ ,LL)}

Problemas lineares

By RB=z=12=120

R: O livro tem 120 péaginas e Claudete leu 72 paginas.

M=H+15
Seja M o nuimero de mulheres e H o niimero de homens. Entao + cuja solugao é M = 42
20H + 10M = 960

e H =27.
R: 27 homens foram a essa danceteria.
C+FE=25

500 + 200C' — 150F = 600
cuja solugao é C =11 e E = 14.

R: Ele errou 14 questoes.

P =50C
P = 45(C + 27)

. Sejam P o numero de parafusos e C' o nimero de caixas para 50 parafusos. Entao { cuja

solugao é C' =243 e P = 12150.
R: 12150 parafusos.

. (a) Sejam x; o ntmero de saltos do tipo I e x5 0 nidmero de saltos do tipo II. Entao para chegar em 190 cm

10x1 — 2022 = 190

para o Leste e 950 cm ao norte o w2 cuja solugao é ro = 19 e 1 = 57.
30x; — 4029 = 950

R: Cururu pode chegar a esse ponto dando 57 saltos tipo I e 19 saltos tipo II

(b) Sejam 7 o ntimero de saltos do tipo I e z2 0 nimero de saltos do tipo II. Entao para chegar em 180 cm

10x1 — 2022 = 180

para o Leste e 950 cm ao norte o 2 cuja tnica solugao é o = 4—21 e x1 =H9.
30z; — 4029 = 950

R: Cururu nao consegue a esse ponto dando apenas esses tipos de salto

M+V =99

. Sejam M o peso de Maria, V' o peso de Vera e I o peso do irmao. Entdo ¢ M + I =81 cuja tnica solugao é

V+I=T4
M =53V =46cl=28.

R: O peso de Maria é de 53 kg, o peso de Vera é de 46 kg e o peso do irmao é de 28 kg.



. (a) Escolhendo z = 0, temos x = 7 e y = —1, logo uma solucdo possivel é (z,y, z) = (7, —1,0)

. , . +y=6-—t . -~
(b) Para cada z =t em R, temos o sistema possivel e determinado 2 x 2 vy cuja solugao é
3r 44y =17—2t

y=—1+4+tex="7-—2t Logo, toda solugdo é da forma (z,y,z) = (7 — 2t,—1 + ¢,t)
(¢) A expressao 9z + 11y + 7z é combinagao linear das duas expressoes dadas nas duas equagoes, pois 9z + 11y +
7z =3[z +y + 2] + 2[3z + 4y + 22]. Logo 9z + 11y + 7z = 3[6] + 2[17] = 52.

3S+7C+T = 31,50
. Sejam S o preco do sanduiche, C' o preco do café e T o preco da torta. Entao + i ’ tem

45 +10C + T =42
infinitas solugoes, mas a expressao pedida S + C + T é combinagao linear das duas expressoes dadas nas duas
equagoes, pois S+ C +T = 3[35 + 7C + T| — 2[4S + 10C + T]. Logo S+ C + T = 3[31,50] — 2[42] =9, 50.

R: O prego de 1 sanduiche, 1 xicara de café e 1 pedacgo de torta é de R$9,50.

Sistemas lineares

(z—2) _ 1 _ 2 _ —
E- ==l -slr=1-2=ar=bcoma= ] —

- eb=1— 2. A equacio s6 existe para m # 0.

1
(a) A equacao admite tinica solugao se a # 0, ou seja, 7 — % #£0,isto é,sem#2em#£ -2 (Em#0).
(b) A equacado nao admite solucao se a =0 e b # 0, isto é, se m = —2.

(¢) A equacao admite infinitas solugdes se a = 0 e b = 0, isto é, se m = 2.

(a) §={(3,-1)} (SPD)

() § = {(3.-1)} (sPD)

() S={(z,y) eR?:z+y =5} ={(z,y) € R?: (z,y) = (0,5) + \(1,-1),\ € R} = {(z,y) € R? : (x,y) =
(\,5—A),A € R} (SPL1)

(d) S=0(SI)

sin? a.z — sina. cosa.y = b.sina

2

. Multiplicando a primeira equacao por sin a e a segunda por cos a, obtemos o sistema .
COs“ a.r + slna. cosa.y = C.cosa

e somando as duas equagoes, obtemos x = b.sina + c. cos a.

. . . . ) sin a. cos a.x — cos? a.y = b.cosa
Multiplicando a primeira equacao por cos a e a segunda por sin a, obtemos o sistema

sina. cos a.x + sin’ a.y = c.sina
e subtraindo as duas equagoes, obtemos y = c.sina — b. cos a.

Logo, o sistema é possivel e determinado e seu conjunto solugao é S = {(b.sina + c. cosa, c.sina — b.cosa)}

. Nao é possivel um sistema linear homogéneo ser SI, pois sempre existe a solucao trivial que é a solugao nula.

2 3 -1 1] 0 2 3 -1 1] 0 2 3 -1 | o0
(a |1 -4 1 | of—=10 —% S ] ol—=(0 =% 2 0
31 =210 0 -2 -1 10 0 0 —-£ |0
S ={(0,0,0)} (SPD)
1 2 -1 |0 1 2 -1 1] 0 1 2 -1 ] 0
M (2 -1t 3 | ol]=(0 -5 5 | o0o|l=(0 -5 5 |0
4 3 1 |0 0 -5 5 | 0 0 0 0 | 0
S ={(z,y,2) €R’: (x,y,2) = (-1, ¢,1),t € R} (SPL 1)
5 4 -2 | 0 5 4 -2 ] 0 5 4 -2 ] 0
() (1 8 2 [ 0]=(0 2 2 |00 % 2 |0
2 1 -1 |0 0o -2 -1 | o 00 0 [0
S={(z,y,2) €R?: (z,y,2) = (%, -L,t),t € R} (SPI 1)
3 2 —12 | 0 3 2 —12 | 0 3 2 —12 | 0
(@ (1 -1 1 | o)J=fo -2 5 | o|]=10 -3 5 |0
2 -3 5 |0 0o -2 13 ] o 0 0 0 | 0
S ={(z,y,2) € R3: (x,y,2) = (2t,3t,¢),t € R} (SPI 1)
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rT29.2% =8 T+y+z2=3
(d) £3*=3"9Y —=<{zx—y+2z=9
125.5% = 5% —r+z=3
1 1 1] 3 11 1| 3 11 1| 3
1 -1 1| 9l—=-(0 -2 0 | 6]—=({0 -2 0 | 6
-1 0 1 ] 3 0 1 2 | 6 0 0 2 1] 9
S: {(.T,y,Z) = (%7_373)}
r3¥3 =1 r+y+2=0
(€) { 525 =4 —rx—y—2z2=2
47716Y.47 = —r+2y+z=-1
1 1 1 0 1 1 1 ] 0 1 1 1
1 -1 -1 2]—=>10 -2 -2 | 2|—=[0 -2 -2
-1 2 1 ] -1 0o 3 2 | -1 0 0 -1
S = {(.T,y,Z) :( 717_2)}
logo(x +y+2)=0 r+y+z=1
(f) qlog,(z+2) =1 S cr—y+2=0
logs 5+ logs x = logs(y — 2) Sx—y+2=0
1 1 1 |1 1 1 1 ] 1 1 1 1
1 -11 | 0)—=(0 -2 0 | -1|—=(0 -2 0 |
5 -1 1 ] 0 0 -6 -4 | =5 0 0 —4 |
S={(z9,2)=(0,3,3)}
z+y=10
7. (a) —y=4
20 — by =—-1
1 1 | 10 1 1 | 10 1 1 | 10
1 -1 | 4|—=10 -2 | -6|—=1(0 -2 | -6
2 -5 | -1 0 -7 | -21 0 0 | O
S={(z,y)=(7,3)}
r+2y=11
(b) z+3y=16
2z + 5y = 27
1 2 | 11 1 2 | 11 1 2 | 11
13 ] 16)—=({0 1] 5|—=1011] 5
2 5 | 27 01 ] 5 0 0] O
S =A{(z,y) = (1,9)}
3r—y=9
(c)
r+y=1
5 + Ty = —10
1 -2 | 8 1 -2 | 8 1 -2 | 8
3—1|9_>O5|—15_>05|—15
1 1 | 1 o 3 | -7 0o 0 | 2
5 7 | -10 0 17 | =50 0o 0 | 1
S=10
r—2y=4
3x—y="7
(d) _
r+y=
S5+ Ty =3
1 -2 | 4 1 -2 | 4 1 -2 | 4
3 -1 | 7 - 0 5 | -5 . 0 5 | =5
1 1 ] 1 0o 3 | -3 0 0 | O
5 7 | 3 0o 17 | -17 0 0 | O



S={(z,y)=(2,-1)}
(e) {—x+3y—z:1

r+y+z=7

—13 =1 | 1) (-1 3 -1 |1
11 1 | 7 0 4 0 | 8
S={(z,y,2) eR3: (x,9,2) = (5—t,2,t),t € R}
—r+y—2z=1
(f) {2z —y+3t=2
T+2y+2-2t=0
-1 1 -2 0 |
2 -1 0 3
1 2 1 -2 |
S ={(z,y,2,t) € R : (,

I —
ol
—_
—
|
=N
w o
M — & =
oo |
—_
O ==
= |
N o}
|
—_ W O
—_
|
—_
—

1
2
0
Y

r+y—2z2=0 1 1 -1 ] 0 0
t—3y+z=1 —[1 -3 1 | 1|—=(0 —4 2 | 1] -
—y+z=a 0 -2 1 | a a
r—y=0 1 -1 0 | 0 1 1 0 | 0
T+2y—2=0 =11 2 -1 ] 0]—=10 3 -1 ] 0
2 —by+32=0 2 -=b 3 | O 0 -b+2 3 | O

Para que os sistemas admitam infinitas solugoes devemos ter a = % eb=11.

- (a)
(b)
(c)
(d)
(e)
()
(8)
(h)
(i)
)
(k)
)]
(m)



