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ESPACOS METRICOS
12 de Fevereiro de 2017
Lista 4

. Sejam (M,djr) e (N,dn) espagos métricos. Se A, B < M séo tais que d(A,B)=0e f: M —- N é

uniformemente continua, entédo d(f[Al, f[B]) =0.

. Seja (M,d) um espaco métrico e sejam (x,) e (y,) sequéncias tais que d(x,,y,) < % para todo n e N.

Mostre que:

(a) (x,) é de Cauchy se, e somente se, (y,) é de Cauchy.

(b) Dado x€ M, limx, = x se, e somente se, limy, = x.

. Prove que se f: M — N é uniformemente continua, entéo f transforma sequéncias de Cauchy em

sequéncias de Cauchy. Mostre que a hipétese de que f é uniformemente continua nao pode ser
enfraquecida para “f é continua”.

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Mostre que se x é ponto de acumulacéo de {x, : n € N}, entdo
x, converge para x.

Mostre que qualquer conjunto ndo-vazio com a métrica discreta é completo.

Mostre que os espacos Q e R\ Q néo sdo completos com as métricas usuais.

Mostre que se X e Y sdo subespacgos completos de um espago métrico M, entdo X NY é completo.
Seja S = { % :n €N} e considere sobre S a métrica d induzida pela usual de R.

(a) Mostre que (S,d) ndo é completo.

(b) Encontre uma métrica d’ sobre S que seja equivalente a d mas tal que (S ,d’ ) seja completo.

. Encontre dois espagos métricos ndo-homeomorfos cujos completamentos sdo homeomorfos.

Mostre que um espaco métrico discreto M é compacto se, e somente se, M é finito.

Sejam M um espaco métrico e A, B < M compactos. Mostre que A UB é compacto.

Seja £ uma familia de compactos em um espaco métrico (X,d). Mostre que (A é compacto.
Dé um exemplo de um conjunto limitado que ndo seja compacto.

Sejam K um espaco compacto e f: K — R continua. Se f(x) >0 para todo x € K, mostre que existe
¢ >0 tal que f(x) = ¢ para todo x € K. Mostre que a hipétese de que K é compacto é necessaria.

Dizemos que f: M — N é uma funcao fechada se, para todo F' < M fechado, temos que f[F] é
fechado em N. Analogamente, dizemos que f: M — N é uma funcao aberta se f[A] é aberto
para todo A < M aberto.

(a) Mostre que se M é compactoe f: M — N é continua, entéo f é fechada. Mostre que a hipétese
de que M é compacto é necessaria.
(b) Mostre que se f: M — N é fechada e bijetora, entéo f é aberta.

(¢) Conclua que se M é compacto e f: M — N é continua e bijetora, entdo f é um homeomorfismo.

Seja (K,dg) um espaco métrico compacto. Considere o conjunto ¢ (K) de todas as fungées conti-
nuas de K em R, considerando R munido da métrica usual. Mostre que a funcéo d: €(K)x€(K) —
R dada por d(f,g) =sup{|f(x)—g(x)| :x € K}, para f, g € €(K), é uma métrica sobre € (K). Mostre
que (¥(K),d) ndo é limitado.

Mostre que se f: X — Y é um homeomorfismo, entdo X é localmente compacto se, e somente se,
Y é localmente compacto.



