ESPACOS METRICOS
24 de Janeiro de 2017

Lista 2 - Convergéncia e Topologia

. Sejam (M,d) um espago métrico e duas sequéncias (x;)nen € (Vn)nen em M, ambas convergindo
para a € M. Mostre que a sequéncia (z,),en dada por zg, = x, € 29,-1 = yn, para todo n € N,
também é uma sequéncia convergente para a.

. Sejam (M,d) um espago métrico e duas sequéncias (x,)nen € (Yn)nen €m M convergentes para
xeM e ye M, respectivamente. Mostre que:

(@) him d(xp,y)=d(x,y);
(B) Tim d(xn,y,) = d(x, ).

. Seja (M,d) um espaco métrico. Mostre que:

(a) se{A;}jcr, € uma familia de abertos de M, entéo U;cz, A; também é um aberto de M;

(b) se Aq,...,A,, séo abertos de M, entdao A1n---NA, também é um aberto de M;

(c) se {F;};e; é uma familia de fechados de M, entdo ;7 F; também é um fechado de M;

(d) se F1,...,F, sao fechados de M, entdo F1U---UF,, também é um fechado de M;

(e) dado F € M, tem-se que F =F se, e somente se, M \ F é um aberto de M.

. Mostre por meio de contraexemplos que ndo valem as seguintes afirmac¢ées num espaco métrico
qualquer:

(@) unido de uma familia infinita de fechados é um fechado;

(b) interseccdo de uma familia infinita de abertos é um aberto;
(¢) B,[x]\B,(x)=0B,(x).

. Sejam (M,d) um espaco métrico e X < M. Mostre que:

(@) nt(X)=U{AcM:AéabertoeAcX};
(b) X={F<M:F éfechadoe X CF}.

. Sejam (M, d) um espaco métrico e X um subespaco de M. Mostre que

{AcX:A éabertoem X}={BnX:Béabertoem M}

{FcX:F éfechadoem X} ={GnNnX :G é fechado em M}.

. Prove que toda bola aberta de um espaco métrico é um aberto nesse espaco. Use esse fato para
mostrar que o interior de qualquer subconjunto de um espago métrico é um aberto nesse espacgo.

. Dé um exemplo de um espaco métrico em que se tenha B,(x) = B,[x]. Dé outro exemplo onde isso
nao ocorre.

. Sejam (M,d) um espaco métrico e A, B < M. Prove ou dé um contra-exemplo.

(a) Se A B entdo int(A) Cint(B).
(b) int(A NnB) cint(A) Nint(B).
(c) int(A NB)2int(A) Nnint(B).
(d) int(A UB) cint(A)Uint(B).
(e) int(A UB)2int(A)Uint(B).
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Sejam A e B subconjuntos de um espacgo métrico M. Mostre que:

(@) Se AcB, entdo A CB.
(b) AUB=AUB.
(¢) AnB cANnB. Dé um exemplo em que se tenha AnB #ZHE.

Sejam (M,d) um espacgo métrico e X € M. Mostre que X =M\int(M\ X) e int(X) = M \ (M \ X).

Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, A € X e B<Y. Considerando o produto cartesiano X xY
um espaco métrico com a métrica do sup, mostre que:

(a) int(A x B) =int(A) x int(B);
(b) AxB=AxB.

Seja V um espago vetorial real normado. Mostre que todo subespaco vetorial préprio de V tem
interior vazio.

Seja (M,d) um espaco métrico. Mostre que todo subconjunto finito de M é fechado.

Se (x5, )en € uma sequéncia em um espago métrico (M, d) convergindo para um ponto a € M, mostre
que A ={a}U{x, :n € N} é um subespaco fechado de X.

Mostre que um subconjunto A de um espago métrico é fechado se, e somente se, toda sequéncia
convergente de pontos de A converge para um ponto de A.

Seja Ql,d) um espaco métrico. Dado X c M, definimos X. = {a € M|d(a,X) = 0}. Mostre que
X.=X,VXcM.

Prove ou dé contraexemplo:
Se (M,d) é um espaco métrico e F,G siao fechados de M com d(F,G) =0, entdo FNG # @.

Sejam (M,d) um espago métrico e X € M com 60X # @. Mostre que d(X,(M\ X))=0.
Mostre que a fronteira de um conjunto aberto tem interior vazio.

Mostre que existem um espago métrico M e X < M tal que int(X) = int(M \ X) = . Mostre que,
neste caso, as fronteiras de X e de M \ X s&o o espaco todo.

Seja (M,d) um espaco métrico. Dizemos que X ¢ M é denso em M se X = M. Mostre que:

(a) {r.x|r € Q} é denso em R (com a métrica usual) para todo x irracional;

(b) Q™ é denso em R"(com qualquer métrica produto) para todo n € N.
Sejam (M,d) um espago métrico. Dados a € M e X € M, mostre que sdo equivalentes:

(a) a é ponto de acumulacio de X

(b) para qualquer r >0, B,.(x) N X é infinito.

Sejam (M,d) um espaco métrico e X ¢ M. Mostre que o conjunto dos pontos de acumulacéo de X
é fechado.



