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ESPACOS METRICOS
12 de Janeiro de 2017

Lista 0 - Teoria dos conjuntos e analise real

. Mostre que sio equivalentes:

(a) AcB
(b) AnB=A
(¢c) AuUB=B

. Sejam X e Y conjuntos quaisquer e uma funcéo f: X — Y. Mostre que:

(@) B2f(f"'(B),VB<Y

() AcfHf(A),VAcX

(c) f éinjetora <= fHf(A)=A,VAcSX

(d) FLAAD\f(A2) S f(A1\Ag),VA,AscX

(e) f éinjetora < f(A1)\f(A2)=f(A1\Ay),VA{,As X

Sejam A e B conjuntos enumeraveis. Mostre que A UB é um conjunto enumeravel. Observacio:
lembre-se que conjuntos finitos também s&o enumeraveis.

Mostre que o conjunto X = {0, 1} é um conjunto néo-enumeravel.
Mostre que /p é irracional para todo nimero natural p primo.
Mostre que o conjunto K\@ ={a+bVv2;a € Q,b € Q} é um subcorpo de R.

Sejam K e L corpos. Uma funcéo f: K — L chama-se um homomorfismo de corpos quando satisfaz
Q) fx+y)=Ff)+ f(y) e (i) f(x.y) = f(x).f(y), para quaisquer x,y em K. Mostre que:

(a) Para qualquer homomorfismo de corpos temos que f(0g) =0r.

(b) Prove que, se f: K — L é um homomorfismo de corpos, entédo ou f(x) = 0z, para todo x € K, ou
entdo f(1g) =17 e f é injetora.

. Mostre que o conjunto Z = {a+bV2:a€Z,beZ)édenso em R.

. Sejam A e B subconjuntos ndo vaziosde R, A+B={x+y;x€ A,yeBle —A ={-x;x€ A}.

(a) Mostre que, se A e B sao limitados superiormente entdo A + B também o é. Mostre que neste
caso temos sup(A +B) =supA +supB.

(b) Mostre que, se A é limitado inferiormente, entdo —A é limitado superiormente e que sup(—A) =
—inf(A).

(¢) Mostre que se A e B séo limitados inferiormente entdo A + B também o é. Mostre que neste
caso temos inf(A+B)=infA+infB.

Mostre que, se (x,),en € uma sequéncia de nimeros reais nio decrescente e limitada superior-
mente, entdo lim,, .o, x, = sup{x,;n € N}.
Mostre que:

(@) A unido qualquer de subconjuntos abertos da reta é um conjunto aberto da reta;

(b) Um subconjunto A da reta é aberto se, e somente se, R\A é fechado.

(¢) A intersecao qualquer de subconjuntos fechados da reta é um conjunto fechado da reta;

(d) A uniao finita de subconjuntos fechados da reta é um conjunto fechado da reta;

(e) A intersecéo finita de subconjuntos abertos da reta é um conjunto aberto da reta.

Mostre que, se K <R é compacto e F < K é fechado, entdo F' é compacto.

Mostre que a composta de fungées reais continuas é também continua.



