VERAO ALGEBRA LINEAR 2016 2% PROVA- THIAGO GRANDO FEBRUARY 5, 2016

Por favor, justifique todas as questoes! Respostas sem justificativas claras ndo serdo
consideradas. Voceé tera 4 horas para a resolver a avaliagdo. Boa prova!

Nome:

1. (Valor 1,5) Considere a aplicagao linear T : Pa(R) — R? definida por
T(a+ bt +ct?) = (a+b,a+c,b+c).

(a) Mostre que T' ¢ um isomorfismo e encontre o isomorfismo inverso 7~ 1.

(b) Dadas B = {1 +2,—t,t?} base de P2(R) e C = {(1,1,1),(0,1,—1),(0,0,1)} base de R?, encontre
[Tlsc e (T es.

(c) Se S :R3 — P2(R) & a transformagdo linear definida por

S(@,y,2) = (x +y+2).1+ (y — 22).t + (2 + 2).%,

entdo Ker(T o S) = [(1,1,1)] e Im(T 0 S) = [(2,1,—1), (0,0, 1)]?

(d) Seja R : R?® — Py(R) uma transformagao linear. Se RoT' & um isomorfismo entdo R é isomorfismo?
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2. (Valor 2,5) Seja V um espago vetorial real com produto interno (,). Decida se as seguintes afirmagoes
sao verdadeiras ou falsas. Justifique sua resposta.

(a) |lu+ v||2 + |Ju— v||2 = 2(||uH2 + HU||2), para quaisquer u,v € V.
(b) Os vetores ||u||v+ ||v]|u e ||u]| v — ||v]| v sdo ortogonais.
(¢) (u,v) =0 < |lu+ av|| > |jul|, para todo u,v € V e a € R.
(d) Se T:V — V & um operador linear tal que (T'(v),v) = (v,v) para todo v € V, entdo T = Iy.
)
)

(e) SeT:V — V é um operador linear tal que (T'(v),v) = 0 para todo v € V, entdao T = Oy.

(f) Considere V' = R™ com produto interno usual. Dados ai,...,a, € R estritamente positivos,
1 1
entdao (ag + ...+ ay) <+...+> > n?.
(651 Qo

Cont.
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3. (Valor 2,0) Considere R* com o produto interno usual. Sejam ¢ = (1,—1,1,—1) € R* e
W = {(z,y,2,t) € R*: (2,4, 2,1),(1,—1,1,—1)) = 0}.

a) Determine W=,

(a)

(b) Determine bases ortonormais para W e W+.

(c) Determine P e @, operadores de projecdo ortogonal sobre W e W+, respectivamente.
)

(d) O operador linear T : R* — R* definido por T = P — Q é simétrico?

Cont.
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4. (Valor 1,5)
(a) Seja T : P2(R) — P2(R) definido por
T(a+ bt +bt?) = b+ (a + c)t + bt>.
T é diagonalizavel? Caso afirmativo, encontre uma base B de P2 (R) tal que [T)5 seja uma matriz

diagonal.

(b) Dé exemplo de um operador linear 7' : P2(R) — P2(R) diagonalizavel satisfazendo simultanea-
mente as seguintes propriedades:

e )\ =2 ¢é autovalor de T'.
o Ker(T)=[t—t%.
o T(p(t)) # p(t) para todo p(t) ndo-nulo.

Cont.
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5. (Valor 2,5) Sejam V' um espago vetorial real e T : V' — V operador linear. Decida se as afirmacoes
abaixo sao verdadeiras ou falsas. Justifique sua resposta.
(a) Se A & um autovalor de T entdo o auto-espago V) é invariante por T

(b) Sejam U, W subespagos vetoriais de V. Se U, W sao invariantes por T entdo U NW e U + W séo
invariantes por 7.

(¢c) Se T:V — V ¢ um isomorfismo e A é um autovalor de 7', A é um autovalor de T*

(d) Se V est4d munido de produto interno, T é um operador simétrico e vy, ve sdo autovetores de T'
associados aos autovalores A\; # Ag, entao (vy,ve) = 0.

(e) Se V esta munido de produto interno, T' ¢ um operador simétrico, entdo Ker(T) = Im(T)*

The End.



