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. Considere V um espago vetorial real com produto interno. Sejam 77,75 operadores simétricos

sobre V. Prove que T} oT5 é um operador simétrico sobre V se, e somente se, Tj o1y = ThoT7.

. Considere V um espago vetorial real com produto interno e 7" um operador simétrico sobre

V. Mostre que Ker(T) = (Im(T))*.

Sejam V um espacgo vetorial real com produto interno e T : V' — V um operador linear.
Mostre que duas quaisquer das propriedades implicam a outra:

a) T é simétrico.

b) T é uma isometria.

c)T? = 1.

Sejam V um espaco vetorial real com produto interno e T : V — V uma isometria. Mostre
que T preserva o cosseno do angulo entre dois elementos nao-nulos.

Seja T : R? — R? operador linear definido por T'(z,y) = (%x — @y, @x — %y) Mostre que

T é uma isometria.

Seja T : R? — R3 operador linear definido por
7( ) ( 1 n 1 1 1 2 1 n 1 n 1 >
Y, 2)=|—=x+ —=y— —=2,—2 — —Y, —=T + — —z .
! 3TV Ve VB Ve TV T VR
Mostre que T' é uma isometria.

Para que valores de n,m € R o operador T : R? — R3 definido por

2 2

é uma isometria?

Sejam u, v € R3 tais que {u,v} é linearmente independente. Mostrar que existem apenas dois
vetores de norma igual a 1 que sao ortogonais simultaneamente a u e v.

Sejam V' um espago vetorial real, W um subespago vetorial de V e T': V — V um operador
linear. Dizemos que W é um subespago invariante por T, se T(W) C W, ou seja, para
cada w € W, temos T'(w) € W. Prove que, se T' é um operador ortogonal e W ¢é invariante
por T, entdo W & invariante por 7.

Sejam R? com o produto interno usual, S = [(1,1,1)] e P : R?® — R3 o0 operador de projecio
ortogonal sobre S. Determine P(z,y, ).

Seja P : R? — R3 o operador linear tal que u = P(v) é a projecao ortogonal de v € R? no
plano 3z + 2y + z = 0. Determine P(z,y, z), Im(P) e Ker(P).
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Seja W = {xz € R": (z,¢) = 0}, para ¢ € R" fixo. Entao:
a) Determine W+.

b) Dado u € R", determine projwu e projy L u.

Seja P2(R) com produto interno

1
(prq) = /O p(x)q(x)dx, Vp,q € PaR).

Determine projp, (R)ZE2.

Em C([—1, 1]) com o produto interno usual, determinar p(z) € P;(R), mais proximo da fungao
f(z) =¢€", x € [-1,1]. Dé uma interpretagao geométrica a p(x).

Em R* com o produto interno usual seja S = [(1,1,1,1),(—1,1,—1,1)], Encontre a melhor
aproximagao de (2,1,3,1) em S.

Considere P3(R) com o produto interno

1
(p,q) :/0 p(z)q(x)dz, Vp,q € P3(R).

Determine a melhor aproximacao de 2° no subespaco Pa(R).

Sejam R3 com produto interno usual e S = {(z,9,2) € R® : 2 + y — 2 = 0}. Determine os
vetores dos subespacos S e ST que melhor aproximam o vetor (1,2,1).

Sejam V um espaco vetorial real, 7' : V' — V um operador linear, v € V autovetor de T
associado a um autovalor A e a # 0. Mostre que v é autovetor do operador oT', associado ao
autovalor a\.

Sejam V um espago vetorial real e T : V' — V um operador linear. Mostre que A = 0 é
autovalor de T se, e somente se, T nao é injetor.

Sejam V um espago vetorial real e T': V' — V um operador linear idempotente. Mostre que
os autovalores de T'sao A=0e A = 1.

Sejam V' um espago vetorial real e T': V' — V um operador linear. Dizemos que T é auto-
reflexivo se T? = Iy, isto ¢, se para todo v € V, T(T(v)) = v. Mostre que os autovalores de
um operador auto-reflexivo sao A=1e A = —1

Sejam V um espaco vetorial real, T : V' — V um operador linear, v € V autovetor de T
associado a um autovalor A. Mostre que v é autovetor de oT' + 1y, a, 3 € R associado ao
autovalor a\ + 5.

Determine o operador linear 7' : R? — R? que satisfaca as seguintes propriedades simultane-
amente:

a) A =1 & um autovalor de T" associado aos autovetores da forma v; = (y, —y) onde y # 0.
b) A = 3 é um autovalor de T associado aos autovetores da forma vy = (0,y) onde y # 0.

Sejam R* com produto interno usual, W = [(1,—~1,0,1),(~1,0,1,1)] e P : V — V operador
de projecao ortogonal sobre W. Determinar os autovalores e autovetores de P.

Sejam V um espaco vetorial real, 7' : V — V um operador linear, v € V autovetor de T
associado a um autovalor A. Mostre que V é um autovetor do operador T™ associado ao
autovalor A", para qualquer n € N.
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Sejam V' um espago vetorial real, T': V' — V um operador linear. Dizemos que T é nilpo-
tente, se existe n € N tal que T" = 0, isto é, se T"(v) = Oy, para todo v € V. Nessas
condigoes, mostre que o Ginico autovalor de T' é A = 0.

Sejam V um espago vetorial real, T : V' — V um isomorfismo e v € V autovetor de T

associado a um autovalor A. Mostre que v é um autovetor de 7! associado ao autovalor %

Considere T : P2(R) — P2(R) definido por

Determine os autovalores e autovetores de 7.
Considere T : R? — R? definido por

T(z,y,2) = (x+y,z—y+22,2x+y—z).
Determine os autovalores e autovetores de 7.

Seja D € M, (R). Dizemos que D é uma matriz diagonal se for uma matriz triangular
superior e inferior, simultaneamente. Nessas condigoes, mostre que D possui um conjunto de
n autovetores, linearmente independente.

Seja A € M,,(R). Mostre que A e A® possuem os mesmos autovalores.

Seja T : R* — R* operador linear tal que

[T] can —

OO O W
S O W
S = O O
— o O O

Determine os autovalores e autovetores de T'. T' é isomorfismo?

Seja A € M, (R) uma matriz invertivel e A # 0 autovalor de A. Entao % é autovalor de A~1L.

Determine os autovalores e autovetores da matriz

010
A=10 0 1
1 00

Sejam T : R? — R3 um operador linear, B = {v1, v2,v3} base de R? e S = [v1, v3]. Sabendo
que T'(v) = v para todo v € S e que T(v2) = vy + 2v9 + 3vs. Determine os autovalores e
autovetores de 7.

Seja T : P3(R) — P3(R) definido por
T(p(t)) = p(t) +p'(t) + £°p" ().
Determine os autovalores e autovetores de T'.

. . 0 2
Determine os autovalores e autovetores das matrizes A e A~!, onde A = [ 11 ] .

Determine os autovalores e autovetores das matrizes

1 200 6 2 0 0
0 300 0 6 00
A= 00 4 0|’ A= 00 40
0 0 05 0 0 0 5
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Sejam A, B € M,,(R), matrizes semelhantes. Mostre que se A é invertivel, entao B ¢é invertivel
e A7 e B7! sdo semelhantes.

Sejam A, B € M,(R), matrizes semelhantes. Estabelega a relagdo entre os autovalores e
autovetores de A e B.

Seja a matriz
1 11
0 2 1
0 01

Determine as multiplicidades algébrica e geométrica de A.

Sejam A, B matrizes invertiveis de mesma ordem. Mostre que AB~! e B~'A possuem os
mesmos autovalores.

Verifique se T : R? — R3 operador linear definido por
T(xz,y,2) = (—3z — 4y, 2z + 3y, —2),
¢é diagonalizavel.
SejaT : P2(R) — P2(R) definido por
T(p(t)) = p(t) +tp'(t).
Determine uma base B de P2(R) de modo que [T]5 seja uma matriz diagonal.
SejaT" : P2(R) — P2(R) definido por
T(a+bt+ct?) = (2b+¢) + (2b — c)t + 2ct>.
Verifique se T' é um operador diagonalizével.

Seja T : M3(R) — M3(R) definido por T(A) = A!. Determine uma base B de M3(R) de modo
que [T)p seja uma matriz diagonal.

Sejam V um espago vetorial real tal que dim(V) =neT : V — V operador linear que possui
somente dois autovalores Aj, A2, A1 # A9 com dim(Vy,) =n — 1. Prove que T' é um operador
diagonalizavel.

Dé exemplo de um operador linear 7' : R? — R? diagonalizavel tal que Ker(T) = [(1,0,1)]
Dé exemplo de um operador linear T' : R — R3 diagonalizével tal que Im(T) = [(1,1,0), (1,0, 1)]

Dé exemplo de um operador linear 7" : Py(R) — P2(R) diagonalizavel satisfazendo simultane-
amente as seguintes propriedades:

a) A = —3 é autovalor de T

b) Ker(T) =[1 — z].

c) T(p(z)) = p(z) para todo p(z) nao-nulo.

Considere a matriz

015 9
21 6 8
A= 00 0 3
0 01 -2
Determine se possivel, uma matriz P € My(R) invertivel, tal que P~ AP seja uma matriz

diagonal.
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Considere a matriz

Calcule A", para n € N.

Determine um operador linear diagonalizavel T : R* — R*, que satisfaz simultaneamente as
seguintes condigoes:

a) Ker(T) = {(z,y,2,t) ER*:2+y—2+t=0ez—t=0}.

b) 7'(0,0,1,0) = (0,0, 2,0).

¢) (0,1,0,0) € Im(T).

d) A = —3 ¢é autovalor de 7.

Determine um operador linear diagonalizavel T : R* — R*, que satisfaz simultaneamente as
seguintes condigoes:

a) Ker(T) = {(z,y,z,t) eER*:2+y—2+t=0e z—t =0}

b) Im(T) = [(1,0,0,0),(0,1,1,0)].

¢) A =2 é autovalor de T', com multiplicidade algébrica igual a 2.



