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1. Descreva os seguintes conjuntos:
a) |z — 20| = |z — Zo|, onde Im(zp) # 0.

b) |z — 20| = |2 + Zo|, onde Re(zy) # 0.

¢) |z — 20| = |z — Z1|, onde 2y # z1.
d) — =c¢,onde 29 # 21 e ¢ # 1.
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Re(z)
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T >1elm(z) <

f) |z — 21| + |2z — 22] = 2a.
2. Sejam z1, 29 € C. Prove que,

a) |21 + 2 + |21 — 2? = 202 + |22).
b) ‘zl + /23 — z%‘ + ’21 — /2 - z%‘ = |21 + 22| + |21 — 22|

3. Se |z| = 2, use a desigualdade triangular para verificar que
a) Im(1 —z+2%)| < 7.

b) |2* — 422 4+ 3| > 3.
4. Prove que, se |z| = 3, entdo
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5. Sejam z, w € C, tais que zw # 1, |z| < 1 e |w| < 1. Prove que




Em qual caso a igualdade é valida?

6. Sejam z1, 22, ..., 2, € Wy, W, . .., w, numeros complexos. Prove que
n 2 n n
— 2 2 — — 2
a) Zpwy| = |2k lwg|” | — |zxw; — zwg|”.
k=1 k=1 k=1 k<l

N

0[S < (fjw) (Z |wk|2).

k=1 k=1 k=1
7. O que ha de errado na seguinte expressao?

1=vV1=(-1)(-1)=V-1V-1=ii=—1.

9 ¢ w= Re*, onde 0 < r < R. Mostre que

8. Sejam z = re’

w4z R? — r?
Re = .
w—z R? —2Rcos(0 — p) + r?
9. Faga um esboco das seguintes regioes e determine se sao abertas e conexas:

a) {Z eC: —g <arg(z) < g}

b){zeC:|z—1| <|z+1]}.
1 1
c) {zEC:§<|z—1|<\/§}U{z€C:§<|z—l—1|<\/5}.
10. Mostre que:

a) Se 51,59, ...,S5, sao abertos em C, entao ﬂ S € aberto em C.
k=1

b) Se {S, : a € A} ¢ uma familia de conjuntos abertos em C, onde A é um conjunto

de indices qualquer, entao U S, é aberto em C.
a€EA

c) Se {S, : @ € A} ¢ uma familia de conjuntos abertos em C, entao m Sa NAO neces-

acA
sariamente é aberto em C.



11.

12.

13.

14.

15.

Determine o dominio de definicao de cada uma das seguintes fungoes:

@) ()= 55
b) £(2) =
) #C)= =

Pede-se:
a) Escreva a fungao f(z) = 2° 4+ 22 + 1 na forma f(z) = u(z,y) + v (z,y).

b) Suponha que f(z) = 2% — y* — 2y + i(2x — 2zy). Expresse f(z) em termos de z.

Use a definicao de limite para provar que:

a) lim (22 +5) =22 +5

Z—20

Calcule os seguintes limites:

. B2
2) lm, (= = 5)

2
b) lim z ,+ 3

z2—2 12

. 2249
c¢) lim ,
2—3i 2 — 31

. 22 +1
e) lim ———
200 22 4+ 241 —14

Prove que:

2N\ 2
a) lim (:) nao existe.
Z



16.

17.

18.

19.

20.

21.

Mostre que se lim f(z) = 0 e existe M > 0 tal que |g(z)| < M para todo z em alguma
Z—20

vizinhanga de 2y, entdo lim f(z)g(z) = 0.
Z—20

1
Calcule lim ze'-I.
z—0

Verifique se a fungao

2 -1
1
Fz)={ 2—-1 se |z| #
3 se |z| =

¢ continua em 1, —1, 7 e —i.

Encontre f'(z):

2 f2) = o 2 £ =
b) f(z) = e,
c) f(z) = %, 2 # 0.

d) f(z)=2%+2z.

Use a defini¢ao de derivada para encontrar f’(z) quando:

1
a) f(z) = -, 2 #0.
b) f(z) = 2% — 2.
Mostre que:
o 5 1,
a) f(z) = x —iy* é diferenciavel somente em y = —5¢€ fl(z)=1

b) f(z) = 22 + iy? é diferencidvel somente em z =y e f'(z) = 2.
¢) f(z) = yx + 1y? é diferenciavel somente em z =y =0e f'(2) = 0.

d) f(z) = 2® +i(1 — y)? & diferencidvel somente em z =0,y =1 e f/'(2) = 0.



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Determine o conjunto de pontos no qual a fungao f é (i) diferenciével e (i) analitica.
Encontre f’ onde existir.

a) f(z) = (2% + 3wy? — 32) +i(y® + 322y — 3y).
b) f(z) = 622 — 2z — 4i|z|?
c) f(z) = (32 + 2z — 3y* — 1) +i(6zy + 2y).

222+ 6

d) f(z) = P

e) f(z) = e’ = (cos(2zy) — isin(2xy)).

Encontre a, b, ¢ tais que a fungao f(z) = (ay® + ix®) + xy(bx + icy) seja analitica e
determine f'(z).

Mostre que nao existe funcio analitica na forma f = u + v com u = 2% + 3%

Sejam S C C um dominio e f : S — C analitica. Mostre que

0? 0? 9 L2
(5 + 5 ) P =417
Seja f : S — C definida por

22

— se z#0
z

0 se z=0.

fz) =

a) Verifique que as equagoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas para f em z = 0.

b) Mostre que f’(0) nao existe.

Sejam f uma fungao analitica em zg, wo = f(z0) e f'(20) # 0. Mostre que existem V
e W vizinhangas de zq e wy, respectivamente, tais que f|y é injetora e f(V) = W.

Usando a regra de L’Hopital encontre os limites:

) 1 2" +4
i Sy

. 2% — 64
¢) lim ——0.
214iv3 20+ 8



29.

30.

31.

32.

33.

34.

Mostre que se f = u + v é analitica numa regiao S C C e v é uma funcao constante,
entao f é constante.

Sejam h : R? — R e f = 2h3 + ih, funcoes. Mostre que se f ¢ uma funcao inteira,
entao h é constante.

Suponha que f = u + v é analitica num retangulo de lados paralelos aos eixos coor-
denados e satisfaz u, + v, = 0, para todo x e y. Mostre que existem c € Red € C
tais que f(z) = —icz + d.

Mostre que as fungoes:
a) u(z,y) = e “sin(y).
b) v(x,y) = cos(z) cosh(y).

sao harmonicas, e encontre a funcao analitica correspondente u + v em cada caso.

. OR 0
Mostre que se f(z +iy) = Re'® é analitica, entdo e Ra—gb.
Z Y

Considere os dominios D, = {z € C:a<|z| <1} e D, ={2€C:b< |z| <1}. De-
fina f: D, — D, por

Mostre que:

a) f é bijetora.

b) f é analitica se, e somente se, a = b.



