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TERCEIRA LISTA DE EXERCICIOS - PROFESSOR: EQUIPE DE PROFESSORES

BONS ESTUDOS!

1. SUPERFICIES DE NiVEL, PLANOS TANGENTES E DERIVADAS DIRECIONAIS

EXERCICIOS

1.1. Em cada caso, esboce a superficie de nivel ¢ da funcao F : R®* — RR:
a. F(x,y,z )—x—|—2y+3z ec=1 b.F(xyz) =x? —ey—i—z ec=0
c. F(x,y,z) = x? —I—y —z2ec=0 d.F(xy,z )—x +y —z2ec=-1
e.F(x,y,)—x —l—y —z2ec=1 f£F(x,yz)=x*>-y*ec=1
g F(x,yz)=x>—y*+z22 e c=1
Alguma dessas superficies é o grafico de uma fungdo f : D C R? - R?

1.2. Ache os pontos do hiperbol6ide x> — y? + 2z2 = 1 nos quais a reta normal é paralela a reta
que une os pontos (3, —1,0) e (5,3,6).

1.3. Seja a > 0 e considere o plano tangente a superficie xyz = a num ponto do primeiro oc-
tante. Mostre que o tetraedro formado por este plano e os planos coordenados tem volume
independente do ponto de tangéncia.

1.4. Mostre que o elipséide 3x% + 2y> + z2 = 9 e a esfera x> + y> + 22 — 8x — 6y — 8z +24 = O se
tangenciam no ponto (1,1, 2) (isto é, que elas tém o mesmo plano tangente neste ponto).

1.5. Ache a reta tangente a intersegdo do gréfico de f(x,y) = x*> + y® + 2 com o cilindro x> + y? =
2 no ponto (1,1,4).

1.6. Sejam f : R> - Rey : R — R, diferencidveis com V£(1,0) = (2,1) e 7/(t) # (0,0,0),
para todo t € R. Suponha que a imagem de 7y esteja contida na intersegdo do grafico de f
com a superficie z> + x> + yz + xy> = 0. Sabendo que (1,0, —1) na imagem de 7, determine
uma equagao para a reta tangente a 7y neste ponto.
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1.7. Determine a equagéo da esfera que tangencia a superficie (x — 1) + (]/4) —(z=1)2=0
nos pontos (2,2,2) e (2,2,0).

1.8. Suponha que sobre um certo aberto A C R3 o potencial elétrico V : A — R é dado por
V(x,y,z) = 5x* — 3xy + xyz.
a. Ache a taxa de variagdo do potencial em P = (3,4,5) na dire¢do do vetor 7 = i+ ]_"— k.
b. Qual a direcdo e sentido em que a taxa do potencial elétrico, em P, é a maior possivel? E
a menor possivel?
¢. Qual o valor dessa taxa maxima?

2. CLASSIFICACAO DE PONTOS CRITICOS EM ABERTOS DE IR?

EXERCICIOS
2.1. Determine os pontos criticos das fun¢des abaixo e classifique-os:
a.z=2x2+xy+3y>+10x — 9y +11 b.z = x??
c.z=In(3x* +4y* —2x +7) d. z = 13y°
e.z = (2x — x%)(2y — y?) £z =xye ¥V



2.2. Determine os valores de a para os quais a fungio f(x,y) = 2ax* + y? — ax?

a. tenha exatamente um ponto de sela e dois pontos de minimo local;
b. tenha exatamente dois pontos de sela e um minimo local.

c. Existe a € R para o qual a fungdo tenha ao menos um maximo local?
d. Existe a € R para o qual a fungdo tenha mais de 3 pontos criticos?

3. MAXIMOS E MINIMOS EM CONJUNTOS COMPACTOS

EXERCICIOS

3.1. Esboce a regido D e determine o maximo e o minimo absolutos da fun¢édo f : D — R quando
a. f(x,y) =5—3x+4ye D é o tridangulo (com interior e lados inclusos) cujos vértices sdao
(0,0), (4,0) e (4,5);
b. f(x,y) =xye ¥V eD = {(x,y) eR*: 22 +y*> <2,x <0,y > 0};
¢ flxyy)=xyeD={(x,y) e R*: x> —y* =1,x € [1,2]};
d. f(x,y)=2>+y*eD={(x,y) eR?:x2+ > =1,x € [0,1],y > 0}.
Vocé pode usar multiplicadores de Lagrange (apenas) para resolver os itens (c) e (d)?

3.2. Determine o valor méximo e o valor minimo da fungdo f sujeita as restri¢des explicitadas:
a. f(x,y) = xy, sujeito a 5x2 + 5y2 + 6xy — 64 = 0;
b. f(x,y,z) = xyz, sujeito a x> + 2y* + 322 = 6;
c. f(x,y,z) = x’y?z?, sujeito a x> + y* + 22 = 1.

3.3. Determine o valor méximo e o valor minimo de f na regido R sendo
a. f(x,y,z) =x*—2x+y*> —4dy+z2—6ze R={(xv,y,2z) e R®: x? +y*> + 22 < 56};
b. f(x,y,z) = x*+y*+222 —4xy—4z+3xeR = {(x,y,z) e R®: x+y+z <4dex,yz>0}.

3.4. Encontre os pontos de maximo e de minimo de f em C, sem parametrizar C, quando
a. f(x,y) =xyeC={(xy) e R®: x? +2y* =1};
b. f(x,y,z) =x—zeC={(xv,y,z) e R>: x?+y* =zez=2y};
« flxyyz)=x+y+zeC={(xy,2z) e R¥:x? +y? =1ledx+4y =22};
d f(xyz)=x*+1’+22eC={(xyz) e R : x> +y*+22=lex+y+z=1}
Resolva também os itens a. e b. acima parametrizando C.

3.5. Encontre o méximo e o minimo de f (x, y,z) =2x+y— zZ no compacto C.
a. C={(vyz) eR¥:4x> +1* —22+1=0,z > 0e2z =2x +y +4};
b.C={(vyz) e R :4x>+y* —22+1=0,z>0e2z < 2x +y+4};

3.6. Seja f(x,y,z) = x> + y* + 2z% — 4xy — 4z. Determine 0 maximo e o minimo de f em:
(x,y,z) ER¥: x2 + 12 + 22 = 4};

(x,y,2z) € R¥: x2 + 92 + 22 < 4};

(xyz) ER:x2+ 2 +22=dez > 3};

( JERY:x24+y2+22<dez>1};

( JERY: x> +y2+22=4dez>x+y}.

4. MAXIMOS E MINIMOS EM CONJUNTOS ARBITRARIOS
CADA UM DOS PROBLEMAS ABAIXO TEM SOLUCAO. ]USTIFIQUE SUA A EXISTENCIA E, EM SEGUIDA, DETERMINE-A.

EXERCICIOS
4.1. Encontre os pontos da elipse x> + xy + > = 3 mais préximos de (0, 0).

4.2. Qual o ponto do plano x + 2y — z + 4 = 0 que estd mais préximo do ponto (1,1,1)?

4.3. Determine o maior produto de 3 nlimeros reais positivos cuja soma é 100. Exiba tais ntime-
ros.

4.4. Sendo «, B e 7y os angulos de um tridngulo, calcule o valor médximo de sin « + sin 8 + sin 1.
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4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

Determine as dimensdes do paralelepipedo de volume maximo, com faces paralelas aos
planos coordenados, inscrito no elipséide 9x2 + 36y> + 4z> = 36.

Determine as dimensoes do paralelepipedo de volume maximo, com faces paralelas aos pla-
nos coordenados, de modo que uma das faces estd contida no plano z = 0 e a correspondente
face oposta tem os seus vértices no paraboldide z = 4 — x2 — y?,z > 0.

Um pentdgono com 12cm de perimetro é construido colocando-se um tridngulo isésceles
sobre um retangulo. Dentre esses pentdgonos, determine as medidas dos lados daquele que
tem area maxima.

Determine a equagdo do plano que passa por (2,2,1) e que delimita no primeiro octante o
tetraedro de menor volume.

Dentre todos os planos que sdo tangentes a superficie xyzz2 = 1 encontre aqueles mais
distantes da origem.

Dé as dimensdes da caixa retangular sem tampa de maior volume que pode ser construida
com 27cm? de papeldo.

Um quarto de armazenamento aquecido tem a forma de uma caixa retangular e tem o vo-
lume de 1000 pés ctibicos. Como o ar quente sobe, a perda de calor por unidade de &rea pelo
teto é cinco vezes maior que a perda de calor pelo chdo. A perda de calor pelas quatro pa-
redes é trés vezes maior que a perda de calor pelo chao. Determine as dimensdes do quarto
que minimiza a perda de calor e, portanto, minimiza o custo do aquecimento.

5. MAXIMOS E MINIMOS - CALCULO 1 x CALCULO 2

EXERCICIOS

5.1.

5.2.

5.3.

E impossivel para uma funcdo continua de R em R ter 2 maximos locais e nenhum minimo
local. Por qué? O mesmo nao ocorre com uma fungo f : R> — R. Verifique que f(x,y) =
—(x2 = 1)? — (x®y — x — 1)? tem exatamente dois pontos criticos, ambos méaximos locais.
Faga um esbogo de uma superficie com tais caracteristicas e tente compreender como isso
ocorre.

Mostre que a funcdo f(x,y) = x? + 5y?(1 + x)3 possui um tnico ponto critico, que este ponto
critico € um minimo local, e que f ndo possui ponto de minimo global.

Seja f : R? — R dada por f(x,y) = ax? + by?> + cxy +dx + ey + 1, onde a,b,c,d, e, sdo
constantes ndo todas nulas. Prove que se (xo, o) for um extremante local de f, entdo serd
um extremante global de f.

Dica. Dados (h,k) € R?, observe que a fungio g(t) = f(xo + th, yo + tk) é uma parédbola.

6. APLICACOES (SO DEPOIS DE FAZER TUDO, OK?)

EXERCICIOS

6.1.

(Método dos Minimos Quadrados). Fixadon € N, n > 2, sejam P; = (x;,y;) € R?, com
1 <i < n, tais que x; # xj, se i # j. Estes pontos representam os resultados de algum
experimento, e gostariamos de encontrar uma fungdo linear afim f : R — R, f(x) =ax+1b
para a,b € R a serem determinados, tal que o grafico de f contenha P; para1l < i < n.
Nem sempre existe uma tal fun¢do; com efeito, o sistema linear nas varidveis a e b dado por
ax;+b=1y;, 1 <i<n,é emgeral impossivel se n > 3. O objetivo deste exercicio é verificar
que é possivel encontrar uma solugdo aproximada deste sistema, no sentido de minimizar o
erro quadratico médio, dado por
n

E(a,b) =) [yi — (ax; +b)].

i=1
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6.2.

Mostre que E : R?> — R assim definida tem um tnico ponto de minimo global e encontre
tal ponto.

(Modelagem de Portfolios). Aqui daremos um roteiro para a solugdo de dois problemas
relacionados a investimento. Suponha que um investidor tem n opgdes de ativos e pode
escolher livremente um percentual de seu capital para aplicar em cada um deles. Tal escolha
é chamada de um portfolio. O modelo assume que o investidor é averso a riscos, ou seja,
entre dois ativos com um mesmo retorno médio ele vai preferir sempre o de menor risco.

O valores de retorno médio (r;) e risco/volatilidade/desvio padrao (c;) de cada ativo sdo
tipicamente obtidos a partir de sua série histérica. Por comodidade escrevemos os vetores
r=(ry,...,tn)ec=(01,...,04).

Se denotamos por w = (wy, ..., wy,) o vetor (de pesos) tal que w; é o percentual de capital
que o investidor aplica no i-ésimo ativo, temos que o retorno esperado desse portfolio é
Ry(w) = (w,r).

Além disso, se p = (p;;) € matriz de correlagao entre os retornos dos ativos, temos que a
1

n 1
“A . ., 2
variancia do retorno deste portfolio é ¢}, = < Z wiw]-(fiajpi]-> .
ij=1
As perguntas naturais que surgem sdo:
(i) Fixado um risco 0, determine w tal que R, (w) seja maximo.
(ii) Fixado um retorno R, determine w tal que 0, (w) seja minimo.

Ambas as perguntas podem ser reformuladas como problemas de maximos ou minimos
n

condicionados, ja que as coordenadas de w devem satisfazer Z w; = 1 (um hiperplano em
i=1
R") e temos que Ry, ou 0}, é constante. Assim os problemas acima se reescrevem como
(i) Dado um risco 0, > 0 arbitrério,

maximize R,(w)

n
sujeito a Z w; =1

Iy

wiZO,izl,...,

n
( ) wiwjaitrjpij) = 0y

ij=1

M=

(ii) Dado um retorno Ry,

minimize ¢, (w)
n
sujeito a E w; =1

w;>0,i=1,...,n

(w,r) = R,.
Explicite as condi¢des de Lagrange que um ponto critico deve satisfazer. O conjunto
dos pares (0, R;,) para os quais o problema admite solugao determina uma hipérbole,

chamada Markowitz bullet. Vocé consegue determinar uma expressao para essa hipér-
bole?

RESPOSTAS

101 Apenas a superficie do item a.. b. pontos de min: (0,A) e (A,0) com

10 +(,/3, _2\ﬁ \ﬁ), AER;

3 c. ponto de min: (3,0)
1 X (1 ) ( ’ ) ) 37 7
18 X — (1,0,—1) 4+ A(2,—9, — ) A c d. Kog’;g:j:. de sela: (0,A) e (A,0) com
R. ’

2 2 2
17 (x-32+(y—2)>%+(z-1)?%=2 ponto de max:(1,1);

18 a. %; b. (38,6,12); c.2+/406.
2[] a. ponto de min: (—3,2);

e. pontos desela: (0,0),(2,0),(0,2),(2,2),
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20 a.
30 a.

30 a.

33

34 a.

. ponto de min: (——=

. pontos de min:

. pontos

. pontos de min: +(—-L1, L),

V2’ V2
ponto de sela: (0,0), pontos de
1

max: i(%,\ﬁ).
b.a <

a >0 ¢. ndo existe;
.a=0.

valor min: f(4,0) = —7, valor
méx: f(4,5) =13;
.valor min: f(—%, %) = -4,

valor max: f(x, ):f(O,y):S,
comx € [— \[0] y €0,

. valor min: f(2,—\ﬁ) = —23,

valor méx: f(2, \@) =2/3;

. valor min: f(3, \/7) = %+

(%) , valor méax: f(0,1)= 1.
valor min: —16, valor méax: 4;

. 2 (. 2
. valor min: ——=, valor méax: =%;
V3’ V3’
. valor min: 0, valor max: % ;

a. valor min: —14, valor méax: 112;
. valor min: —

141, valor max: 28.

pontos de min: +(¥2,—-L1),
pontos de max: i(i —=);

%), ponto de maéx: (%,1 -
2 /2 - 7)1
V5 V5
(0,1,-2)
e (1,0,—2), ponto de méx:
(L, 5, 292),
33 -3
373773/
2), pontos de
0)e (1,0,0).

de min:
(3-33)e(-33
méx: (0,0,1), (0,1,

30 a.

3[6 a.

40 (1,

412 (0,

413]711—1’12—7’13 3

valor min: —19 — 6v/7, valor
méax: —19 + 6v/7;

. valor min: —19 — 6+/7, valor
max: —%.
pontos de min: (%,%,%) e
(—%,—%,%), ponto de max:
(0101 _2)1

. 05 mesmos que em a.,

pontos de min: (%,%,%) e
(—%,—%,%), pontos de maéx:
(\/ﬁ V15 1)8(_@ V15 1y,

2 7

22 2272 2727 2327

. 05 mesmos que em c.;

ponto de min: (—%, —%, %), pon-

tos de maéx: (—% + j,—% T

B _2) ’
3 7 3/
1) € (_1/_1);

,2).

100

4 343,
4] Os vértices sdo <j: \Zf,j: 1 j:f)

46 Os

vértices sdo (=41, j:l 0) e

(£1,41,2).

47112(2—V/3),

2(3—+/3) e4(2v/3 —3).

48 x+y+2z2—-6=0
4[] 22/5x 4-29/10y 4 29/107 — 5;
22/5x o 29/10y+29/102 — 5/.

22/5y 4 29/10y _

29/10; —5¢

22/5x . 29/10]/ . 29/10Z —5.

4[0 base: 3cm x3cm, altura 1, 5cm.

4[11] largura,

profundidade e altura

iguais a 10 pés.
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