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MAT-2454 — CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL IT (EscorLA POLITECNICA)
PRIMEIRA LISTA DE EXERCICIOS - PROFESSOR: EQUIPE DE PROFESSORES

BONS ESTUDOS!

1. CURVAS, FUNCOES E SUPERFICIES DE NiVEL

EXERCICIOS

1. Desenhe as imagens das seguintes curvas, indicando o sentido de percurso:

a. y(t) = (1,¢),t € IR; b. (t) = (cos?t,sint),0 < t < 27;

c y(t) = (sint sin? t),t €R d. y(t) = (2+cost 3+4 sint), t € [—m, 7]
e.y(t)=(3,1-1t),t€[-2,0] f. y(t) = (e’ cost, e’ sint),t >0

g y(t) = (secttant) tel-%,51 h. y(t) = (v/2cost,2sint),t € R

i. v(t) = (sint,cos®t +2),t € R joyt)=02+e3—¢€),t>0

2. Esboce e parametrize cada conjunto C como uma curva:
a. C={(x,y) eR*:x*+y* =4,y > —xey >x}

b.C={(xvy) eR*:xy=1,x<0ey>—10}

c C:{(x,y)E]Rz:yg—z—(xf)2 =ley <0}

d. C={(x,y) e R*:d((x,y),r) =d((x,y),P)},sendo P = (0,3) eraretay = 4.

e. C={(x,y) eR*:d((x,y),P) +d((x,y), Q) =10},sendo P = (2,0) e Q = (—2,0).
f.C={(x,y) eR*:|d((x,y),P) —d((x,y),Q)| =1,x >0},com P = (2,0) e Q = (—2,0).

Observacgao 1.1. Para os trés ultimos itens consulte o texto sobre conicas disponivel no site
da disciplina, ou clicando diretamente aqui.

3. Mostre que a curva y(t) = (cost,sintcost), t € R tem duas tangentes em (0,0) e ache suas
equagdes. Faga um esbogo da curva.

4. Considere f(x) = (%)2
a. Mostre que a fungdo f ndo é derivavel em x = 0.
b. Determine uma curva 7: R — R?, derivavel e cuja imagem seja igual ao gréfico de f.
c. Interprete geometricamente o fato de que f nado é derivdvel em x = 0, mas a curva 7y é
derivéavel em tj, onde 7y(to) = (0,0).

5. Sejam I um intervalo aberto de R e 7: I — IR? uma curva diferencidvel. Mostre que, se
existe C € R tal que ||y(t)|| = C, para todo t € I, entdo y(t) é ortogonal a y/(t), para todo
t € I. Vale a reciproca? Interprete geometricamente.

6. Um barbante é enrolado ao redor de um circulo e entdo desenrolado, sendo mantido esti-
cado. A curva tracada pelo ponto P no final do barbante é chamada de involuta do circulo.
Se o circulo tiver raio r e centro O, a posicdo inicial de P for (,0), e se o pardmetro 6 for
escolhido como na Figura [I{a)} mostre que as equagdes paramétricas da involuta séo:

x =r(cosf+6sinf) e y=r(sinf —0Hcosh)

7. Uma circunferéncia de raio r rola sem escorregar ao longo do eixo Ox. Encontre equagdes
paramétricas para a curva descrita por um ponto da circunferéncia que se encontra inicial-
mente no origem. (Esta curva é chamada de cicldide, veja Figura [1(b)])
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(A) Involuta do circulo (B) Cicléide

FIGURA 1. Exercicios @ e |?]

8. Para cada func¢do dada, determine o dominio e faga um esbogo:

1
a. f(x,y) =/x—y; b. f(x,y) = axrctg(Z); c flx,y) = \/ﬁ;

d. f(x,y) = tan(x —y); e flxy) = o £ f(xy) = In(xy? - x°);
g f(x,y) = In(16 — 4x* — y?).
9. Esboce uma familia de curvas de nivel das seguintes funcdes:

a'f(x/y):ii_;; b. f(x,y) =x—/1—vy%

c flow) = i A fla) = 2
10. Encontre uma parametrizagdo para a curva de nivel k de f nos casos:
a. f(x,y) =x+2y—3,k=-2b. f(x,y) =x—/1-2y3k=5c f(x,y) = xziyz,k =1
Determine a reta tangente as curvas acima nos pontos (1, 1), (6,0) e (v/2,1), respectiva-

mente.

11. Esboce os graficos de:

afry)=1-x-y b flxy) =" ¢ f(x,y) = 2T+ 9%

d. f(x,y) = 4% +y% e f(x,y) =y* — % £ flxy) =y +1

g f(x,y) =y*+x h. f(x,y) = xy; i f(x,y) = eV,

i fy) = paiep Koy =Gy Lf(xy) =x*+y*+2y+3;

m. f(x,y) = m;

12. Seja y(t) = (ef +1,e7 "), parat € R.
a. Desenhe a imagem de v, indicando o sentido de percurso.
b. A imagem de <y estd contida numa curva de nivel da fungdo f : R> — R dada por
f(x,y) = x?y* — 2y — y* + 4? Em caso afirmativo, em qual nivel?

13. Em cada caso, esboce a superficie formada pelo conjunto dos pontos (x,y,z) € R? tais que:
ax+2y+3z=1  b.x>+22+322=1;, . > +2-22=0;
d.x2+y2—22:—1; e.x2+y2—22:1; f,x2_y2:1,-

g x> —y+z2=1
Alguma dessas superficies é grafico de uma fungéo f : D C R* — R?
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Verifique que imagem da curva 7y estd contida na superficie S e faga um esbogo dessa ima-

a. y(t) = (cos t,cost,\/2sint),t € [0, 71| e S é uma esfera com centro em (0,0,0);
b. y(t) = (V2 +1cost, V12 + 1sint, t),t e ReS: x> +y* — 22 =1;
c. y(t) = (t cost, tsint,\/t?+4), t > 0e S éogrificode f(x,y) = /x> +y*> + 4.

Sejam 7y (t) = (2 —cost,sect +3),t € [0, %[ e f(x,y) = (x —2)*(y — 3))% + 1. Esboce a
imagem de y. Mostre que essa imagem estd contida em uma curva de nivel de f e indique
qual é o nivel.

Sejam g(x,y) = (x —2)>+ (y—3)>+1eTl(t) = (2—t3+1tz(t)),t € R. Sabendo que a
imagem (trajetoria) de I estd contida no gréfico de g, encontre z(t). Esboce ainda a imagem
deT.

Desenhe a imagem de cada uma das seguintes curvas:
a. y(t) = (1,£1); b. y(t) = (cost,sint,2);
c. y(t) = (e fcost,etsint,e™t),t > 0; d. y(t) = (t,cost,sint), t > 0;
e.y(t) = (sint,sint, V2 cos £),0<t<2m f£f (t)=(1+sint,1+sint,cost).

Em cada caso, encontre uma parametrizagéo para C e para a reta tangente a C no ponto P:

a. C={(xy2) cR |2+ +22=lez=x+1} e P= (-1, 1).
b.C={(xy2) e R |2+ +2=le(x—12+y +(z-12=1} e P=(}, % })
¢ C={(xy2) eR|z=p— e+ =1} e P = (L2,¥2,0).
d.C={(xv,y,2) eR* | +y* -2 =ley=2z+1} e P=(—v2,—1,-1).
e. C={(v,y,2) eR’|x=zex’+y* =z} e P=(},1,1).
f.C={(vy2) eR|z= /42 +2ez=20+1} e P=(0,1,1).
. 2244y
Seja f(x,y) = m

a. Esboce as curvas de nivel de f dosniveisc =1,c =2ec = 3.

b. Encontre uma curva derivavel 7, definida num intervalo I C IR, cuja imagem seja a curva
de nivel de f donivel ¢ = 1.

c. Determine o vetor tangente a curva 7y, que vocé encontrou no item anterior, no ponto
(—1,0).

d. Seja T : [0,271] — R® dada por I'(t) = (sint,cost,z(t)). Sabendo que a imagem da curva
estd contida no gréfico de f, encontre o vetor tangente a I' em I'( 7).
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RESPOSTAS

a.y(t) = (2cost,2sint), t € [£,32]; b. Sim, no nivel 5.
b.y(t) = (t,3),t €] — o0, —[; [13] Apenas a superficie do item a..
c¢. v(t) = (1+2tant,3sect),t € [5 no nivel 2.
15, %(; 06 z(t) = 22 + 1. 1
dy(t) = (L7 -2)teR; 18 a. () = g(cost —
e. v(t) = (5cost,\/21sint),t € 1,v/2sint,cost +1),t € [0,27]
[0,27[; X = (552, 1) +A(=1,0,-1),A €
— (1 V15 R;
%’g[‘t) (zsect, 3" tani) £ €] b. y(t) = %(1—cost,\/§sint,cost+
By=xey=—x 1), t€[0,27]
@ b.v(t) = (5, 2)t € R X=(L,2 ) +1(1,0-1),1€eR;
a. {(x,y) eR*:y <«x}; c. v(t) = (cost,sint, —cos(2t)),t €
b. {(x,y) € R?: x #0}; [0,27]
e {(xy) eR*:x2+1> > 1}; 1[>§: (@,%,O)—FA(—LLZ\&),A €
2. 142k ;
;.}{;(x,y) SRy At ke d. y(t) = (V2cost, —1+2sint, —1+
e. {(x,y) ER?:y > 0); sint), t € [0,27]
y {(x’ R2 - o X = (—v2,-1,-1) +A(0,2,1),A €
. ) € cx(y—x)(y+x) > R;
0}; e. y(t) = (3+ Jcost, isint, I+
g.{(x, )GIR 4x +y2<16} %COSt),tE [O 27.([

00 a. y(t) = (t,3(1—1)),t €R X=(,1L1) 411,01, R
X=(33)+AM2-1),A€R £yt = A2 -1),5L2+1)),
b. (t) = (5+c0st,\%sint),t € teR
~%, 7] X=(01,1) +A(1,22)A €R
X =(6,00+A(0,1),A € R MQa.c=1x2+3 > =Lc=2y=1e
C. y(t) = (sect tant),t € y=-1c=3: —%z—ky—;: 1;

155, 5V15, b. (t) = (sint, <), t € [0,271);
X =(v2,1)+A(v2,2),A €R c. (0, L);

d. k = 1: elipse; k = 2: um par de re- VB

tas paralelas; k = 3: uma hipérbole. d. (3, —?, —@)

2. LIMITES E CONTINUIDADE

EXERCICIOS
1. Calcule os seguintes limites, caso existam. Justifique quando nao existirem:

2 2 2
a. lim Y b lim XYY,
()= (00) 7 +y (xy)—(00) X +y
. x3 ~|—y . x2 y
.1 =7 d lm -— 7 .
() (00) X2+ 12 (xy)—(00) 2x* + x2y 4 y?
2 2 2
e. lim 2x +23xy +24]/ ; £, lim %;
(x,y)—(0,0) 3x% + 5y (x,y)—(0,0) x4+'y , ,
g lm Y he lim X SnOTEYD),
<x,y)a<o,o>(x —y) (ey)~00) Xty
. . xX+y . . X . x
.1 ; . lim L );
" o) (00) x§+y24 \ T s 00) 22 + 12 m<v22+y2>
Kk lim w; TSR A Gt
(xy)—(0,0) y—xy (xy)—(00) y* + sin(x? +y2)
m. lim y + ” n. lim x3(1—cos(x2—i—y2))

(cy)ol00) X +ys (x)—(0,0) (22 +y?)?
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. Decida se os limites abaixo existem, determinando seu valor em caso afirmativo:
7sin(x2 s yZ) . b. lim (x?+ y2)ln(x2 + yz)'
(xy)—=(00)  x2+y2 7 (xy)—(0,0) '

. 1
); d. (x,yl)lgh,l) x%In(3x? + y?) arctan (m

a.

).

R 2In(3x? + 12 tan (——
c (x,y)lirE0,0)x n(3x* 4 y*) arctan (y2 —

. Determine os pontos de continuidade da seguinte fungao
x2—y?)(x —1)2
(XZ + ;2)[(xy_)1()2 + (?V - 1)2]’ se (x/y) 7& (0/0) € (x/y) 7& (1/ 1)/
FOOY) =11, se (x,y) = (0,0);
0, se (x,y) =(1,1).

. Seja

1

4 . -
o = [ (77 ) e 2 00)
L, se (x,y) = (0,0).

Existe algum ntimero real L para o qual f seja continua em (0, 0)? Justifique.

Y —1)2 12
.Sejaf(x,y):3( ij(zy 1).

a. Num mesmo sistema de coordenadas, esboce as curvas de nivel de f nos niveis k = 1 e
k=3.
b. Existe lim  f(x,y)? Justifique.
(xy)—(11)

RESPOSTAS

[ a. ndo existe; b. 0; c. 0; d. ndo existe; a. 1; b. 0; c. 0; d. ndo existe.
e. ndo existe; f. ndo existe g. nao B {(x,y) e R*: (x,y) # (0,0)}.
existe; h. 0; i. 0; j. 0; k. ndo existe; 1. 4 L=0.
1; m. ndo existe; n. 0. O limite néao existe.
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