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1 Nullstellensatz Combinatoério

000 Aula 1 (15 de Agosto) — Yoshiharu Kohayakawa 000

Nessa se¢do vamos tratar de teoremas sobre zeros em conjuntos de polindmios. Para fins combi-
natdrios estamos normalmente interessados em corpos finitos, porém iniciaremos a teoria considerando
corpos quaisquer. Seja K um corpo e K[Xj,...,X,] o anel de polindmios de n varidveis em K. Dado
uma familia F de polindmios em K[Xj, ..., X, ] definimos

V(F)={aeK": f(a) =0, para todo f € F}

o subconjunto de K" que zera simultaneamente em todos os polindmios de F. Dizemos que um
conjunto V c K" é algébrico se V = V(F) para alguma familia F de polindmios em K[Xj,..., X, ].

Exemplo 1.1. A circunferéncia unitaria centrada na origem no R? é um conjunto algébrico. De fato,
considere o polinémio f € R[x,y] dado por f(x,y) = x> +y*> - 1. O conjunto dos seus zeros V(f) =
{(x,y) e R?: x> +y? =1} é exatamente a circunferéncia desejada.

Conjuntos algébricos sao fechadas por unido e intersecéo.
Proposigdo 1.2. Se V1, V, c K" sdo dois conjuntos algébricos, entdo Vi NV, e Vi UV, também siio algébricos.

Demonstragio. Se Vi = V(F1) e V, = V(F,) para duas familias de polindmios F; e F, entdo VinV; =
V(FiuFR)eViuV, =V(F-Fp) onde Fr-Fp ={f1- fa: fr € F1, fo € F»}. De fato,

ace V(.7:1 U.7:2) = ac V(]:l) n V(]:z) = V1 n Vz

ace V(f] .7:2) = acec V(fl) U V(fz) = Vl n V.


http://www.ime.usp.br/~tcco/picme

NULLSTELLENSATZ (YOSHIHARU KOHAYAKAWA) 15 DE AGOSTO

A tultima afirmagdo segue da observacado que se a ¢ V(F7), entdo existe f; € 7y tal que f1(a) # 0. Como
aeV(F,-F,), entdo f1(a)g(a) =0 para todo g € 7, e logo a € V(Fp). O

2

Observagio 1.3. Nem todo conjunto de K" é um conjunto algébrico. Um exemplo é o conjunto Z c R.
Se Z = V(F) para alguma familia de polindmios em R[X] teriamos polindmios ndo nulos que zerariam
em infinitos valores, o que contradiz o Teorema fundamental da algebra.

Outro exemplo é o quadrado unitério Q = [0,1]? c R2. Se f € R[x,y] é um polinémio nao nulo tal
que f(Q) =0, entdo para todo b € [0,1], f(x,b) = 0 para todo x € [0,1]. Porém g,(x) = f(x,b) é um
polindmio em uma varidvel e pelo Teorema fundamental da algebra tem de ser identicamente nulo,
pois zera em todos os valores de x € [0,1]. Assim segue que g;, = 0 para todo b € [0,1] o que contradiz
f ndo ser nulo.

Dado um anel R dizemos que um subconjunto I c R é um ideal se I satisfaz as seguintes proprieda-
des:

1. Sea,bel,entdioa+bel.

2. SeaelereR,entdoracl.

Na verdade, se o anel ndo for comutativo essa definicdo nos daria um ideal a direita (pois a
multiplicagdo € feita pela direita). Porém como em todos os casos 0 nosso anel serd comutativo ndo
teremos problema. Dado um conjunto A € R, o ideal (A) gerado por A é o ideal minimal contendo A,

z

isto é, para todo I ideal com A c I, entdo A c (A). Uma outra forma de definir (A) é
(Ay={ra1+...+ras:a;€ A, rie R}.

Proposicdo 1.4. Seja R um anel comutativo com unidade. R é um corpo se, e somente se, os tinicos ideais de R
sio {0} e o préprio R.

Demonstragio. Suponha que R é um corpo. Seja I um ideal nado vazio de R e a € I. Do fato de R ser um
corpo, existe b € R tal que ab = 1. Pela definicdo de ideal 1 = ba € I. Porém agora para todo r € R, temos
quer-1el, ouseja, I =R.

Suponha que os tnicos ideais de R sejam {0} e R. Seja r € R um elemento do anel com r # 0. O
ideal (r) é ndo vazio e portanto é igual a R. Mas (r) = {ar : a € R} consiste exatamente dos multiplos
de r. Como 1 € R, segue que 1 é multiplo de r, isto é, existe s € R tal que rs = 1. Isso implica que todo
elemento ndo nulo de R possui inversa e logo R é um corpo. O

Uma observacédo interessante que podemos fazer sobre conjuntos algébricos até aqui é que dado
uma familia F ¢ K[Xy,..., X,] temos que V(F) = V({F)). De fato, se a € V(F), entdo f(a) = 0 para
todo f € F. Logo (h1f1 +...+htfr)(a) = 0 para todos fi,...,fre Fehy,...,. by e K[Xy,...,X;,] e disso
a € V(F), o que conclui que V(F) c V((F)). O outro lado é imediato do fato de F c (F) e portanto
V{(F)) c V(F).

Isto tudo significa que o conjunto de zeros de uma familia de polindmios se mantem ao conside-
rarmos o ideal dessa familia. Assim podemos supor sem perda de generalidade que F é sempre um
ideal. Seria interessante se pudessemos gerar esse ideal com apenas um numero finito de polinémios,
o que facilitaria nosso entendimento desses conjuntos. Isso é possivel e se trata do Teorema da base de
Hilbert.

Um anel R é noetheriano se toda sequéncia crescente de ideais estaciona, isto é, se para toda
sequéncia {Ij }in deideaisem Rtalque j c hc...c [y c...existeumte Ntalque Iy =I;;1 = Lo = ...
Um ideal I c R é finitamente gerado se existe um conjunto finito de elementos {ay,...,4;} c R tal que
I= (a1,...,at).

Proposicdo 1.5. R é noetheriano se, e somente se, todo ideal de R é finitamente gerado.

Demonstragio. Suponha que R é noetheriano. Seja I um ideal de R. Construa uma sequéncia de ideais
I, I, ..., I, ... da seguinte forma. Faga Iy = {0} e defina os proximos ideais recursivamente. Suponha
que I ja foi definido, se I = I, entdo faca ay,q = 0 e I1q = (ax41) + Iy. Caso contrério, seja ay,q € I\ I
um elemento qualquer, defina Ii,1 = (ax,1) + I, isto é, o ideal gerado por I; e a;,1. Note que no dltimo
caso Iy ¢ Ix41 e que para todo j, [; = (ay,...,a;).
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Nos dois casos obtemos que a sequéncia {Ii }rn € uma sequéncia crescente de ideais e que todos
estdo contidos em I. Como R é noetheriano, sabemos que essa sequéncia estaciona. Seja k o menor
inteiro tal que I = I;_;. A tnica forma de isso ocorrer é se I = [ = (aq,...,a;) e portanto I é finitamente
gerado.

Suponha agora que todo ideal de R é finitamente gerado. Seja Iy c I c ... c [} c ... uma sequéncia
crescente de ideais. Seja I = U2, [ a unido desses ideais. Néo ¢ dificil ver que I também é um ideal.
De fato, se a,b € I, entdo existem I;, I, tais que a € I}, b € I,. Do fato da sequéncia ser crescente a,b € I
onde p = max{l,m} elogoa+bel, cIeparatodore R vale também que rae I, c I.

Da hipétese temos que I é finitamente gerado. Suponha que I = (ay,...,4,). Como a; € I significa
que existe t; € IN tal que a; € I;, para todo 1 < i < m. Seja t = max{ty,...,t;}. Do fato dos ideais
serem crescentes temos que a; € I; para todo 1 <i < m. Logo I = (ay,...,an) c I} c I. Isso significa que
It = It41 = Iyyo = ... = I, ou seja, a sequéncia estaciona. Portanto R é noetheriano. O

Teorema 1.6 (Base de Hilbert). Se R é noetheriano, entdo R[X] é noetheriano.

Demonstragio. Seja I um ideal de R[X], vamos mostrar que ele é finitamente gerado. Para isso vamos
construir recursivamente uma sequéncia de ideais comegando por Iy = {0}. Dado Ii, construimos I,
da seguinte forma. Considere fi,1 € I~ Iy 0 polindmio de grau minimo em I\ Iy, entdo Iy 1 = Iy +{fx41) =
(fi,---, fks1)- Se I = Iy apenas pare.

Temos entdo duas possibilidades: Ou em algum momento essa sequéncia para e quando isso
acontece temos um k tal que I = Iy = (f1,..., fx) e logo I é finitamente gerado, ou {Ij}rnyn € uma
sequéncia infinita estritamente crescente. Nesse segundo caso, pela forma como foi construida temos
que deg(f1) < deg(fz) <...<deg(fx) <..., ouseja, a sequéncia de graus dos polinémios f; é crescente.

Para cada polindmio f; seja a; o coeficiente do termo lider de f;. Defina a sequéncia {Ji}ren de
ideais em R dada por Ji = (a4, ...,4a;). Essa sequéncia é obviamente crescente, e por R ser noetheriano
existe m tal que a sequéncia estaciona. Em outras palavras, existe m tal que (a, ... ,ay) é oideal gerado
por {ai}ien-

Vamos mostrar que fy,+1 € (f1,-.., fm) 0 que contradiz a forma como as fungdes f;’s foram escolhi-
das. Do fato de a,,41 € (a1,...,a,) existem by, ..., by € R tais que

m
A1 = ) biaj.
i=1

Entdo considere o polindmio g € I dado por

= fo1 = 3 b XBUn)~den(f) £,
i=1

Como o coeficiente lider de fy;11 é 4,41 € 0 de Y14 b; Xde8(fur1)-deg(fi) f; & Y%, bja; temos que deg(g) <
deg(fm+1). Como f,11 é o polindmio de menor grau em I fora do ideal (fy,..., f) segue que g €
(f1,..., fm). Porém isso implica que f;;+1 € (f1,..., fm), chegando na contradi¢gdo desejada. O

No nosso caso em particular K é um corpo e pela Proposi¢do 5.4 s6 possui como ideais {0} e o
proprio K. Isso implica que K é noetheriano e logo pelo Teorema da Base de Hilbert, o anel K[X] é
noetheriano. Agora notando que K[Xy, ..., X,] = K[X1][X3]...[Xx], aplicacdes iteradas do Teorema
5.6 nos mostram que o anel K[Xj, ..., X;;] é noetheriano. Ou seja, todo ideal em K[Xj, ..., X, ] é gerado
por um conjunto finito de polindémios.

Para finalizarmos vamos enunciar o Nullstellensatz Fraco. Vamos enunciar o teorema na forma de
um teorema de alternativas. O que torna relativamente satisfatério do ponto de vista computacional.

Teorema 1.7 (Nullstellensatz Fraco). Dados K um corpo algebricamente fechado e polindmios fy,..., fm €
K[Xy,...,X,], entdo exatamente uma das alternativas vale:

1. Existe a e K" tal que f1(a) =...= fi(a) =0.
2. Existem g1,...,9m € K[Xq,..., Xy] tais que f1g1+ ...+ fugm = 1.
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Uma outra maneira de enunciar o Nullstellensatz Fraco pode ser feita da seguinte forma.
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Teorema 1.8 (Nullstellensatz Fraco). Seja K um corpo algébricamente fechado e I um ideal em K[Xy, ..., Xy].
SeV(I) =@, entio I =K[Xq,...,Xu].

A equivaléncia com o Teorema 1.7 vem do teorema da base de Hilbert. Como K[Xj,...,X,] é
noetheriano, segue que I é finitamente gerado. Escrevendo I = (fy,..., fu:), entdo a € V(I) se, e somente
se fi(a) = ... = fu(a) = 0. Assim V(I) = & significa que fy,..., fix Nd0o possuem uma raiz comum. A
igualdade I = K[Xj,...,X,] ocorre se, e somente se 1 € I. Isso é facil de ver. Se 1 € I é obvio pela
definicdo de ideal que f = f-1 € I para todo f € K[Xj,...,X;], logo I = K[Xj,...,X,]. Agora se
I=K[Xj,...,Xx], entdo todo polindmio f € I. Em particular 1 € I.

Com essas observagdes, basicamente o Teorema 1.8 nos diz que se ndo existe uma raiz comum de
fi,-+-, fm, entdo existem g1, ...,gm tais que f1g1 +...+ fmgm = 1. Isso segue de imediato do Teorema 1.7.
Ja para vermos que o Teorema 1.7 segue de 1.8 basta ver que fi,..., f; possuirem uma raiz comum e
1e{f1,..., fm) ndo podem ocorrer simultaneamente. Se ocoressem, sendo a € K" raiz comum, entdo

1- i(gifz-)(a) -0

0 que é uma contradicao.

Observacdo 1.9. O Nullstellensatz Fraco necessita que K seja um corpo algebricamente fechado. Por
exemplo, se K = R que ndo é algebricamente fechado, um possivel contra exemplo seria tomando n =1
e oideal I = (X?+1). Como X? + 1 ndo possui raizes em R temos que V(I) = @, porém I # K[X].

Outra observagdo é que no caso n = 1 o teorema pode ser facilmente provado notando que o anel
K[X] é um dominio de ideais principais, isto ¢, todo ideal em K[X] é gerado por apenas um polinémio.
Uma maneira de provar isso vem da divisdo euclideana que estd bem definido em K[X]. O algoritmo
da divisdo euclideana nos garante que para polinémios f, g € IK[X] existem polinémios g, r € K[X] tais
que g = fg+redeg(r) <deg(g).

Dado um ideal I € K[X] seja f um polindmio ndo nulo de menor grau em I. Seja g € I um polindémio
qualquer. Pela divisdo euclideana g = fq+7r para q,r € K[X] e deg(r) < deg(f). Mas ai temos um
problema: pela definicdo de ideal o polindmio r tem de pertencer a I, porém f é um polinémio de
menor grau. A tnica forma de isso ocorrer é se r = 0 e neste caso g = fg, ou seja, g é multiplo de f. Isso
conclui que I = (f). Entdo se V(I) = @ temos que I tem de ser gerado por um polindmio f de grau 0,
pois K ¢é algebricamente fechado. Isso significa que 1 € I e logo I = K[X].

Estudamos até agora ideais I no conjunto de polindmios K[Xj,...,X,] e conjuntos algébricos V
em K". Esses dois espagos possuem uma conexdo simples como ja vimos. Para cada ideal I, existe
um conjunto algébrico V(I) cujo os elementos sdo os zeros comuns dos polindmios em [ e para cada
conjunto algébrico V existe um ideal de polindmios I(V) tal que V é o conjunto dos zeros comuns de
I(V). Podemos estender essas relagdes para o K" e 0 K[Xy,..., X, ].

Seja I : P(K") - Z uma funcdo que leva um subconjunto de K" em um ideal de K[Xj,..., X;]
(denotamos por Z o conjunto de ideais de K[Xj, ..., X,]). Dado um conjunto S c K" definimos I(S)
como o menor ideal em K[Xj,..., X, ] tal que para todo f € I(S), temos f(S) = 0. Como 0 € I(S) para
todo S, esse ideal sempre existe.

Da mesma forma podemos definir a aplicagdo V : P(K[Xj, ..., X;]) = P(K") que leva conjuntos de
polindmios em K[Xj, ..., X;; ] em subconjuntos algébricos em K". Dado um conjunto F c K[Xj, ..., X;]
temos que V(F) é o subconjunto de elementos de K" que zeram em todos os polindmios de F, como
ja definido previamente.

Considere a ordem parcial usual de inclusdo nos conjuntos K" e K[Xj,...,X,]. As funcdes I e
V agem nesses conjuntos invertendo ordens, em outras palavras, se S; ¢ Sy, entdo I(Sy) c I(Sq1) e
se F1 ¢ Fp, entdo V(F,) c V(Fy). Em geral, dado dois conjuntos parcialmente ordenados (P;,<1) e
(P2,<2) dizemos que as duas fungoes f : Py - P e ¢: P, — P; formam uma conexdo de Galois entre Py
e P, se elas invertem ordens, isto é, se a <1 b = f(b) < f(a) paraa,be Py ea<; b= g(b) <1 g(a) para
a,bePesea<y g(b) «b<y f(a) paraac Py eb e P,. O nome vem do famoso resultado em teoria
de Galois que extensdes de corpos e grupos podem ser relacionados por fungdes como vistas acima.
Apenas a defini¢do de conexdo de Galois ja nos permite analisar o que acontece ao aplicarmos f o g ou

gof.

Proposigdo 1.10. Dadoa e Py e b e Py, temos que a <1 g(f(a)) e b <p f(g(b)).
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Demonstragio. Do fato de f e g formarem uma conexdo de Galois temos que a <1 g(b) < b < f(a).
Tomando a = g(b) obtemos que b <, f(g(b)) e tomando b = f(a) obtemos que a <1 g(f(a)). O

A dltima proposi¢do pode ser aplicada no nosso caso, pois estamos lidando com uma conexdo
de Galois. De fato, jd mostramos que I e V invertem ordem, basta provar que para S € K" e F ¢
K[X3,...,Xs] temos que S c V(F) < F c I(S). Isto é verdade pois as duas afirmagdes sdo equivalentes
a dizer que para todo f € F temos que f |s= 0. Assim por [ e V formarem uma conexao de Galois sobre
K" e K[Xj, ..., X;,] a Proposi¢do 5.9 nos garante que para todo S € K” temos S c V(I(S)) e para todo
FeK[Xy,...,X,] temos F c I(V(F)). Na verdade conseguimos algo um pouco melhor.

Proposig¢do 1.11. Se S € K" é um conjunto algébrico, entdo S = V(I(S)).

Demonstragio. J4 mostramos que S ¢ V(I(S)) para todo S € K". Resta mostra que se S é conjunto
algébrico, entdo V(I(S)) c S. De fato, se S é conjunto algébrico, entdo S = V(F) para algum conjunto
de polindmios F c K[Xjy, ..., X;]. Usando da Proposic¢do 5.9 temos que F c I(V(F)). Aplicando V dos
dois lados e usando que V inverte ordem obtemos que

V(I(V(F))) c V(F) < V(I(S)) cS.
O

No6s poderiamos pensar que o andlogo acontece do outro lado, isto é, se 7 é um ideal entdo
F = I(V(F)). Porém isso nao é verdade. Um contra exemplo é o ideal (X7). O conjunto algébrico
V((Xi’)) consiste de todos os elementos em K" cuja primeira coordenada ¢ 0. Disso é facil ver que
X1 € [(V((X3))) porém X; ¢ (X3).

Em vista dessa dificuldade técnica precisamos definir o radical de um ideal. Dado um anel R e um
ideal I definimos o radical rad(I) de I como

rad(I) ={a e R: a° € I para algum s ¢ N}
O primeiro passo é checar que o radical de um ideal é também um ideal.
Proposig¢do 1.12. Dado um anel R e um ideal I o radical rad(I) é um ideal em R.

Demonstracio. Sejam a,b € rad(I). Da defini¢ao existem sy, s, tais que a°1,b%2 € I. Tome agora s = 51 + 5
e analisemos (a + b)*. Expandindo pelo bindmio de newton obtemos

S
(a+b)°=3" (S,)aibs_i.
i=0 \
Do fato de s > s1 + 5, temos que ou i > 57 ou s—i > sy, para todo 0 < i < s. Isso significa que para todo
1<i<s omondmio a’b*~! pertence a I. Portanto (a +b)° € I e consequentemente a + b € rad(I). Como
a°l € [ e I é um ideal, temos que r*14°! ¢ [ para todo r € R e portanto ra € rad(I) para todo r € R. Isso
conclui que rad(I) é um ideal. O

E obvio que | c rad(]) para um ideal | ¢ K[Xy,...,X,]. O natural é perguntar se rad(J) é o
suficiente, isto ¢, rad(]) é I(V(])). Se g € rad(]), entdo g' € J para algum t ¢ IN. Isso significa que
g lv(j)= 0, pela defini¢do de V(J) e como K é um corpo ele ndo possui divisores de zero e portanto
g lv(p= 0. Mas o dtlimo é exatamente o mesmo de dizer que g € I(V(])), logo rad(]) c I(V(])). O
Nullstellensatz nos garante que a outra inclusdo também vale.

Teorema 1.13 (Nullstellensatz Forte). Seja | = (f1,..., fu) um ideal em K[Xy,...,X,] gerado pelos po-
linbmios fq,...fm e seja V.= V(]J) o conjunto de zeros comuns a esses polindmios. Se para um polindmio
geK[Xy,...,Xy] temos g |y=0, entdo existem t e N e hy, ..., hy € K[ Xy, ..., Xy ] tais que

g =hifi+. .+ hyfu

Demonstragio. Para provarmos o Nullstellensatz Forte vamos usar o Nullstellensatz Fraco. Seja Y
uma nova varidvel e considere o anel K[Xj,...,X;,Y]. Os polinémios fi,..., fiu, g podem ser vistos
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como elementos de K[Xj,..., Xy, Y] pois utilizam um ntimero menor de varidveis. Considere o po-
lindémio f,41 € K[Xy,..., Xy, Y] dado por fy+1(Xq,...,Xu,Y) = Yg(Xy,...,X,) - 1. Vamos mostrar que
f1,---, fm+1 Nd0 possuem uma raiz em comum.

Suponha que estes polindmios tenham uma raiz comum e seja (ay,...,4,,b) essa raiz. Como
fitay,...,a0) = ... = fm(ay,...,a,) = 0 segue que (ay,...,a,) € V(J) e logo g(ai,...,a,) = 0 pela
hipotese. Temos entdo que fy11(a1,...,a,,0) = bg(ay,...,a,) -1 = -1 # 0, 0 que contradiz o fato de
(a1,...,an,b) ser uma raiz comum.

Pelo Teorema 1.7 existem hy,..., Iy € K[Xy,...,X,, Y] tais que by f1 + ...+ hyy1fmer = 1. Expan-
dindo f,+1 temos

Mz

1= h,-(Xl,...,Xn,Y)fi(Xl,...,Xn)+hm+1(X1,...,Xn,Y)(Yg(Xl,...,Xn)—1).
i=1
_ 1
Tomando Y = oo obtemos
1= E (X1, Xy, —————————)fi(Xq,..., Xy).
= (X 4 g(xl,...,xn))fl( ! ")

Seja t um expoente grande suficiente tal que o expoente de Y em qualquer polinomio /; seja menor
que t, entdo multiplicando a tltima equagéo por ¢’ temos

m 1
X1,..., X))t = X1, X)) (X, ..., Xy, —————
g(Xq n) ;g( 1 n) hi(Xq n 2(X0, - Xn)

P hi(Xy, e Xn) fi(X, e X))
i1

Vi(Xa, ..., Xn) =

porque podemos ver g(Xl,...,Xn)thi(Xl,...,Xn,M) como um polinémio em Xy, ..., X, pela
escolha de t. 0
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Nessa aula provaremos o Nullstellensatz Fraco (Teoremas 1.7 e 1.8). Faremos isso por indugdo no
nuimero de indeterminadas. O caso n = 1 ja foi estudado na Observagdo 1.9. L4 mostramos que o
algoritmo da divisdo euclideana era essencial para mostrar que qualquer ideal I em K[X] podia ser
gerado por um tnico elemento. Esse gerador do ideal I é um divisor comum de todos os elementos de
I, mas mais do que isso, é o maximo divisor comum de todos os elementos de I.

Uma maneira muito natural de conseguir esse gerador vem pelo Teorema de Bezout, em que dados
dois polinémios f, g € K[X] nés encontramos polindmios a,b € K[ X] com deg(a) < deg(g) -1 e deg(b) <
deg(f) -1 tais que o médximo divisor em comum moénico h € K[X] pode ser expresso como h = af +bg.
Para os nossos propositos vamos precisar de uma forma eficiente de calcular esse méaximo divisor
comum em um contexto um pouco mais geral.

Seja R um anel noetheriano de dominio integral, i.e., se a,b € R sao tais que ab = 0 entdo ou a =0,
ou b = 0. Dados dois polindmios f, g € R[X] ndo nulos de graus 1, m, respectivamente, com

f(X)=fo+ fiX+...+ fuX"
eX)=g0+§1X+...+gmX"

nos definimos o resultante de f, ¢ como o determinante da matriz (1 +m) x (n +m), M¢ , dada por

fo 0 - 0 g 0 - 0
fi fo - 0 g g - 0

M. =] : R : : RS
P27 fu for ~ fo Sm Sma 80

0O fu =~ + 0 gu -
: : fn : : " 8m
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Mais formalmente podemos definir M, = (m;;) € RUrm)x(n4m) como

frs sei—-j=kej<m
mij = ks sei—-j-m=kej>m.

0, caso contrario

A matriz My, € interessante pois podemos expressar qualquer combinagao da forma af +bg com
deg(a) < deg(g) e deg(b) < deg(f) como uma transformagdo linear. De fato, considere a(X) = ag + a1 X +
oA @y X" e b(X) =bg+ b1 X +...+b,_1 X" L. Entdo se considerarmos v € R"*" o vetor cuja entradas
sdo

. ai-1, sei<m
1 . 7
bi_m-1, sei>m

temos que uma simples conta nos mostra que a(X) f(X) + b(X)g(X) = ug + upX + ... + U, X" onde
u = My cv. Em particular, o problema de saber se existe determinado polindmio h de grau no maximo
n+m-1tal que h =af +bg é equivalente a saber se um sistema de equagdes da forma My ,v = u possui
solugdo. Isso depende fortemente do valor do determinante de My .. De fato, no caso em que R é um
corpo, o sistema acima possui solugdo se o determinante for diferente de 0. Para um anel R mais geral
noés temos.

Lema 1.14. O resultante Ry, = det(M o) é um elemento do ideal gerado por f,g em R[X].

Demonstragido. O determinante é uma aplicagdo multilinear alternada, portanto isso nos permite so-
mar a uma linha combinagdes lineares de outras linhas da matriz sem alterar o valor do determi-
nante. Tendo isso em vista, chame m; a i-ésima linha de My ,. Substitua my por my + Xmy +... +
X", m. A nova matriz A obtida por essa substituicdo possui primeira linha com coordenadas
F(X),Xf(X),..., X" 1f(X),8(X),..., X" 1¢(X). Calculando o determinante nés obtemos

Ry,g =det(A) = p(X) f(X) +4(X)g(X)
para polinémios p,q € R[X]. Portanto Ry ¢ € (f, g). O

Como todas as entradas de My , pertencem a R, uma consequéncia do tltimo lema € que se R, # 0,
entdo f e g ndo possuem um fator ndo constante em comum. Em particular, se f e g possuem uma raiz
em comum, entdo R, = 0. O proximo lema é muito importante para nossa demonstragao e ¢ um caso
particular do que é chamado de Lema de normaliza¢do de Noether.

Lema 1.15. Seja K um corpo infinito e f e K[Xy, ..., X, ] um polindmio de grau d. Entio existem Aq, ..., Ay_q
tais que

(X F(Xy+ A X, -, Xyt + Apo1 X, X)) # 0.

Demonstragio. Observe que o polindmio g(Xi,...,Xn) = f(X3+MXn, ..., Xy-1 + Ay_1Xn, X)) possui
grau d e portanto o coeficiente de X% em g vem do termo homogéneo de grau d de f. Isto ¢, se escre-
vermos f = f;+h onde f; é o polindmio homogeneo de grau d de f, entdo uma simples conta nos mostra
que [X9g(X1, ..., Xn) = [Xfa(X1 + M Xy oo, Xt + A1 X1, Xn) = fa(A, .., Au_1,1). Assim basta
mostrarmos que existem Aq,...,A,_1 em K tais que o polinémio p(Xj,..., X,-1) = fu(X1,..., Xn-1,1)
de (n-1) varidveis e grau no maximo d satisfaz p(Aq,..., A1) #0.

Vamos mostrar por inducdo que isso ocorre para todo polindmio nido nulo p € K[Xj,..., Xi]. Se
k =1, entdo pelo teorema fundamental da algebra existem apenas um ntimero finito de raizes para p.
Como K é infinito, existe A tal que p(A) # 0. Agora suponha que jd provamos para k — 1 indeterminadas,
vamos provar para p € K[Xj,..., X;]. Podemos ver p como um polindmio em Xj. De fato, seja q €
R[X;] onde R = K[Xy,...,Xx1] e q(X¢) = Sioqi(X1, .., Xe1) XL = p(Xy,..., Xg). Por hipétese de
inducdo seja (Ay,...,Ar_1) € K< tal que go(Aq,...,Ar1) # 0. Se existe a € K tal que g(a) # 0 entdo
p(A1, ..., Ak_1,a) # 0 e estamos resolvidos. Caso contrario, para todo a € K temos que g(a) = 0 e
logo do fato de K ser infinito temos que ¢;(Aq,...,A_1) = 0 para todo i = 0,...,f. Em particular
go(Aq,...,Ak_1) =0 0 que é um absurdo.
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O

O Lema 1.15 é verdadeiro apenas para corpos infinitos. Este é o nosso caso, pois todo corpo alge-
bricamente fechado tem de ser infinito. De fato, suponha que K é um corpo algebricamente fechado.
Considere o polindmio f(X) = [T,ex (X —4a) + 1. E facil ver que f(a) = 1 para todo a € K o que implica
que f ndo possui raizes, uma contradigdo ao fato de K ser algebricamente fechado. Entdo nosso corpo
satisfaz as condi¢des do lema. Assim podemos provar o Teorema 1.8.

Demonstragio do Teorema 1.8. A demonstragdo serd por inducdo em 7. O caso n = 1 ja foi observado.
Suponha agora que para todo k < 1 o teorema é verdadeiro, vamos provar para n. Seja I um ideal de
K[Xj,...,Xn] que ndo contém 1 e suponha que exista f € I de grau d com

f(Xl,...,Xn) :fd(Xll'--/Xn—l)XZ+---+fl(X1/-'-an—1)XVl +f0(X1,...,X,,,_1)

tal que f; e K* e f; e K[Xy,..., X;1].

Defina | como o ideal formado por todos os polindmios em I que ndo utilizam a indeterminada
Xy, isto é, [ = InK[Xy,..., X,-1] E facil ver que 1¢ ], pois 1¢ 1. Como | pode ser visto como um ideal
de K[Xj,..., X;—1] por hipétese de inducao temos que V(]) # @. Seja a = (ay,...,a,-1) € V(J) uma raiz
comum a todos os elementos de J. Considere agora o ideal em K[X] dado por

Ia = {f(tll,. ..,a,,_l,X) : f € I} c ]K[X]

Se 1 ¢ I, entdo pela hipétese de indugdo para o caso n = 1 temos que existe V(I;) # @. Seja a, € V(I,, é
facil ver que (aq,...,a,) € V(I) e terminamos.

Assim basta mostrar que 1 ¢ I,. Suponha que ndo, entdo existe g € I tal que g(ay,...,4,-1,Xn) = 1.
Escreva

g(Xl,...,Xn) :ge(Xlr“-/Xn—l)sz+~-'+gl(X1/'-'/Xn71)Xn +g0(X1,...,Xn,1).

Se e > d entdo considere f := Xfl_f f, caso contrdrio podemos ver ¢ como um polindmio de grau d em
Xy em que vale g;(Xj, ..., X;-1) =0 para i > e. Seja | = max{d, e}. Calcularemos o resultante R,  como
o determinante da matriz 2/ x 2] M, ¢ onde o anel é R = K[Xj, ..., X;1].

O Lema 1.14 nos diz que Ry ¢ € (f,g) c I, mas pela definicdo de resultante temos também que
Ry € K[X1,...,X,_1. Assim Ry €] elogo Rg,f(al,...,an_l) = 0. Porém para esses valor temos que
Qo(a1,...,ay,-1)=1egi(ay, ..., a,-1) = 0 para todo i > 0. Logo calculando explicitamente temos

10 -0 fo - O

01 -0 f4 - 0
Ref(ay,...,an) =det|0 0 - 1 fi1 - fo :le¢0

00 - 0 f - f

o0 - 0 0 fl

pois f; = f; # 0, uma contradicao.
Agora suponha que [ ndo possui um polinémio f como o de cima. Seja & um polinémio qualquer
de I de grau d. O Lema 1.15 nos diz que existem Aq,...,A,_; tais que

[XTh(Xq + A1 X, - X1 + Ay X, X)) # 0.
Considere a aplicagdo ¢ : I - ¢(I) que leva o ideal I em um ideal I’ pela relagdo
4)(f)(X1, .. .,Xn) = f(X] + )thn, .. '/Xn—l + /\n_an,Xn).

Nao é dificil ver que ¢ é um isomorfismo. Porém ¢ (/) é um polindmio cujo coeficiente de X9 é nao
nulo. Isso significa que o teorema é verdadeiro para o ideal ¢(I). Portanto existe (by,...,b,) € V(¢(I)).
Aplicando a inversa notamos que (by = A1by, ..., by—1 —Ay_1by, by) é uma raiz comum de I e logo V(I) #
a.

O
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000 Aula 4 (19 de Setembro) — Yoshiharu Kohayakawa 000

Agora trabalharemos com uma versdo especifica do Nullstellensatz. Como vimos nas aulas pas-
sadas o Nullstellensatz Forte nos diz que se KK é um corpo algebricamente fechado e g, f1,..., fu €
K[Xy,...,Xu] sdo polindmios em n varidveis tais que g |y((f,.., )= 0, entdo existe inteiro ¢ e po-
lindmios hy, ..., hy e K[Xy, ..., X;] tais que

gt = h1f1 +... +hmfm-

Fagamos um caso particular em que m = n. Dados conjuntos finitos Si,...,5, em K defina f; =
[Tses, (Xi —s) € K[Xy,...,Xy] para todo 1 < i < n. Seja g € K[Xy,...,X,] tal que g(s1,...,81) = 0
para todo (s1,...,54) € S1x...xSy,. O Teorema 1.13 nos garante que existe um inteiro ¢ e polindmios
hy,...,hy tais que g' = fihy +...+ fuhy. Porém aqui conseguimos provar algo ainda mais forte.

Teorema 1.16. Seja K um corpo qualquer e n um inteiro. Dados conjuntos finitos S1,...,S, em K podemos
definir f; = Ilses,(Xi—5) € K[Xy,...,Xn]. Seja g € K[Xy,...,Xy] tal que g |s,x..xs,= 0. Entdo existem
polindmios hy, ..., hy, com deg(h;) < deg(g) —deg(f;) tais que

g:h1f1+---+hnfn-

Além disso, se os coeficientes de g, f1,..., fn pertencem a um anel R c KK, entio os coeficientes de hy, ..., hy
também pertencem a esse anel.

O Teorema 1.16 possui diversas melhorias comparado ao Teorema 1.13. Melhorias como: podemos
tomar f = 1, temos um maior controle do grau dos polindmios e acima de tudo K ndo precisa ser
algebricamente fechado. Esse tltimo ponto é de extrema importancia em combinatéria, onde os corpos
naturais costumam ser finitos.

Para provarmos o teorema vamos precisar de um lema muito semelhante a demonstracdo do Lema
1.15.

Lema 1.17. Seja K um corpo qualquer e p € K[X,..., X, ] um polindmio de n varidveis. Suponha para todo
1 <i < n quet; é o maior expoente da varidvel X; em todos os mondmios de p e que S; c K é um conjunto com
t; +1 elementos. Se p |s, x...xs,= 0, entdo p é o polindmio identicamente nulo.

Demonstragio. Faremos por indugdo em n. Se n = 1 isso é exatamente o fato que um polindmio nédo
nulo de uma varidvel de grau t s6 pode ter t raizes (Teorema fundamental da Algebra). Agora suponha
por indugdo que o Lema é verdadeiro para n -1 varidveis e vamos provar para n. Escreva p como

p:ptan{’ +...+p1 X+ po

onde p; e K[Xy,...,X;-1]. Fixe (s1,...,5,-1) € S1 x...x 5,1, 0 polinémio

g(X) =p(s1,.-.,5n-1,X) = ptn(sl,...,sn_l)Xt” +oootp1(s1,.-,50-1) X +po(s1, .-+, 50-1)

de uma varidvel zera em todos os valores de S,,. Como |S;| > t, isso significa que g tem de ser identi-
camente nulo, isto é, p;(si,...,5,-1) = 0 para todo 1 <7 < n. Porém (sy,...,s,-1) foi escolhido arbitra-
riamente, isso significa que p;(x1,...,x,-1) = 0 para todo (x1,...,x,-1) € Sy x...xS,_1 e1<i<n. Por
hipétese de indugdo segue que todos os p;’s sdo identicamente nulos e logo p também é. O

Podemos agora demonstrar o teorema 1.16.

Demonstragio do Teorema 1.16. Seja t; = |Sj| -1 para todo 1 < i < n. Podemos entdo reescrever os po-
linémios f; como

£ .
ti+1
e X X3 1
]:
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Como f; serd sempre que X; assume um valor em S;, isso significa que para s € S; temos
ti
ti+1 i
st = Zfijs]-
j=0

Agora considere ¢ como um polinémio em X;, isto é, podemos escrever g = ngf +...+ 51X+ Q0
onde cada gj € K[Xi,...,Xi,...,Xn]. Se d > t; podemos transformar esse polindmio em um polindmio

de grau no méximo f; substituindo Xll- por Zé:ll_t,_l finf iteradamente até todos os mondmios com
- 1

X; possuirem grau no maximo ¢;. Isso pode ser feito subtraindo um polindmio da forma h;f;. Para

exemplificar fagamos uma iteragdo com o mondémio cX;l o Xff X

a;—1 .

eX{' X Z; 1fin§)Xf;‘+11 X0 = XXX XKL XE (X X
J=ai=ti=

Ou seja, para substituirmos X! precisamos subtrair algo da forma af; com a € K[Xj, ..., X,,]. Aplicacdes

iteradas dessa substitui¢gdo nos dé o polindmio h;. Note que da forma que o processo é feito deg(h;) <

deg(g) - deg(fi)-

Fazendo isso para todo 1 <i < n obtemos polindmios h, ..., h, e K[Xj, ..., X, ] como no enunciado
tais que g—hqf1 —...—hyfy possui os expoentes de X; menores ou iguais a t; para todo 1 <i <n. Como
(§-hifi—...=hufu)(s1,...,5:) = 0 para todo (sy,...,5,) € S; x... x5, e |Sj| = t; + 1 segue pelo Lema
1.17 que § = hif1 + ...+ hy fy. Por fim, note que durante o processo de substitui¢des os coeficientes de h;
sdo combinagdes lineares dos coeficientes de g, f1,..., fu € portanto pertencem ao mesmo subanel que
esses coeficientes. O

Para aplica¢des combinatérias normalmente utilizamos o préximo teorema que é um corolario do
altimo.

Teorema 1.18. Seju K um corpo qualquer e g € K[ X, ..., X,]. Suponha que deg(g) = ¥.i t;, onde cada t; é
um inteiro ndo negativo e suponha que o coeficiente de []}, Xf" em g é ndo nulo. Se Sy, ..., Sy sdo subconjuntos
de K com |S;| > t;, entdo existe (s1,...,5,) € Sy x...x Sy tal que g(s1,...,5,) #0.

Demonstragio. Suponha que nao exista (sq,...,54) € S1 x... xS, tal que g(s1,...,54) =0, isto é, suponha
que g [s, x...xs,= 0. Entdo se definirmos f; = [Ises, (X; — ) para todo 1 <i <n o Teorema 1.16 nos garante
que existem hy, ..., h, € K[Xq,...,X,] tais que § = Iy f1 + ...+ hy fu. Agora vamos estudar cada termo
da forma h; f; separadamente. Como deg(g) = Y} t; entdo o mondmio [}, Xff tem o mesmo grau de
g, isso significa que se ele aparecesse em F; f; ele aparaceria como o mondmio de maior grau. Porém
para obtermos o monoémio de maior grau temos que escolher o termo de maior grau em f; que é Xlls"l
cujo expoente é maior que #;. Logo [T}, Xff ndo aparece em /; f;. Fazendo isso para todo i temos que o
coeficiente de [T}, Xfi em g é 0, o que é uma contradicao. O

Teoremas 1.16 e 1.18 em conjunto sdo chamados de Nullstellensatz Combinatério. Vamos ver agora
uma aplicagdo desses teoremas em um problema de combinatéria aditiva. Seja K = IF, o corpo finito
de tamanho p, onde p é um primo. Dados dois conjuntos A, B c IF, podemos definir A + B como

A+B={a+b:acA,beB}.

Um problema central em combinatéria aditiva é estimar o tamanho de A + B para diversos grupos
onde A, B estdo definidos.

Para IF, podemos achar dois conjuntos A e B tais que |A + B| = |A| +|B| -1 desde que |A| +|B| -1 < p.
De fato, escolha A ={1,...,a} e B={1,...,b}. Portanto A+ B={1,...,a+b} elogo|A+B|=a+b-1=
|A|+|B|-1.Se a+b-1 > p, entdo nosso exmplo apenas dd A+ B = Fp e |A+ B| = p. Poderfamos nos
perguntar se esse exemplo é o que gera A + B de menor cardinalidade possivel. Isso é verdade e é o
Teorema de Cauchy-Davenport.

Teorema 1.19 (Cauchy-Davenport). Se p é um primo e A, B sdo dois subconjuntos nio vazios de IFp, entio

|A+ B| 2 min{|A|+|B|-1, p}.

10
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Demonstragio. Vamos demonstrar o teorema utilizando do Nullstellensatz Combinatério. Se |A| +|B| -
1 > p, entdo para qualquer c € IF, temos que (c - A)n B # @, pois |c— A +|B| = |A| +|B| 2 p+1 e pelo
principio da casa dos pombos estes dois conjuntos tem de possuir um element comum. Isso significa
que existem a2 € A e b € B tais que c =a+b e A+B elogo A+B = Fy. Assim podemos supor que
|A|+|B|-1<p.

Suponha agora que |A + B| < |A[ +|B|-2 < p e seja C um subconjunto de [F, tal que A+B c Ce
|C| = |A] +|B| - 2. Considere o polindmio g € IF,[x,y] dado por

glxy)=Ix+y-o).
ceC
O polindémio g possui grau |A| +|B| - 2. Pela defini¢do de C é fécil ver que g |axp= 0. Assim do Nulls-
tellensatz Combinatério temos que o coeficiente de x!4I=1y/BI=1 6 0, pois caso contrério teriamos que
existe (a,b) € A x B com g(a,b) # 0. Mas podemos calcular esse coeficiente

|A|-1, |B|-1 _ |A|+|B|—2)
P g (x ) ( Al-1 #0

pois todos os termos no coeficiente binomial sdo menores que p e IF, ndo possui divisores de zero.
Temos entdo uma contradigdo e o teorema esta provado. O

2 Aplicacoes do Nullstellensatz Combinatério

000 Aula 5 (03 de Outubro) — Lucas Colucci 000
Agora veremos outras aplica¢des do Nullstellensatz Combinatério. Comegaremos com uma aplicacdo
em um problema de particionar elementos de um corpo finito.

) L, 1 .
Teorema 2.1. Seja p um primo impar e m = pT. Dado m elementos dy,...,d,, € I}, existem elementos
ay,...,am,b1,..., by € ]F;‘, distintos tais que

b;—a;=d;, V1<i<m.

Basicamente o teorema anterior nos diz que podemos particionar os elementos de [, em dois
conjuntos A = {ay,...,am} e B ={by,..., by} (pois [F;| = p-1=2m) com b; - a; pré determinado. Em
particular, se todos os d; = d, Teorema 2.1 nos diz que existe um conjunto A c I, tal que An(A+d) =2
elF; = Au(A+d).

A demonstragdo do teorema fard uso da forma do Nullstellensatz presente no Teorema 1.18. Para
isso precisamos ser aptos a calcular o coeficiente de determinados mondémios. O préximo lema nos
permite fazer esse célculo.

Lema 2.2. (Conjectura de Dyson) Dados a, . ..,a, naturais. O coeficiente do termo livre de

H (1 _ ﬁ)ﬂi

1<i#j<n Y

é (a1+...+an) _ (ay+...4a,)!

a1,...,0n al...ap!

Demonstragio. Faremos a demonstracdo por inducdo em 7 e em a1 +... +a,. Seja fu(ay,...,ay) o coe-

_ (a+...4ay)!

ficiente do termo livre de [Ti<jxjc, (1 - 1Y%, Queremos mostrar que fy(a,...,a,) = T+ vamos
<i#j< : Toan!

fazer isso em duas etapas.
Primeiro vamos mostrar que se algum dos a;s é zero, entdo podemos reduzir para o caso 1 - 1. De
fato, suponha sem perda de generalidade que 4, = 0. Entéo é facil ver que

Xia Xia

[T a-2y= I a-2y

1<izj<n j 1<izj<n j
i#n

e como ndo existem termos x, no numerador, também nio podemos ter termos x,; no denominador.

11
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Isso significa que os tnicos fatores da forma (1 - %)”f que contribuem para o termo livre sdo os que
j

x; # xn. Disso o coeficiente é o mesmo que o de

1 a-3"

1<i#j<n-1 Xj

que é fn—l(alr NN ,tln_l).
A segunda parte é mostrar que vale a seguinte recorréncia

n
fular,...,an) =) fulas,...,a;=1,...,a).
i=1

z

Para isso vamos precisar do polindmio interpolador de Lagrange. Suponha que [T1<;zj<u(1 - Lyt ¢
== j

um elemento do corpo K = F(xy,...,x,). Seja p € K[x] um polindmio de coeficientes em K tal que
deg(p) =n-1e p(x;) =1 para todo 1 <i <n. O polindbmio g(x) = p(x) -1 tem grau n—1 e é nulo para
n valores. Pelo Teorema fundamental da Algebra nés temos que g = 0 e logo p = 1. Porém podemos
calcular usando o interpolador de Lagrange um polindmio p tal que p(x;) =1 para todo 1 <i < n. De
fato,

p(x) = Z H

it ek ( xk)

Para x = 0 obtemos a igualdade

Multiplicando dos dois lados a nossa expressdo original obtemos que

n
[T a-=2 ([T a-25"" T (-2,
1<i#j<n k=1 1<j<n j 1<i#j<n Xj
i#k

O que significa que os coeficientes dos termos livres satisfazem a recursdo desejada.

Agora s6 precisamos garantir que a base e o passo da indugdo estejam corretos. A base simples-
mente consiste de um caso especifico quando n = 2. Se n > 1 diversas itera¢des da recorréncia nos
garantirdo que em algum momento um dos termos seja o, assim podemos diminuir o grau de n. Fa-

zendo isso um nimero finito de vezes chegamos no caso em que 7 = 2 e queremos calcular f,(a,0) ou
(a+0)!
alol -

£2(0,a). E facil ver que em ambos os casos f»(a,0) = f(0,a) =1 =
Para o passo indutivo basta observar que

S (a1 + +an—1)'
fn(al,...,an)—kzzlfn(al,. , y) = ,{Zlm (ak—l)' =
(a1 +...+a,-1)! z”: a  (mq+...+a,-1)! u1+...+an_(a1+...+an)!
(m-Dl(an-D g ar.an (=Dl (an-1)! ar...an  aloay!

O

Demonstragio do Teorema 2.1. Sejam ay,...am,, by, ..., by satisfazendo o enunciado. Isso significa que da-
dos os ay,...,an, € Fp os a' s precisam ser todos ndo nulos e os b; = a; + d; também. Além disso, todos
0s a;’s e b;’s sdo distintos e logo a; —a; #0, b;—aj=a;—a;+d; # 0 e b —bj = a;—a; +d; - d; # 0, para todo
1<i#j<m.

Considere o polinomio f € Fy[x1,...,x,] dado por

f(xl,...,xm) =X1.. .xm(xl +d1) e (xm +dm) H (xi —X]')(xi —x]- +di)(xi—x]- —d]-)(xz- —X]'+d1‘ —d])

1<i<j<m

E facil ver que f tem grau m +m +4(") = 2m +2m(m - 1) = 2m* = m(p - 1). Além disso, pelo pardgrafo
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acima temos que f(ay,...,a,) * 0 se, e somente se, ay,...,4, é uma solugdo para o nosso problema.

Entdo encontrar uma solucéo ¢ equivalente a achar um a € IF)' com f(a) # 0.

L ) . -1
Pelo Teorema 1.18 isso é possivel se o coeficiente de xf
dificil ver que o que queremos é o coeficiente de x%’”‘z ...x2"2 em Micicjem(Xi = xj)4. Isso é o mesmo

que achar o coeficiente do termo livre de

x,’j{l for diferente de 0. Nao é muito

2
1 4 (xj = x;) Xi\2
2(m-1)  _2(m-1) H (xi - xj)" = H 2 H (1- ;) '
Xy Xy 1<i<jsm 1<ineqj<m i 1<ineqj<m ]
Usando a conjectura de Dyson para a; = 2 obtemos que esse coeficiente é % Como 2m < p -1 segue
que (227,11)! # 0 em [F) e portanto existe um a € I com f(a) # 0. O

Isso resolve o problema de particionar corpos finitos de ordem prima. Para outros corpos finitos
ainda nédo se sabe se é possivel. Por exemplo, para corpos de ordem poténcia de 2 temos a seguinte
conjectura.

Conjectura 2.3. Seja m = 2" Dados m elementos di,...,dym € Fon se dy +...+dy,, = 0, entdo existem
a1,...,8m,b1,..., by € Fon distintos tais que

bj—a;=d; V1<i<m.

A préxima aplicagdo lida com o problema de lista coloragdo de grafos. Seja G um grafo e C um
conjunto de cores. Seja £ = {L, c C: v € V(G)} um conjunto de listas de cores, cada lista associada
com um vértice. Dizemos que G é L-colorivel se existe ¢ : V(G) — C tal que c(x) # ¢(y) para todo
{x,y} € E(G) e c(x) € Ly para todo x € V(G). Isto é, se existe uma coloragdo prépria em que cada
vértice usa uma das cores da sua lista.

O numero cromatico x(G) de um grafo G é o menor inteiro k tal que existe uma coloragdo prépria
c: V(G) — [k]. O namero lista cromatico x1.(G) é o menor inteiro k tal que para qualquer conjunto
L={L,: veV(G), |Ly| = k} o grafo G é L-colorivel. Isto é, k é o menor nimero tal que para qualquer
conjunto de listas de tamanho k existe uma coloragdo prépria em que cada vértice usa uma das cores
da lista.

E facil ver que x1(G) > x(G), pois podemos escolher todas as listas iguais. Assim uma coloragao
de G nesse caso nos forneceria uma coloragdo de G para o problema sem listas. O surpreendente é que
esses nimeros nédo se relacionam tao bem. Considere o seguinte exemplo.

[Zkk—l])

H ¢é um grafo bipartido completo em que cada biparticdo ¢ igual a ( , ou seja, cada biparticdo

consiste de todos os k-subconjuntos de [2k - 1]. E possivel ver que x(H) = 2, porém x (H) > k. De fato,
considere C = [2k - 1] e para cada vértice v € ([Zkk_ 1]) a lista de cores L, = v. Toda coloragdo respeitando
a lista conterd k cores em cada biparticdo, e como o grafo é bipartido completo, pelo principio da casa
dos pombos existe dois vértices de mesma cor adjacente. Entdo existem grafos G com x(G) =2 e x1(G)
arbitrariamente grande.

Estamos interessados em estimar x1.(G). O problema cldssico de estimar x(G) é muito conhecido.
Uma estimativa inocente nos da que x(G) < A(G) +1, onde A(G) é o grau maximo de G. Uma forma
de se ver isso é procedendo de forma gulosa. Suponha que comecemos a pintar os vértices de G com
as cores em [A(G) +1] e agora estamos em um vértice v intermedidrio. Como d(v) < A(G), temos que
sempre existe uma cor possivel para v diferente da cor de todos os seus vizinhos. Colorimos v com essa
cor e prosseguimos. Fazemos isso até pintar todos os vértices e pronto. Essa cota é em algum sentido
forte, pois se tomarmos G = K, temos que x(G) = A(G) +1 =r e 0 mesmo se tomarmos G = Cy,1, pois
x(G)=A(G)+1=3.

O Teorema de Brooks nos garante que na verdade esses sdo os dois inicos casos em que ocorrem
igualdade.

Teorema 2.4 (Brooks). Seja G um grafo. Se G ndo é um grafo completo ou um ciclo impar, entio x(G) < A(G).
A nossa préxima aplicagdo é o Teorema de Brooks para lista coloragao.
Teorema 2.5 (Brooks para lista coloracdo). Seja G um grafo. Se G nio é um grafo completo ou um ciclo impar,

entdo x1.(G) < A(G).
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Teorema 2.5 é um pouco mais forte que Teorema 2.4. Em particular, porcausa que x.(G) > x(G)
temos que ele implica o teorema de Brooks original.

Podemos modelar o problema para polindmios. Seja G um grafo fixo de n vértices e m arestas.
Dado um conjunto C c R de cores, uma coloragdo pode ser vista como um elemento de C". Queremos
um polinémio f que devolve 0 se, e somente se, a coloragdo ndo é prépria. Em geral uma aplicacdo do
Teorema 1.18 nos dard um x € C" tal que f(x) # 0, isso é muito bom pois pela defini¢io de f uma ndo
raiz é uma coloragdo prépria do grafo G. Assim achar um polinémio dessa forma é um bom comeco.
Um polindmio adequado parece ser f € R[xy,...,x;] dado por

fx,.xn) = T (xi-x)).
{ij}eE
i<j
De fato, uma coloragdo é propria se, e somente se, todos os fatores desse produtos sdo diferentes de 0,
ou seja, se o0 polindmio nédo é nulo. Cada fator contribui em um para o grau, logo deg(f) = m. Vamos
estudar agora como se comportam os mondmios desse polindmio.

Cada monomio de f depende de qual varidvel ndés escolhemos para cada fator (x; - x;) no pro-
dutério. Cada uma dessas escolhas corresponde a uma orientagdo do grafo G. Ao escolhermos x; no
termo (x; - x;) estamos nos referindo as orientagdes de G com arco (i, f), isto é, o arco sai de 7 para j.
Ao escolhermos x; estamos nos referindo as orientagdes de G com arco (j,i). Seja D uma orientac¢do de
G, suponha que d},(i) é o grau de saida do vértice i e que Sp é o ntimero de arcos (i,]) de D tais que
i > j. Disso podemos ver que a orientacdo D contribui com o mon6émio

(—1)SDxfB(1) . ng(n).

Dados inteiros dy, ...,d, > 0 defina DE(dy, ...,d;) como o conjunto das orienta¢des D de G com d},(i) =
d; e Sp par e defina DO(dj, ...,d,) como o conjunto das orientagdes de G com d},(i) = d; e Sp impar.
Temos entdo que

FGreotn)= S (IDE(dy, ..., dw)| - DOy, .., dy))x .. xih.
d],..A,anO

Agora fixe uma orientagdo D € DE(dy,...,dy) uDO(dy,...,dy). Dado uma orientagdo qualquer
D’ e DE(dy,...,d,)uDO(dy, ...,d,) podemos definir D @ D" como o subgrafo orientado de D formado
pelos arcos que tem orientagdo diferentes dos de D’. Note que como D e D’ concordam em orientagdo
exceto em D ® D’ e D, D' ambos possuem mesmos graus de entrada e saida, temos entdo que D ® D’ é
tal que d* (x) = d~(x) para todo x € V. Isso significa que D @ D’ é euleriano, ou seja, suas arestas podems
ser particionadas em ciclos. Seja EE(D) o nimero de subgrafos eulerianos pares de D (com ndmero
par de aresta) e EO(D) o namero de subgrafos eulerianos impares de D. A aplicacdo D' » De D’ é
uma bijecao entre DE(dy,...,d,) uDO(dy,...,d,) e os subgrafos eulerianos de D. De fato, dado um
subgrafo orientado euleriano F nés podemos construir D’ tal que F = D @ D’. Basta considerar D’
como o grafo orientado obtido de D trocando a orientacdo de todos os arcos em F. A injecdo segue
simplesmente do fato que duas orienta¢des distintas D', D" discordam de D em arcos diferentes.

Suponha agora que D € DE(dy,...,d,). Seja D' € DE(dy,...,dn) e seja Ap o numero de arcos
(i,j) com i >je (i,j) é um arco de D ® D'. Defina Bp = Sp — Ap. Da mesma forma podemos definir
Aps como o ntumero arcos (i,j) de D' com i > j e (j,i) arco de D ® D’ (lembre que em D & D’ os
arcos de D e D' estdo em diregdes opostas), também fazemos Bps = Sps — Apr. Por coincidirem fora
de D@ D' é facil ver que Bp = Bps. Disso segue que Ap - Apr = Sp — Spr. De Sp, Spr possuirem a
mesma paridade, segue que Ap, Ap/ também possuem a mesma paridade. Porém todo aresta {i,;}
de Do D’ é considerada ou em D como um arco (i,j) com i > j, ou em D’ como um arco (j,7) com
j>i.Logo Ap + Ap = E(D @ D’) e dai segue que D @ D’ € EE(D). Analogamente podemos ver que se
D' € DO(d4,...,dy), entdo D@ D' € EO(D).

Se supormos que D € DO(dy, ..., d,), a andlise do paragrafo anterior nos mostra que D& D’ ¢ EE(D)
se D' € DO(dy,...,dy) e D& D’ € EO(D) se D' € DE(dy,...,dy,). Isso significa que dependendo da
paridade de D a nossa aplicagdo ou manda orienta¢des em subgrafos eulerianos de mesma paridade,
ou manda em subgrafos de paridade distinta. Usando da bijegdo anterior temos que
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IDE(dy, ..., dn)| - |DO(dy, ..., dn)|| = |EE(D) - EO(D).

Como isso nos é util? Suponha que encontramos uma orientagdo D de G tal que EE(D) # EO(D)
e com df,(i) = d; para todo 1 < i < n. Entdo o coeficiente de x’fl ...x% em modulo é igual a [EE(D) -
EO(D)| # 0, ou seja, é ndo nulo. Isso significa que se Ly,...,L, forem listas de cores com |L;| = d; + 1,
entao pelo Nullstellensatz Combinatério (Teorema 1.18) existe ¢ € Ly x...x L, com f(c) # 0. Logo ¢ é
uma coloragdo prépria de G respeitando as listas. Esses tltimos pardgrafos provam o que é conhecido

como Teorema de Alon-Tarsi

Teorema 2.6 (Alon-Tarsi). Seja D uma orientagdo de um grafo G e sejam {Lo}yey () listas tais que |Lo| >
d*(v) +1. Se EE(D) + EO(D), entdo existe uma coloragdo prépria de G respeitando as listas.

Uma observagdo simples é que por simetria podemos trocar a condigdo |Ly| > d*(v) +1 por |Ly| >
d~(v) + 1. Um coroldrio imediato desse teorema é o seguinte.

Corolario 2.7. Se G possui uma orientagio D tal que EE(D) # EO(D) e d(v) > 1 para todo v € G, entdo
x1(G) < A(G).

Demonstragio. Basta mostrar que existe uma coloracao respeitando qualquer lista {Lv}veV(G)/ com |Ly| =
A(G). Porém como A(G) = max{d*(v) +d ™ (v)} > max{d*(v)} +1 segue que |L,| = A(G) >d*(v)+1e
logo pelo Teorema de Alon-Tarsi existe uma coloragdo prépria de G respeitando as listas. O

000 Aula 6 (17 de Outubro) — Lucas Colucci 000
Provaremos o Teorema 2.5 utilizando o Coroldrio 2.7. Para isso precisamos encontrar uma orientagdo
apropriada para nosso grafo G. Usaremos de dois lemas na nossa demonstragéo.

Lema 2.8. Se G ¢é conexo e v € V(G) um vértice de G, entdo existe uma ordenacgio v = vq,...,0, dos seus
vértices tal que G[{v1,...,v;}] é conexo, para todo 1 <i < n.

Demonstracio. Considere uma arvore geradora com raiz em v e ordene os vértices em ordem crescente
de distdncia a v nesta 4rvore. Essa ordenagdo funciona pois o subrafo induzido por vy, ...,v; da drvore
é conexo, portanto G[{vy,...,v,}] é conexo. O

O préximo lema precisa de algumas defini¢des. Um grafo G é 2-conexo, se para todo v € G o grafo
G - v é conexo, ou seja, G é 2-conexo se é necessario retirar pelo menos dois vértices para ele deixar de
ser conexo. Um bloco de G é um subgrafo maximal que é 2-conexo. Caso G seja 2-conexo, entdo o grafo
inteiro G é um bloco.

Dado um grafo G qualquer, podemos decompor ele em blocos By, ..., B;. Considere o grafo B(G)
obtido por colapsar B; em um vertice i e tal que {i,j} € E(B(G)) se, e somente se, B;n B; # @. Um
resultado classico em teoria dos grafos nos diz que, para todo i, j, os blocos B;, B intersectam em no
maximo um vértice e que o grafo B(G) é uma é&rvore. Podemos assim chamar B(G) de a 4rvore de
blocos de G. O grafo G é uma drvore de Gallai se G é conexo e em sua decomposic¢do por blocos By, ..., B;
temos que B; é ou um ciclo impar, ou um grafo completo, para todo 1 <i < t. O préximo lema nos dd
uma caracterizacdo de arvores de Gallai.

Lema 2.9. Dado G grafo conexo temos que G é uma drovore de Gallai se, e somente se, G ndo possui um ciclo par
induzido com no maximo uma corda.

Demonstragio. Se G é uma arvore de Gallai, entdo G ndo possui um ciclo par induzdo com no méximo
uma corda. Todo ciclo par é na verdade um grafo completo. Vamos mostrar agora que todo grafo G
que ndo é uma darvore de Gallai possui um ciclo par induzido com no méaximo uma corda. Como G
ndo é uma arvore de Gallai, existe um bloco B de G em que B nédo é um ciclo impar, nem um grafo
completo. Vamos achar tal grafo dentro de B.

Seja S um conjunto minimal de vértices tal que B — S é desconexo. Sejam Fj, ..., F; as componentes
conexas de B - S. Pela minimalidade de S temos que N(x)nF; # @ para todo x € S. De fato, suponha
que exista F; tal que N(x)nF; = @. Entdo o grafo B—{S ~ {x}} é desconexo, pois caso ndo fosse, existiria
caminho de F; até x, o que é impossivel. Porém isso contradiz a minimalidade de S. Como B é 2-conexo,
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temos que |S| > 2 e existem pelo menos dois vértices u,v € S. Sejam Py, P, dois caminhos minimos entre
u e v, P, usando somente vértices em F; e P, usando somente vértices em F,. O ciclo C=P,ubP, é o
nosso candidato natural.

A primeira observacado é que pela minimalidade de P; e P; e pelo fato de nédo existirem arestas entre
F; e F,, temos que a tnica possivel corda em C é uv. E facil também ver que por Py, P, serem caminhos
de tamanho pelo menos 2, temos que C é um ciclo de tamanho pelo menos 4. Se C for um ciclo par,
entdo estamos resolvidos. Resta o caso em que C é ciclo impar. Neste caso se uv é uma aresta, entdo
Py u{uv} ou P, u{uv} forma um ciclp par induzido. Assim resta considerar C ciclo impar induzido.

Como B ndo é um ciclo impar, segue que B - C é ndo vazio. Suponha que exista um vértice x € B—-C
tal que x possui pelo menos k > 2 vizinhos em C. Esses k vértices dividem C em k caminhos Cy, ..., C.
Suponha que exista um C; caminho de tamanho par, entdo C; u {x} é um ciclo induzido de tamanho
par a ndo ser que k =2, C; é par e C; é uma aresta. Neste caso temos que C; U {x} é um ciclo par com
uma corda. Portanto podemos assumir que todos os C;’s sdo caminhos impares. Como C é impar, isso
implica que k também ¢é impar. Mas agora note que C; U Cp U {x} é um ciclo par com uma corda, exceto
o caso em que k = 3 e C3 é uma aresta. Neste caso, considere os ciclos C;1 uCzu{x} e CuCsu {x}. Para
ambos ndo formarem um ciclo par com uma corda devemos ter também que C; e C, sejam arestas.
Portanto C é um ciclo de tamanho 3, o que é um absurdo.

Entdo nos resta trabalhar com o caso em que todos os vértices de B — C tem apenas um vizinho
em C. Seja P o menor caminho entre dois vértices de C utilizando apenas vértices em B - C e sejam
x,y € C os dois extremos desse caminho. Os dois vértices dividem C em dois caminhos Q1, Q2. Como
C é ciclo impar segue que PuQ ou PuQ, é um ciclo par. Suponha que P u Q; seja par. Basta mostrar
que este ciclo é induzido. Se existe uma corda em P u (1, pela minimalidade de P essa corda deveria
ser entre um vértice z € P e um vértice w € Q1. Sejam P’, P” os dois caminhos em que z divide P. Como
todo vértice em B - C possui apenas um vizinho em C segue que z ndo é adjacente nem a x, nem a
y. Logo P’ e P possuem tamanho pelo menos 2. Isso significa que P’ Uw é um caminho menor que
P, contradizendo a minimalidade de P. Assim existe um ciclo par com no méximo uma corda em B e
como os blocos intersectam em no maximo um vértice, temos um ciclo par com no méximo uma corda
em G. O

Podemos agora provar o Teorema de Brooks para lista coloragdo.

Demonstragio do Teorema 2.5. Podemos supor que G é conexo. Além disso podemos supor que G é
regular. Suponha que ndo, entdo existe um vértice v com d(v) < A(G). Vamos provar entdo que existe
uma coloragdo prépria pra qualquer conjunto de listas {Ly}ycg com |Ly| = A(G) para todo x € G.
Considere a ordenagédo dos vértices v = v4,...,v, dada pelo Lema 2.8. Esse lema nos diz que o subgrafo
G[{v1,...,v;}] é conexo, para todo 1 < i < n. Em particular, dado v; podemos afirmar que N(v;) n
{v1,...,vi1} # @ para todo i > 2, ou seja, todo vértice v; possui um vizinho v; com j <.

Colorimos gulosamente comecando de v, e indo até v = v;. Suponha que dado algum momento ja
colorimos vy, ...,vi11 com i > 2 e queremos colorir agora v;. Como v; possui pelo menos um vizinho
em {v1,...,0;_1}, entdo o namero de vizinhos jd pintados é no méximo d(v;) -1 < A(G) - 1. Usando
que |Ly,| = |A(G)|, existe uma cor disponivel para colorimos v;. Quando i = 1 temos que v; possui
d(v1) = d(v) < A(G) -1 vizinhos coloridos e 0 mesmo processo é possivel. Assim concluimos que
x1(G) < A(G).

De agora pra frente G é regular. Suponha que G é uma drvore de Gallai. Considere By,...,B; a
decomposi¢do de G por blocos, e suponha que By corresponde a uma folha em B(G). Seja By o vizinho
de By, ou seja, o bloco tal que |By n By| = 1. Entdo existe um vértice em By que tem grau maior do que
os outros. Isso mostra que G sé pode ser composto de um bloco, e logo G é um grafo completo ou um
ciclo impar, o que contradiz a hipétese. Entdo podemos supor que G ndo é uma arvore de Gallai e pelo
Lema 2.9 possui um ciclo par C com apenas uma corda.

Contraia esse ciclo em um super vértice v e considere a ordenagdo v = vy,...,v,_|c|+1 dada pelo
Lema 2.8. Descontraia o vértice v no ciclo x, .. - X|Cl- Vamos agora orientar G da seguinte forma, para
uma aresta {v;,v;} com 1 <i < j<n-|C|+1 considere o arco (v;,v;). Para arestas da forma {x;,v;}
considere o arco (x,»,vj). Por fim oriente as arestas de C respeitando o ciclo, isto é, (x1,x2), ..., (x|c|,x1)
e a corda em qualquer orientagdo. E possivel ver que essa orientagio D obtida satisfaz a condicéo de
que d”(x) > 1 para todo x € G. De fato, isso é verdade para todo vértice em C e pelo Lema 2.8, todo
vértice v; possui um vizinho ou em C ou v; com j <iedaid (v;) > 1.
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Assim para aplicarmos o Coroldrio 2.7. s6 precisamos mostrar que EE(D) # EO(D). Um digrafo
euleriano é uma unido de ciclos, como os tnicos ciclos em D estdo em C sé precisamos s6 temos no
maéaximo 3 possiveis digrafos. Se C é um ciclo par induzido, os tinicos subrafos eulerianos seriam C e
o conjunto vazio. Dai EE(D) =2 # 0 = EO(D). Caso C possua uma corda, sua corda divive em dois
ciclos menores C; e Cy. Apenas um deles é euleriano, o que depende da orientagdo da corda. Juntos
com C e o conjunto vazio, esses sdo os tinicos subgrafos eulerianos de D. Mas ai no pior caso teriamos
EE(D)=2=%1=EO(D). Logo podemos aplicar o Corolario 2.7 e segue que x(G) < A(G). O

Vamos ver agora outras aplica¢des do Teorema de Alon-Tarsi. Relembrando, o teorema basicamente
nos diz que se acharmos uma orientacdo D de G com EE(D) # EO(D), entdo x1.(G) < maxyec{dp(v)} +
1. Entdo estamos interessados em dois problemas, o de achar uma orientacdo com grau de saida
maximo pequeno e o de achar uma orientagdo com ndmero de subgrafos eulerianos impares e pa-
res distintos. O que acontece se considerarmos uma familia em que o segundo problema é sempre
verdade? Entdo poderiamos nos dedicar a resolver o problema de minimizar o grau de saida sem
restri¢des. Isso é o que acontece quando tomamos G como um grafo bipartido. Por um grafo bipartido
ndo conter ciclos impares e todo grafo euleriano ser uma unido de ciclos, temos que para qualquer
orientagdo D de G vale EO(D) = 0 # 1 < EE(D) (Lembre se que o conjunto vazio é um subgrafo
euleriano par). Assim uma aplicacdo imediata do Teorema 2.7 nos da que

Teorema 2.10. Seja G um grafo bipartido e D uma orientacio de G, entdo vale que x1(G) < maxyec{d},(v)} +
1.

Precisamos agora encontrar uma orientagdo que minimize o grau de saida maximo. Para fazermos
isso vamos precisar usar um resultado cldssico em teoria dos grafos, o Teorema de Hall. Dado um grafo
bipartido G = (A, B) com |A| > |B| dizemos que G satisfaz a condigio de Hall se para todo X c A, temos
que |[N(X)| > X. Um emparelhamento de um grafo G é um conjunto de arestas M tal que nenhuma
aresta compartilha vértices. Quando G é bipartido dizemos que um emparelhamento é perfeito se todo
vértice da menor biparti¢do (no caso A) estd em uma aresta do emparelhamento. O Teorema de Hall
nos diz que a condigdo de Hall é necessdria e suficiente para garantir um emparelhamento méximo.

Teorema 2.11 (Hall). Seja G = (A, B) um grafo bipartido. Entido G possui um emparelhamento perfeito, se e
somente se, G satisfaz a condicao de Hall.

Vamos definir agora uma nogdo de densidade de grafos. Dado um grafo G definimos

_ e(H)
L(G) =max )

como a maior densidade de um subgrafo de G. O préximo lema responde o nosso problema em fungéo
desse parametro L(G).

Lema 2.12. G admite orientagiio D no qual d},(v) < d, para todo v € G, se, e somente se, L(G) < d.

Demonstragio. Suponha que D é uma orientagdo com df,(v) < d, para todo v € G. Entdo para todo H c G
temos que

e(H) = Z;{dB(H)(v) < ZHdB(v) <dvu(H).

Do que segue

e(H) _
v(H) ~

para todo H c G elogo L(G) <d.

Agora suponha que L(G) < d. Construa o seguinte grafo bipartido F = (4, B). O conjunto A = E(G),
ou seja, os vértices da particdo A sdo as arestas de G. O conjunto B = Vju...uV; onde V,...,V; sdo
d copias de V(G). Dado e € A,u € B, temos que {e,u} é uma aresta se  é uma copia de um vértice
pertencente a aresta e. E facil ver que toda aresta e € A contém exatamente 24 vizinhos em B. Além
disso, como L(G) < d, temos que |A| = e(G) < dv(G) = |B|. Vamos mostrar que F satisfaz a condi¢do de
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Hall. Seja X ¢ A um subconjunto de arestas de G. O conjunto X corresponde a um subgrafo H c G.
Disso néo é dificil ver que a vizinhanca de X consiste das cépias dos vértices de H. Usando da definicao
de L(G) obtemos que

IN(X)| = do(H) > e(H) = |X].

Portanto pelo Teorema de Hall temos que F possui um emparelhamento perfeito. Isto €, cada aresta de
E(G) estd emparelhada com uma c6pia de um vértice dessa aresta. Se uma aresta uv estd conectada
com uma copia de v escolha o arco (v, u). Caso contrério, escolha o arco (#,v). Assim obtemos uma
orientacdo D de G de acordo com esse emparelhamento. Resta mostrar que essa orientacdo satisfaz o
desejado.

Para isso basta notar que o grau de saida de um vértice v nessa orientacdo é exatamente o ntimero
de c6pias desse vértice que estdo contidas em alguma aresta do emparelhamento. Como no total temos
no maximo d cépias, segue que dj,(v) <d. O

Aplicando esse resultado ao Teorema 2.10 obtemos que
Teorema 2.13. Se G é um grafo bipartido, entdo x1(G) < [L(G)]+1.

Esse resultado é o melhor possivel no sentido em que existe grafo bipartido em que ocorre a igual-
dade. De fato considere o grafo G = K, 4, isto &, o grafo bipartido completo cuja as biparticdes G = (4, B)
tem tamanho A = [t] e |B| = [t]!. Para calcular L(G) temos

e(A’,B") ab 1 1
L(G)=max ————% =max —— = maxX —— = <t
) Alca |A’|+|B'|  Osast a+b  O<ast 141 1,1
B'cB 0O<bst! 0<bs<t! ® bt

Portanto pelo dltimo teorema x;(G) < t+1. Vamos provar agora que x1(G) = t+1. Para isso
considere as listas L; = {#(i-1) +1,...,t(i - 1) +t} para todo 1 <i <t e as listas L, ;) = {i1,t +i2, 2t +
i3,...,t(t—1) +i;} para todo (iy,...,it) € [t]'. Suponha que exista uma coloracdo prépria c respeitando
alistaec(l)=by,¢c(2)=t+by,...,c(t) =t(t-1) + b; sdo as cores dos elementos de A. Entdo essas cores
correspondem a lista de (b, ...,bt) € B, o que significa que néo existe cor disponivel para esse vértice,
absurdo! Assim G é um exemplo de grafo bipartido em que ocorre a igualdade.

Por fim, para algumas familias de grafos bipartido podemos garantir que L(G) é pequeno e logo
obter boas cotas para o ntimero lista cromatico. Esse é o caso dos grafos bipartidos planares.

Lema 2.14. Se G é grafo bipartido planar, entio e(G) < 2v(G) - 4.

Demonstragio. Considere uma representagdo planar de G. Essa representacdo possui a = ¢(G) arestas,
f faces e v = v(G) vértices. A férmula de Euler nos garante que

v-a+f=2

Como o grafo é bipartido sabemos que ndo existem faces triangulares nessa representagdo. Vamos
agora contar o namero S de pares (¢, F) onde ¢ é uma aresta na face F. Podemos contar isso de duas
formas. Se fixarmos uma aresta, existem exatamente duas faces compartilhando essa aresta e logo
S = 2a. Se fixarmos uma face existem no minimo 4 arestas contidas nesta face e logo S > 4f. Juntando
os dois resultados obtemos f < a/2. Substituindo na forma de Euler obtemos o resultado desejado. [J

Teorema 2.15. Se G é grafo bipartido planar, entao x(G) < 3.

Demonstragio. Pelo lema anterior, e usando que subgrafo de grafo bipartido planar é também bipartido
planar, temos que

L(G) = max e(t) = max 2o(H) -4 <2
HeG v(H) HeG  o(H)
O resultado agora sai usando o Teorema 2.13. O
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3 Polindmios Cromaticos de Grafos

S0 0 Aula 7 (24 de Outubro) — Yoshiharu Kohayakawa 000

Vamos estudar nessa se¢do o polindmio cromdtico de um grafo. Seja G um grafo simples de n
vértice, isto é, um grafo em que no maximo uma aresta sai de cada par de vértices e ndo existem loops.
Uma coloragéo ¢ : V(G) — C de G é prépria se para toda aresta {x,y} € E(G) temos que c(x) # c¢(y). O
nimero cromético de G pode ser definido como

X(G) =min{k € N : existe coloracdo prépria c: V(G) — [k]}

o menor inteiro k para qual existe uma coloragdo prépria de G com k cores.

O problema de determinar o ntimero cromético de G foi bastante estudado na literatura. Aqui
vamos nos focar em um problema relacionado, o problema de determinar o ntimero de coloragdes
proprias de G com A cores. Defina y(G,A) como o numero de coloragdes c : V(G) — [A] préprias
distintas de G, onde A é um inteiro. A primeira coisa a notar é que essa fun¢do é um polinémio em A.

Proposic¢do 3.1. Para todo grafo G a fungio (G, A) é um polindmio em A.

Demonstragio. Dizemos que uma particdo P = {P;};c; de G é uma particdo em conjuntos independentes
se

1. V(G) =Uier Pi
2. P,nPy =g, parai, i €l.
3. P; é um conjunto independente em G para todo i € I.

E facil ver que toda coloragio propria de G determina uma particio independente de G, isto é, o
conjuntos dos vértices de mesma cor forma uma particio independente. Assim basta calcular o nimero
de coloragdes para uma particdo ndo ordenada de G. Seja P = {P;};c; uma dessas parti¢des e suponha
que queremos colorir cada P; com uma cor distinta entre as cores de [A]. Uma contagem simples nos
mostra que existem

(Appy = AA-1)...(A=|P|+1)

maneiras de colorir as partes dessa parti¢do se A > |P|. Caso A < |P| a férmula acima também funciona,
pois a expressdo terd valor 0 que é exatamente o nimero de maneiras de colorir a particdo.
Entdo temos que

YGA) = Y AA-1)...(A-|P|+1).
P part.
indep. de G

Como G é finito, o ntimero de parti¢des também é. Isso significa que o lado direito pode ser escrito
como um polindmio p € R[x] com ¥(G,A) = p(A), o que conclui a demonstracao. O

Denotamos o polindmio da proposi¢do como o polindmio cromético Pg(A) de G. Em geral esse
polindmio ¢é dificil de calcular. Uma das razdes para isso é que sabemos que se P;(k) > 0 para algum
inteiro positivo k, entdo G pode ser colorido com k cores e logo x(G) < k. Assim calcular o polindmio
cromdtico nos permitiria em esséncia calcular o nimero cromadtico de G que sabemos que é um pro-
blema dificil. Apesar disso a préxima proposi¢do mostra uma férmula mais palatével para Pg(A). Dado
um subconjunto T de E(G) nés definimos ¢(T) como o ntimero de componentes conexas do subgrafo
Gt = (V(G),T) cujo os vértices sdo V(G) e as arestas T.

Proposicdo 3.2. Dado G um grafo, temos que

Po(A)= Y ()M,
T<E(G)

Para provarmos essa proposi¢do vamos precisar do principio da inclusdo e exclusdo. O principio
permite calcular a unido de uma familia de conjuntos dado o tamanho de suas intersecgdes.
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Teorema 3.3 (Inclusdo-Exclusdo). Sejam A1, ..., Ay c S subconjuntos de um universo S. Entdo

ANl="Y (D)4l

i=1 Ic[n]

Cs=

15~ (

Onde A= Nier Ai e A@ =S.

Demonstragio. Para um conjunto B c S considere a fungdo 1p: S - {0,1} dada por

1p(s) = L sescB Vse$
B 0, seséB’ '

No6s podemos calcular o tamanho de um conjunto B pelo produto interno (1,1}, onde 1 é o vetor
cujo todas as coordenadas tem valor 1. Agora note que

Iy, = H]IAi

iel
e que

n

Isayr, 4, = [1(1-14)
i1

Abrindo a ttlima expressdo temos que

ﬂS\U?ﬂAi = Z (_1)”' H]lAi = Z (_1)H|1A1

Ic[n] iel Ic[n]
tomando o produto interno com 1 dos dois lados nds obtemos exatamente a igualdade desejada. O

Demonstragio da Proposicio 3.2. Precisamos definir quem sdo os conjuntos para aplicar o Teorema da
Inclusdo-Exclusdo. E natural tomar como S o conjunto de todas as [A]V(®) coloraces de G. Vamos
indexar os conjuntos pelas arestas de G. Para todo ¢ € E(G) o conjunto A, corresponde as coloragdes
de G em que os vértices de ¢ sdo de mesma cor. De forma a obtermos algo anédlogo ao enunciado
definimos Ag = S, ou seja, todas as coloragdes possiveis. Seja T c E(G) podemos definir At = Neer Ae
exatamente como preciso. Nao é dificil ver que At corresponde ao conjunto de colora¢des em que todos
os vértices em arestas de T possuem mesma cor. Para podermos aplicar o Teorema anterior s6 resta
calcular o tamanho de At. Note que em uma componente conexa de T todos os elementos possuem a
mesma cor, porque em toda aresta os vértices tem a mesma cor. Assim s6 precisamos escolher as cores
das componentes conexas e logo |At| = A°(T). Aplicando o principio da Inclusdo-Exclusao obtemos que

se@Japl= Y (-HiTadD,
i=1

T<E(G)

Porém S\ (U}, A;) corresponde as coloragdes em que nao existem arestas com vértices da mesma cor,
ou seja, as coloragdes préprias. Logo Pg(A) =[S~ (UL, Aj)l. O

Porém essa férmula depende de calcular as componentes conexas de todos os subconjuntos de
E(G) o que é impraticavel se G é muito grande. Podemos também obter P;(A) recursivamente. Para
isso precisamos definir uma dele¢do e uma contra¢do de aresta. Dado um grafo G e uma aresta e de G,
o grafo G —e é o grafo obtido ao deletar a aresta ¢ de G, isto é, é o grafo em que o conjunto de arestas é
E(G)~{e}. O grafo G/e é o grafo obtido ao contrair a aresta e. O processo de contragdo pode ser descrito
da seguinte forma. Seja e = xy, o grafo G/e contém como conjunto de vértices (V(G)u{z}) ~ {x,y}, ou
seja, substituimos os vértices x e y por um novo vértice z. Para o conjunto de arestas retiramos todas
as arestas adjacentes a x e a i e para cada aresta da forma {x,w} ou {y, w} adicionamos a aresta {z,w},
ou seja, z possui como vizinhanga a unido (Ng(x) ~ {y}) U (Ng(y) ~ {x}). A recorréncia entdo é dada
como se segue.
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Proposic¢do 3.4. Para todo G e e € E(G) vale que,

PG(A) = PG—e()\) _PG/e(A)'

Demonstragio. Suponha que e = xy. Considere todas as coloragdes proprias de G —e. Podemos dividir
elas em dois tipos. As que x e y possuem cores distintas ou as que x e y possuem mesma cor. E facil
ver que o ndmero de colora¢des do primeiro tipo é exatamente o ntimero de coloracdes de G e a do
segundo tipo é o namero de colora¢des de G/e. Portanto

Pg_¢(A) = PG(A) + Pgje(A).
O

Note que o resultado acima continua valido se G é um multigrafo e se existem outras arestas além
de e = xy conectando x e y. De fato, é facil ver que G/e possui um loop. Isto significa que ndo existe
coloragéo prépria par G/e e portanto Pg/,(A) = 0. Agora G - e apesar de ser um multigrafo diferente
de G, pode ser visto como o mesmo grafo que G e logo qualquer coloragdo possivel em um, também é
possivel no outro. Isso implica Pg_,(A) = P(A) e logo a igualdade da proposicdo é verdadeira. Vamos
agora calcular o polindmio cromdtico para alguns exemplos.

Exemplo 3.5. Suponha que G = K;;, o grafo completo. Nesse caso temos que todas os vértices de G
possuem cores distintas. Dai é facil concluir que Pg(A) =A(A-1)...(A-(n-1)).

Exemplo 3.6. Suponha que G é uma arvore de n vértices. Para calcularmos o niimero cromatico fixe
uma raiz e ordene os vértices em ordem crescente de acordo com sua distancia a raiz. E facil ver
que nessa ordenagdo todo vértice, exceto o primeiro, possui exatamente um vizinho antecedendo
ele na ordenagdo. Pinte os vértices de acordo com essa ordenagdo. Para o primeiro vértice temos A

possibilidade, para os demais A -1 (porque ja existe um vértice vizinho pintado). Logo temos que
Po(A) = A(A-1)""L.

Exemplo 3.7. Suponha que G = C,, o ciclo de n < 3 vértices. Para calcularmos esse vamos usar a
Proposicdo 3.4. Note que dado uma aresta e de G temos que G/e = C,_; e G-e = P, o caminho de
n vértices. Como P, é uma 4rvore, sabemos pelo exemplo anterior o seu polindmio cromatico. Assim
obtemos que

Pc,(A) =A(A-1)"""=Pc,_ (7).
Aplicando essa recursdo diversas vezes obtemos
Po,(A) = AA-1)" T = AA-1)" 24+ (-1)"PA(A - 1)? + (1) 2P, (A).
Podemos interpretar C; como um Kj e logo Pc,(A) = A(A -1). Assim
Pe,(A) = AA-1)" T AA-1)"2 4.+ (-1)"2PAA-1) = (A-1)" + (-1)"(A - 1).

Exemplo 3.8. Suponha que G é uma roda de n vértices. O grafo G consiste de um ciclo C,_; e um
vertice x conectado a todos os vértices de C,,_1. Para calcular o polinémio cromatico de G note que x
pode ser pintado de A cores. Assim sobram (A - 1) cores pra C,,_1 e usando do exemplo anterior temos
que

Po(A) = AP, (A-1) = AMA-2)""1+(-1)"TA(A-2).

Exemplo 3.9. Suponha que G seja um grafo e Gy,...,G; sejam suas componentes conexas. Entdo é
possivel calcular o polindmio cromético de G em fungdo dos de G;,..., G;. De fato como a coloragao
em todas as componentes conexas sdo independentes é facil ver que

P6(A) = Pg,(A)... PG, (A).

Exemplo 3.10. Suponha que G é um grafo e seja Bj,..., B; seus blocos em sua decomposicdo por
blocos. Lembre que um bloco é uma componente 2-conexa maximal de G. Blocos de G se intersectam
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em no maximo um vértice e se considerarmos o grafo em que os vértices sdo os blocos e dois blocos
sdo adjacentes se possuem intersecgdo, entdo esse grafo é uma arvore. Vamos provar por inducdo no
nuimero de blocos que

Pg(A) = %Pgl()\) ... Pg,(A).

A afirmagdo é verdadeira para t = 1, ou seja, grafos com apenas um bloco. Suponha sem perda de
generalidade que B; é um bloco correspondente a uma folha na arvore de blocos. Seja G’ o grafo obtido
pela unido dos blocos By, ..., B;_1. Qualquer coloragdo de G’ intersecta em B; em apenas um vértice.
Isso significa que precisamos determinar o nimero de colora¢des de B; onde um vértice tem cor fixa.

Existe uma clara bijegdo entre colora¢des em que um vértice x tem cor i ou j. Basta apenas trocar
todo vértice de cor i para cor j e vice-versa. Isso nos permite notar que o niimero de colora¢des com
um vértice de cor fixa é igual para qualquer que seja essa cor. Logo temos que

P() = P () B

1

Como por indugdo Pg/(A) = =

Pg (A)...Pg,  (A), o resultado segue.
A préxima proposicdo nos permite entender melhor o polindmio cromaético.

Proposicdo 3.11. Seja G um grafo de n vértices. Entdo

L+ (-D)" gy,

Po(x) =" —a,_1x""
onde a; >0 para todo1<i<n-1,a,.1=e(G) ea; =|A-B|, onde A é o niimero de subgrafos pares geradores
de G e B o de subgrafos impares. Além disso, se G é conexo, entdo vale que a; > 0 para todo 1 <i<n-1.

Demonstragio. Pela Proposicao 3.2 o tinico termo do somat6rio Yrcg(g) (-1)Tx(T) que contribui para
o coeficiente de x" é quando T = @. Logo P é um polindmio ménico. Como o niimero de componentes
conexas é sempre maior do que o, também segue dessa proposicdo que o termo independente é o e
logo 0 é raiz de Pg.

Para calcular 4,1 temos que determinar todos os conjuntos T em que ¢(T) = n — 1. Esses conjuntos
T sdo exatamente as arestas de E(G), logo ar = (-1) ZeeE(G)(_l)l = e(G). Para calcular 4; temos que
determinar todos os conjuntos T em que c¢(T) =1, ou seja, os subgrafos geradores de G. Uma simples
conta nos mostra que

=] Y D)T=p > 1= Y 1=]A-B|

TcE(G) T gerador par T gerador impar

Resta mostrar que 4; > 0 para todo 1 <i < n - 1. Para isso fagamos indugdo no ntmero de arestas e
vértices de um grafo. Como caso base tome o grafo G vazio, para este caso temos que Pg(x) = x", que
satisfaz as condi¢des do enunciado. Suponha agora que queremos provar para um grafo G qualquer e
o resultado ja foi provado para todo grafo H com menos vértices do que G, ou caso H tenha o mesmo
nimero de vértices, para todo H com menos arestas do que G. A Proposi¢do 3.4 nos diz que para uma
aresta e em G vale

PG(x) = PG—e(x) - PG/e(x)'
Por hipétese de indugdo temos que

PG, = x" — b, x" T+ (-1)" by,

Pgye = X, o™ (-1 ey,
onde by,...,b,_1,c1,...,c0-2 > 0. Disso seque que

Po(x) = (x" =byo1x™ Lo+ (1) hx) = (2" = x4+ (1) o) =

X" = (b, + D)X 4 (g + 0y )X 24+ (<1) (b + ).

+

22



Porinomrio CroMATICO (LUucas Coruccr) 31 DE OUTUBRO

Logoa; =bj+c;>0paratodol<i<n-2ea, 1=b,_1+1>0.
Se G é conexo podemos argumentar da mesma maneira para provar que 4; > 0 paratodo1<i<n-1.
Uma das mudangas é que o caso base da inducédo tem de ser uma arvore e daf pelo Exemplo 3.6 segue

n-1 ~(n-1 n—i i
Po(x)=x(x-1)""=>"1. (-1
im\i-1
Logo 4; = (-1)"("-1)(-1)"" = ("7}) > 0. A outra mudanga é que para mantermos a hipétese de
indugdo devemos escolher uma aresta e tal que G —e e G/e sejam conexos, mas isso é sempre possivel
se G é conexo e diferente de uma éarvore (basta tomar uma aresta de um ciclo de G). O

Dois corolérios imediatos da proposicdo anterior sdo os seguintes.

Corolario 3.12. Dado um grafo G a multiplicidade de 0 em Pg(x) é exatamente o niimero de componentes
conexas de G

Demonstragio. A proposi¢do 3.11 nos mostra que se G é conexo, entdo 0 tem multiplicidade 1 em Pg(x).
Utilizando que o polindmio cromético de um grafo é o produto dos polindmios cromadticos das suas
componentes conexas, o resultato segue. O

Corolario 3.13. Seja G um grafo conexo. Se G possui um niimero par de vértices, entiio o niimero de subgrafos
geradores pares é menor do que o niimero de subgrafos geradores impares. Se G possui um niimero impar de
vértices, entdo o ntimero de subgrafos geradores pares é maior do que o niimero de subgrafos geradores impares.

000 Aula 8 (31 de Outubro) — Lucas Colucci 000
Na aula de hoje vamos provar o Teorema da Razdo Aurea. O teorema nos permite estimar um
pouco o polindmio cromdtico de um grafo planar em um valor apropriado.

Teorema 3.14 (Tutte). Seja ¢ = % a razio durea e G um grafo planar. Entdo vale que Pg(¢ +2) > 0.

Como ja observado antes, se provarmos que Pg (k) > 0 para algum inteiro k, entdo x(G) < k. Assim
podemos tentar determinar o niimero cromdtico de um grafo entendendo o seu polindmio cromaético.
Um dos grandes resultados em teoria dos grafos é o Teorema das quatro cores. Esse teorema afirma
que para todo grafo planar G vale que x(G) <4, ou que Pg(4) > 0. O Teorema da razdo durea nos diz
que Pg(¢+2) >0, onde ¢ +2~ 3,618.... O que é de certa forma um resultado préximo do desejado.

Para provarmos esse teorema vamos precisar de uma série de lemas preliminares relacionados ao
estudo do polindmio cromaético.

Lema 3.15. Dado um grafo G, o polindmio Pg ndo possui raizes em (0,1).

Demonstragio. Podemos supor sem perda de generalidade que G é conexo e possui n vértices. Isso
acontece pois o polindmio cromdtico de G é o produto dos polindémios cromaéticos de suas componentes.
Assim se nenhum deles possui raizes em (0, 1), o polindmio de G também ndo possuird. Seja « € (0,1).
Vamos mostrar por indugao no ntimero de vértices e arestas de G que (-1)""1Pg(«a) > 0. O caso base é
quando G é uma arvore. Nesse caso temos pelo Exemplo 3.6 que

1) 'Pg(a) = (-1)"Ta(a-1)"" =a(1-a)" ' >0.

Agora queremos provar o resultado para um grafo G conexo diferente de uma drvore e suponha
que j& provamos para todo grafo H com menos vértices ou, se H tiver o mesmo ntmero de vértices,
com menos arestas do que G. Como G é conexo diferente de uma arvore, G contém um ciclo. Seja
e uma aresta desse ciclo. Podemos ver que G —¢ e G/e sdo conexos. Aplicando a Proposi¢do 3.4 e a
hipétese de inducdo temos que

(=1)"""Pg(a) = (-1)" " (Po-e(&) = Poje(@)) = (<1)" " Po-e(a) + (-1)"*Pgye(a) > 0.
Isso conclui que Pg(a) # 0, como queriamos. O

Esse resultado nos permite concluir o seguinte.
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3+/5

Lema 3.16. O niimero ¢ +1 = =532 ndo ¢é raiz de nenhum polindmio cromatico.

Demonstragio. Suponha que exista grafo G tal que Pg(¢ +1) = 0. Sabemos pela construcdo de Pz que
Pg € Z[x]. Considere agora o ideal de polindmios I = {f € Z[x]: f(¢+1) = 0}. Vamos mostrar que
I=(b) onde b(x) = x> - 3x + 1. Primeiro observe que b ¢ I, de fato

b(p+1)=(¢p+1)*-3(¢p+1)+1=¢*-¢-1=0.

Agora seja a € [ um elemento qualquer. E facil ver pelo algoritmo da divisdo euclideana e por b ser um
polindmio moénico que existem polindmios ¢, 1 € Z[X] tai que a = bg +r e deg(r) < deg(b). Como a,b e I
seque que r € I. Entdo deg(r) € {0,1}. Se r for um polinémio de grau 1, entdo ele é multiplo de x - ¢ -1
e como ¢ + 1 é irracional segue que r ¢ Z[x], contradi¢do. Logo r possui grau 0 e logo é uma constante.
Como r(¢ +1) =0, seque que r é identicamente nulo. Isso significa que a = bg, ou seja, 2 é um multiplo
de b.

Usando esse resultado podemos afirmar que Pg(x) é um mdltiplo de x? - 3x + 1. Porém 0 < % <1

é outra raiz de x> - 3x + 1. Logo Pd%) =0, o que contradiz o Lema 3.15. O

O préximo lema nos fornece relagdes com o polindmio cromaético e certos tipos de grafos planares.

Lema 3.17. Seja G um grafo planar com uma face quadrilateral F. Sejam ey, e as diagonais de F e G; = G +¢;,i =
1,2. Entdo

(i) Pg,(A) +Pg, /e, (A) = PG, (A) + Pg,e,(A)
(ii) Po(p+1) = (p+1)(Pg, (¢p+1)+Pg,(¢p+1)), onde ¢ = 1135,
Demonstragio. (i) Usando a Proposicdo 3.4 para G; com aresta e; temos
Pg, (M) + PG, /e, (A) = PG ¢, (A) = PG (M).
De maneira analoga temos
Pg,(A) + PG, /e, (A) = Pgy—e,(A) = PG (A).

e daf o resultado segue.

(if) Vamos provar por inducdo no niimero de vértices e arestas de G. Primeiro temos que resolver
0 caso base. Suponha inicialmente que V(G) = V(F), ou seja, os tinicos vértices sdo os vértices da face
quadrilédteral. Existem duas opgoes para G, ou G = C4, ou G é um C4 mais uma corda (diamante).

Se G = (4, entdo tanto G; quanto G sdo diamantes. Uma simples conta nos mostra que

P, (A) = Pg,(A) = A(A-1)(A-2)%
Além disso, pelo Exemplo 3.7 temos que
Pg(A) = (A-1)*+(A-1).
Calculando obtemos entdo que

Po(¢p+1) = (¢p+1)(Pg, (¢ + 1)+ Po,(¢p+1)) < ¢* + ¢ =2(p+1)°p(¢p - 1)* < ¢° + 1 =2(¢* - 1)

2

Agora observe que ¢ é raiz do polindmio x? - x - 1. Isso significa que ¢? = ¢ + 1. Substituindo na

equacdo obtemos
PP+1=2(¢*-1)2 = p(¢p+1)+1=2¢> = 1+¢ = ¢,

o que é verdade.
Se G é um diamante, entdo podemos supor sem perda de generalidade que G; é também um
diamante (e; € uma aresta ja existente em G) e G, é um Kjy. Nesse caso, como ja feito antes

Pg(A) = Pg,(A) = A(A-1)(A-2)%

24



Porinomrio CroMATICO (LUucas Coruccr) 31 DE OUTUBRO

E pelo exemplo 3.5 temos que
Pg,(A) =A(A-1)(A-2)(A-3)
Calculando e usando que ¢? = ¢ + 1 nés obtemos

Pe(¢+1) = (¢+1)(PG, (9 +1) + P, (¢ +1)) <
(@+DP(P-1)" = (9+ D9+ DP(p- 1)+ (p+ DP(p-1)(9-2)) =
(p-D=@+D(¢-1+(¢+1)(¢-2) =
$p-1=(¢"-1)+(¢*-¢-2) = 2(¢*-¢-1)=0
o que é verdade.

O tltimo caso base é quando G consiste de um dos casos anteriores mais alguns vértices isolados.
Neste caso basta usar que o polindmio cromadtico de G é o produto dos polindmios crométicos de
suas componentes. Como todas as componentes exceto uma sdo vértices isolados, entdo esse caso é o
mesmo que os anteriores com um fator ¢4 multiplicado.

Agora suponha que queremos provar pra G e G é um grafo em que existe pelo menos uma aresta
a mais além das arestas nos vértices de F. Seja e essa aresta. Entdo G —e e G/e ambos possuem a face
quadrilateral F. Assim fazendo G’ = G-¢, G/ = G'+¢;,i=1,2e G" = G/e, G]' = G" +¢;,i = 1,2 temos
por hipétese de indugdo que

Per(9+1) = (9+1)(Pey (¢ +1) + Py (9 +1))
PGH(¢ + 1) = (gb + 1)(PG{’(¢ + 1) + PGél(gb + 1))

Como a aresta retirada nao continha as duas extremidades em F segue que G;—e = G/ e G;/e = G/’ para
i =1,2. Logo subtraindo as duas equagdes acima e usando a Proposi¢do 3.4 temos

Pe(+1) = Por(@+ 1)~ Pon(@+1) = (¢ + 1)((Pe; (9 + 1) ~ P (9 + 1)) + (Pey (9 + 1) - Py (9 +1)))
= (9+1)(P, (9 + 1) + P, (9+ 1))

O préximo lema é a essencia do Teorema.
Lema 3.18. Se G ¢ uma triangulagio planar de n vértices, entio P (¢ +2) = (¢ +2)¢>"1OP2(p+1).

Demonstragio. Primeiro suponha a configura¢do do lema anterior. Seja H um grafo planar de n vértices
com uma face quadrildteral F e sejam e, e, as diagonais de F (podendo sim alguma dessas diagonais
ja existirem em H). Considere H; = H +¢;, i = 1,2. Vamos mostrar que se a igualdade Pg(¢ +2) =
(p+ 2)¢30(G)‘10Pé(¢ +1) é verdadeira para G = Hy, Hy/e1, Hy/ep, entdo também vale para G = H;.

Para isso note pelo lema anterior e Proposicdo 3.4 que

(P, (@ +1) + Ppyy e, (@ + 1)) + (Pr, (@ +1) + Pryy e, (9 +1)) = Priy—ey (9 + 1) + Priy e, (@ + 1) =
2Py (¢ +1) =2(¢+1)(Pr, (¢ +1) + P (¢ +1)).

Assim vale que
Prtyfey (9 +1) + Priy ey (¢ +1) = (29 + 1) (P, (9 + 1) + Prry (¢ +1)) = ¢ (Pry, (¢ + 1) + Pry (¢ +1)).

pois utilizando que ¢? = ¢ + 1 temos que ¢° = p(¢ + 1) = p> + ¢ = 2¢ + 1. Agora Lema 3.17.ii nos fornece
que

Ph, ey (¢ +1) = Prpy g, (@ +1) = Py (¢ +1) = P, (¢ +1).

Multiplicando essas duas igualdades obtemos

Ph 1o, (@ +1) = Phy 1 (9 +1) = 9> (PR, (¢ +1) = PR, (¢ +1)).
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Ou reescrevendo

$°P, (p+1) = Ph 1, (9+1) = Ppp ), (9 +1) + ¢ P (9 + 1).

Multiplicando a equacdo por (¢ +2)¢3("~1)-10

Hy, Hy/e1, Hy/ep temos

e usando que a igualdade do enunciado vale para

(@ +2)¢>"OPF (p+1) = (p+2)¢* " D7OPE  (p+1)— (¢ +2)¢* " DTOPL (9 +1)+
(¢+2)¢>""OPR (¢ +1) = Pyyy e, (¢ +2) = Pryy o, (9 +2) + Py (§+2) = Pryy (¢ +2)

e logo a igualdade também vale para Hj.

Agora considere todas as triangula¢des em que a igualdade acima ndo é satisfeita. Seja G a configuracdo
que viola a igualdade com o menor ntimero de vértices e que maximiza o grau maximo, ou seja, de
todas as triangula¢des de tamanho minimo que violam a igualdade G é a que possui maior grau. Seja
x um vértice de maior grau em G. Vamos mostrar que todas as faces de G sdo adjacentes a x.

Relembre que em uma triangulagdo toda face é um tridngulo. Porque toda a aresta estd em pelo
menos uma face, segue que para todo vértice ndo isolado existe um tridngulo adjacente a ele. Seja
xyz um tridangulo adjacente a x. Suponha agora que exista uma outra face x’yz compartilhando yz néo
adjacente a x. Vamos mostrar que x = x’. Como toda triangulacio é conexa (todas as faces incluindo a
externa sdo tridngulos), disso seguird que todas as faces sdo adjacentes a x.

Para notar isso tome ej = {x,x}, e = {y,z}, H = G- {yz}, H; = H + ¢;. Primeiro note que H, é uma
triangulagdo onde dp, (x) = dg(x) + 1, logo pela escolha de G segue que H, satisfaz a igualdade. E facil
ver também que Hj/e; e Hp/ep sdo triangulagdes e assim pela minimalidade de G esses dois grafos
também satisfazem a igualdade. Portanto pela discussdo anterior o grafo H; = G também satisfaz a
igualdade, o que contradiz a suposi¢do sobre G. Logo x = x’.

Agora considere o grafo G — x. Do fato de todas as faces de G serem adjacentes a x temos que G - x
é livre de ciclos. Do fato que G é uma triangulacdo também temos que G — x é conexo. Logo G - x é
uma arvore. Assim pelo Exemplo 3.6 temos

Po_x(A) = A(A-1)"2.

Como todas as faces sdo adjacentes a x, também segue que x é adjacente a todos os vértices de G. Logo
fixando uma cor para x ndo podemos usar mais ela no restante do grafo. Daf

Po(A) = APg_y(A=1) = A(A=1)(A-2)""2
Usando que 4)2 = ¢ +1 segue que

Po(¢p+2) = (¢p+2)(9+1)9" > = (9 +2)¢".

Por outro lado temos que
(¢ +2)¢™ PG (p+1) = (9 +2)9™ 9+ 1) (¢ - 1)*" ",

Como ¢? = ¢ + 1 segue que ¢ — 1 = 1/¢ e dai
(¢ +2)¢™ PG (p+1) = (p+2)9™ (g + 1)249(;)2”‘4 = (@ +2)(¢+1)°¢" " = (¢ +2)¢".

Logo segue que G satisfaz a igualdade, uma contradicao. O
A demonstragdo sai agora de uma indugéo.

Demonstragio do Teorema 3.14. Fagamos indugdo no ndmero de vértices de um grafo da seguinte forma.
O nosso caso base serd quando G é uma triangula¢do. Neste caso pelo Lema 3.18 temos que Pg (¢ +2) =
(p+ 2)¢3”‘10P(2;(4> +1). Daf segue que P;(¢ +2) >0 se, e somente se, Ps(¢ +1) # 0. Isso é verdade pelo
Lema 3.16, que nos diz que ¢ + 1 nunca é raiz de um polinémio cromaético.

Agora suponha que estamos lidando com um grafo G planar qualquer. Suponha por hipétese de
indugdo que o teorema é verdadeiro para qualquer grafo H planar com menos vértices de G e para
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qualquer grafo planar H com v(H) = v(G) em que G c H. Fazer a indugdo desse jeito faz sentido,
porque para qualquer grafo planar G podemos adicionar arestas até obtermos uma triangulagdo. Como
G ndo é uma triangulacdo, existe uma face F com pelo menos 4 vértices. Seja ¢ uma diagonal dessa face
F que ndo estd no grafo G. Considere H = G +e. Assim por hipétese de indugdo temos que Py (¢ +2) >0
e Pyj.(¢+2) > 0. Logo pela Proposicdo 3.4

Po(¢p+2)=Py_o(¢p+2)=Py(p+2)+ PH/€(¢+2) > 0.

4 Construcoes com Régua e Compasso

000 Aula 9 (07 de Novembro) — Marcelo Campos 000

Nessa se¢do lidaremos com o problema de determinar quais distancias sdo construtiveis com régua
e compasso. Primeiro precisamos definir o jogo. Dizemos que uma distancia é construtivel com régua
e compasso se é possivel obter essa distdncia usando operac¢des com régua em compasso em cima de
uma distancia inicial fixa de tamanho 1. Para exemplificar vamos mostrar que 3 é construtivel.

Usando da régua, trace uma reta s arbitraria no plano. Marque um ponto A nessa reta. O compasso
nos permite medir distdncias, entdo abra o compasso com a medida fixa de tamanho 1. Isso significa
que esse compasso é capaz de desenhar circumferéncias de raio 1 a partir de qualquer ponto. Escolha
A como centro e seja B um dos pontos de intersec¢do da reta s com essa circumferéncia. Agora conti-
nuando o processo, trace outra circumferéncia com centro agora B e seja C o ponto de intersec¢do dela
com a reta s (ponto distinto de A). Por fim faca esse processo mais uma vez obtendo o ponto D. O
segmento AD construido tem tamanho 3, o que prova que 3 é construtivel.

A operagdo descrita acima é chamada de concatenagio. Basicamente uma concatenagdo une dois
segmentos para formar um préximo. No nosso caso nés unimos trés segmentos de tamanho 1 para
obtermos um segmento de tamanho 3. Mas é facil ver que isso também seria possivel se os segmentos
tivessem tamanho distintos (nesse caso terfamos que alterar o tamanho das circumferéncias). Com
concatenagdo podemos concluir que todos os inteiros positivos sdo construtiveis. Além disso podemos
concluir por concatenagdo que se as distancias «, B sdo construtiveis, entdo « + § é construtivel.

Podemos estender esses conceitos para nimeros negativos. Como fazemos isso? Podemos interpre-
tar o jogo da seguinte forma. Suponha que temos a reta real e nos foi dado o ponto 0 e o pontos 1. Quais
pontos reais é possivel determinar nessa reta? Note que esse problema é exatamente o mesmo de de-
terminar quais sdo as distdncias construtiveis, pois para determinar um ponto « nessa reta com régua e
compasso nés precisamos determinar a distancial |¢|. Dizemos que um nimero real é construtivel se ele
pode ser determinado na reta real, onde é apenas nos dado 0 0 e 0 1, com uma série de constru¢ées com
régua e compasso no plano euclideano. A concatenacdo do pardgrafo anterior nos permite dizer que
todos os inteiros sdo construtiveis. Além disso é facil ver disso também que se «, B sdo construtiveis,
entdo a + f é construtivel.

Porém também ¢é possivel construir todos os elementos de Q. Isso é possivel devido ao Teorema de
Tales. Seja g = 7 um racional positivo qualquer. Uma propriedade ladica de construcdes com régua e
compasso é que dado uma reta s e um ponto P fora dela, é possivel construir uma reta r paralela a s
tal que P € r. Assim podemos construir 4 como na préxima figura.
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A

Construa segmentos AB e AC de tamanho b e 4, respectivamente. Agora estenda AB até um ponto
D tal que BD tenha tamanho 1 (lembre que possuimos a distancia 1). Podemos construir uma paralela
a BC passando por D. Essa paralela intersecta a reta AC em um ponto E. Pelo Teorema de Tales é
possivel determinar a distdncia CE. De fato

AB AC b a a

— =—_-=—CE=—.

BD CE 1 CE b
Como sabemos construir todos os inteiros, inclusive a e b, essa constru¢do nos mostra que todos os
racionais sdo construtiveis. Além disso, ela mostra que se «, B sdo construtiveis, entdo a/B é construtivel.
Se trocarmos AB =1 e BD = § obtemos dessa mesma construgdo que se «, B sdo construtiveis, entdo a3
é construtivel.

A dltima observacdo nos permite concluir que o conjunto de pontos construtiveis é na verdade um
corpo, pois é fechado em soma e multiplicagcdo. Antes de continuarmos vamos estudar um pouco mais
sobre corpos. Dado dois corpos E, F com E c F nés podemos considerar F como um espago vetorial em
E. Tendo isso em vista, é natural perguntarmos qual a dimensao de F sobre E. Definimos [F : E] como
a dimensdo de F como espaco vetorial de E. Se F tem dimensdo infinita, entdo [F : E] = co. Além disso
dizemos que F é uma extensdo de E.

Um exemplo simples de extensdo de um corpo E é a extensdo E(«) onde « ¢ E. Definimos E(a)
como o menor corpo contendo E e «. E possivel ver que isso é equivalente a dizer que

ag+ a1+ ... +au’
bo+ by + ...+ bsas

E(a)={ :r,s€N, ag,...,ar,bgy,..., bs € E}
O proximo lema nos diz que se a é raiz de um polindmio em E[x], entdo é possivel determinar a
dimensdo de E(a) como espaco vetorial de E.

Lema 4.1. Seja E um corpo, a € E algébrico. Seja p € E[x] o polindmio monico de grau minimo tal que p(a) = 0.
Entdo [E(a) : E] = deg(p).

Demonstragio. Considere o conjunto

1

F={ap+aja+...+a,_1a" " : ap,...,a,_1 € E},

onde n = deg(p). Vamos mostrar que F = E(a). Primeiro note que como F é gerado por combinag¢des
lineares de poténcia de , entdo F c E(a). Como E(a) é o menor corpo contendo E e « e F contém E e
« segue entdo que basta mostrar que F é um corpo.

Existe uma aplicacdo natural sobrejetiva ¢ : E[x] - F dada por

¢(f) = f(a).

De fato, dado f € E[x] qualquer, pelo algoritmo da divisdo euclideana temos que existem gq,r com
deg(r) < deg(p) tal que f = pg+r. Aplicando a nds obtemos

f(@) = pa)g(a) +r(a) = r(a).

Isso significa que ¢(f) = r(x) onde r possui grau menor que deg(p) = n. Isso mostra que a aplicagdo
possui como imagem F. E 6bvio que ¢ é sobrejetiva. Além disso é facil conferir que ¢ é um homomor-
fismo. Como E[x] é um anel, segue que F também é.

Para mostrarmos que F é um corpo basta mostrarmos que um elemento a € F possui inverso, isto
é, a”! € F. Vamos mostrar que se f € E[x], entdo 1/f(a) € F. Usando que ¢ é sobrejetiva o resultado
segue. Fagamos isso por indugdo no grau de f. Se deg(f) =0, entdo f é constante e logo 1/f(a) € E c F.
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Se deg(f) >0, entdo pela divisdo euclideana existem gq,r com deg(r) < deg(f) tal que p = fq +r. Assim

1 q(x)
= =0 =——".
F@a@) +r(@) = pla) =0 oo o5 = =T
Por hipétese de indugdo temos que 1/r(a) € F e como F é um anel segue que 1/f(«a) € F.

Agora note que 1,a,...,a" ! é uma base de F como espaco vetorial em E. Isso ocorre pois caso
contrario terfamos uma combinacao linear cg + c1a + ... +c,_1a" 1 = 0 e em particular « seria raiz do
polinémio g(x) = co+c1x +...+c,_1x""!, 0 que contradiz a minimalidade de p. Assim F tem dimensao
n como espago vetorial de E e dai [E(a) : E] = n = deg(p). O

O préximo lema nos diz que as dimensdes de uma torre de extensdes de corpos se comportam bem.
Lema 4.2. Sejam E c F c K corpos. Entio [K: E] = [K: F][F: E].

Demonstragio. Seja {uq,...,u,} uma base de F como espago vetorial em E e {vy,...,v,} uma base de
K como espago vetorial em E. Afirmamos entdo que {u;v;: 1<i<n,1<j<m} éuma base de K como
espago vetorial em E e consequentemente que [K: E] =[K: F][F: E].

Seja x € K, podemos escrever x = 271:1 bjvj com b; € F. Agora para cada j podemos escrever b; =
¥.ity ajju;. Juntando tudo obtemos que x = ¥y X4 a;u;0;. Isso prova que {u;v;: 1<i<n, 1<j<m}
gera K. Vamos ver agora que esse conjunto é linearmente independente. Suponha que Y7, Z;’il CjjUivj =
0. Podemos reescrever isso como Z]-"il djvj = 0, onde d; = ¥, c;ju; € F. Como v;’s sdo linearmente
independentes segue que d; = 0 para todo j, isto é, 3i; c;ju; = 0 para todo 1 < j < m. Mas agora a
independéncia linear em u; nos da que c;; = 0 para todo i, j. O

Retornando ao problema de construcdes com régua e compasso, suponha que sabemos construir
todos os nimeros em um corp F c R. Isso implica que dados os eixos e o ponto (0,0) do plano
cartesiano nds sabemos determinar todos os pontos de F? c R?%. Agora observe que construgoes com
régua e compasso utilizam de basicamente trés opera¢des: Marcar pontos, tragar retas e tragar circulos
de determinado raio. Queremos construir pontos novos no plano, que em tltima instancia significariam
distacias novas. Suponha que seja possivel construir um ponto novo. Para construir esse ponto podemos
supor sem perda que todos os pontos marcado, retas tracadas e circulos desenhados estdo em F. A
razdo para qual podemos supor isso é porque essas sdo as unicas retas, circulos e pontos que sabemos
determinar. Qualquer outra opgdo seria um chute e logo, como é um chute, a gente pode supor que é
um dos casos anteriores.

Isso basicamente significa que todas as retas sdo da forma ax + by +c =0 com a,b,c € F e todos os
circulos sdo da forma (x - a)? + (y - b)? = ¢ com a,b,c € F. O ponto novo seréd obtidos por interseccdes
dessas retas e circulos. E facil ver que a interseccdo de duas retas em F nos dard um ponto em F2.
Agora a interseccdo de uma reta em F com um circulo em F nos dard no pior dos casos um ponto
de coordenadas em F(+/a) para algum a € F, pois precisamos resolver uma equagdo quadrética. O
mesmo pode ser obtido por intersec¢des de dois circulos. Isso nos permite concluir que qualquer
ponto construido novo é um elemento de F(\/a) para algum a € F e se tivermos uma nova distancia,
ela seria um elemento de F(/a).

Porém note que +/a é construtivel. Para isso considere a construcdo como na figura abaixo. Seja AC
um segmento de tamanho a + 1, dividido em dois segmentos AB e AC de tamanhos 1 e a, respecti-
vamente. Construa uma circunferéncia de didmetro AC e seja D a interseccdo da perpendicular a AC
passando por B com a circunferéncia.

D
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Por semelhanga de tridngulos temos

AB BD 1 %@BD:JE.

- & — =
BD BC BD

Como inicialmente sabemos construir o Q isso permite caracterizar os reais construtiveis da se-
guinte forma. Um ntdmero « é construtivel se, e somente se, existe um inteiro # e uma sequéncia de
corpos Q = Ky c ... c K, tais que & € K, e [Kj;1 : K;] = 2 para todo 1 < i < n—1. Isso acontece por-
que obviamente pelo Lema 4.1 temos que [F(\/a) : F] = 2, se \/a ¢ F. A partir de agora vamos usar
essa caracterizacdo como a definicdo de um namero construtivel. A vantagem é que essa defini¢do nos
permite estender niimeros construtiveis para ntimeros complexos.

Uma outra consequéncia dessa observagdo e do Lema 4.2 é que todo ntimero construtivel é elemento
de um corpo K tal que [K : Q] = 2" para algum n. Isso nos permite provar alguns resultados sobre
construgdes com régua e compasso. Antes um resultado preliminar importante.

2

Teorema 4.3. Seja p(x) = x> + apx? + ayx + ag um polindmio irredutivel em Q[x]. Entao as raizes de p ndo sio

construtiveis.

Demonstragio. Seja & uma raiz de p. Seja f o polindmio mdnico de menor grau em Q[x] tal que «a é
raiz. Pelo algoritmo de divisdo euclideana existe q,7 € Q[x] com deg(r) < deg(f) tal que p = fg+r.
Porém aplicando essa igualdade em « obtemos que r(«) = 0. Pela minimalidade de f concluimos que r
é identicamente nulo e portanto p = fg. Usando que p é irredutivel e também monico, segue que q = 1
e daf f = p. Aplicando o Lema 4.1 temos que [Q(«) : Q] = 3.

Se a fosse construtivel existiria um corpo K tal que a € K e [K : Q] = 2". E fécil ver das propriedades
de corpos que Q(«) c K. Portanto pelo Lema 4.2 nés temos que 2" = [K: Q] = [K: Q(a)][Q(a) : Q] =
3[K:Q(a)]. Logo 3| 2", o que é impossivel. Portanto « ndo é construtivel. O

Como aplicagdo de tudo que foi estudado aqui vamos resolver um problema cldssico em construgoes
de régua e compasso. Dado um angulo, é possivel por meios engenhosos encontrar a bissetriz desse
angulo. Isso nos permite obter metade de um angulo para qualquer 4ngulo dado. A pergunta natural
é se é possivel triseccionar um angulo, ou seja, obter um ter¢o de um angulo. Esse problema é muito
antigo, proposto provavelmete ainda na grécia antiga, que sé foi resolvido com as técnicas apresentadas
nesta aula.

Teorema 4.4. E imposstvel triseccionar um dngulo com régua e compasso.

Demonstragio. Para provarmos que é impossivel, vamos na verdade resolver outro problema. Vamos
mostrar que é impossivel construir um angulo de 20° com régua e compasso. Note que construir um
angulo y é equivalente a construir cos<y. De fato, considere a circunferéncia de raio 1 na origem do
plano cartesiano. Se soubermos construir o angulo <, entdo construindo ele no sentido anti-horario na
circunferéncia é suficiente para obter um tridngulo retdngulo com lados cosy e sin<y. Se tivermos a
medida cosy entdo basta tracar a paralela a reta y = 0 passando pelo ponto (cosy,0) e considerar sua
intersec¢do com a circunferéncia. Assim queremos mostrar que cos20° é construtivel.
Seja w = €7’. Um calculo nos mostra que
1 )3

(2cos7)? = (w+w™)? = w? +3w+3w ! +w™> = 2c0837 + 6osy

Substituindo 7 = 20° obtemos
(2c0s(20°))% - 3(2cos(20°)) -1 = 0.

Isso significa que & = 2c0s(20°) é raiz do polindmio p(x) = x> - 3x — 1. Porém uma analise simples
mostra que p(x) ndo possui raizes racionais. Assim pelo Teorema 4.3 temos que a ndo é construtivel e
logo cos(20?) também néo é.

Agora suponha que exista um algoritmo para triseccionar um angulo. Entdo nesse caso poderfamos
construir o dngulo de 20°. Isso ocorre porque é possivel construir o angulo de 60°. De fato, o namero
cos60° estd em Q[+/3] e logo é construtivel. Construindo esse angulo e triseccionando ele obtemos o
angulo desejado, o que é uma contradicéo. O
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Dizemos que um poligono regular é construtivel se podemos construir ele usando apenas régua
e compasso. Vamos mostrar o seguinte teorema sobre construtibilidade de poligonos regulares. Um

primo p é um primo de Fermat se p = 22 41 para algum ¢ > 0 inteiro.

Teorema 4.5. Se um n-dgono regular é construtivel, entdo n = 2"py ... ps, onde os p;’s sio primos de Fermat
distintos.

Para provarmos esse teorema vamos precisar usar as técnicas da aula anterior. A técnica consiste
em reduzir um problema de constru¢do com régua e compasso em determinar se um nimero « é
construtivel. N6s sabemos que se um ntiimero é construtivel, entdo ele estd contido em um corpo K tal
que [K : Q] = 2". Assim para provarmos que esse nimero ndo é construtivel basta mostrarmos pelo
Lema 4.2 que [Q(«) : Q] contém um fator diferente de 2. O Lema 4.1 nos mostra que para entendermos
essa dimensdo, nds precisamos conhecer o polindmio minimal de «. Para o Teorema 4.5 o polindémio
em particular que serd estudado é o polinémio ciclotdmico.

O n-ésimo polindmio ciclotomico @, (x) é um polindmio de coeficientes racionais definido como o
fator de x"" — 1 que nao divide x* -1 para todo k < n. Uma maneira equivalente de definir seria pela
seguinte recursao

D(x)=x-1,
n_
D, (x) = L, Vn>1.
[T Pa(x)

Para nossos intuitos nés vamos precisar do préximo teorema que serd enunciado sem demonstracao.

Teorema 4.6. O polinémio ciclotomico ®,,(x) é monico, de coeficientes inteiros e irredutivel em Q. Além disso

u(x) = [] (x-en)

1<k<n
mdc(k,n)=1

e . i, A . A
Esse tiltimo teorema nos diz que e™» é raiz de ®,(x) e como o polindmio é irredutivel e monico, te-
mos que ®,(x) é o seu polindmio minimal (vide demonstra¢do do Teorema 4.3). Além disso o teorema
nos mostra que deg(®,) = ¢(n). Assim podemos aplicar o Lema 4.1 para concluir o seguinte corolério.

Corolario 4.7. Seja n inteiro. Entio [Q(e%) :Q] = ¢(n).

Veremos agora como isso € suficiente.

Demonstragio do Teorema 4.5. Suponha que para determinado n é possivel construir um n-dgono regu-
lar. Isso signfica em particular que conseguimos contruir todos os angulos internos do poligono, ou

seja, que conseguimos construir o dngulo de 7’”;271. Se isso é possivel, entdo mediante a uma reta conse-
guimos construir também o angulo de 7 - HTQN = 27” Como ja vimos antes, isso é equivalente a dizer
que cos(%”) é construtivel.

Seja w = e*"'. Note entéo que cos(%ﬂ) = %“’_1 € Q(w+w™). Como w+w™! € Q(w), segue que
Q(w +w™) é um corpo intermediério entre Q e Q(w). Vamos mostrar que [Q(w) : Q(w +w™')] | 2. De
fato, isso segue do Lema 4.1 observando que w ¢ uma raiz do polinémio p(x) = x*> - (w+w ™ x+1¢
Q(w +w™1)[x]. Se p(x) for o polindmio minimal, entéo segue do lema que [Q(w) : Q(w + w™1)] = 2.
Caso contrério, entio o polindmio minimal tem grau 1, o que significa que Q(w) = Q(w +w™) e
[Q(w): Q(w+w™)]=1.

Agora usando o Coroldrio 4.7 obtemos que [Q(w) : Q] = ¢(n) elogo [Q(w+w ™) : Q] € {p(n)/2,p(n)}.
Como ja discutido, para que cos(%”) seja construtivel, temos que ter [Q(w +w™!) : Q] | 2" para algum
m > 0. Isso significa que ¢(n) | 2" para algum m > 0, ou seja, ¢(1) é uma poténcia de 2.

Se n = p primo impar, entdo segue que ¢(p) = p—1=2" para algum m > 0. Isto é, p é um primo da
forma 2™ + 1. E possivel ver neste caso que devemos ter m como poténcia de 2. Suponha o contrario,
que m = gk onde g é um primo impar. Entdo podemos escrever

211 =241 = 2K+ 1) ()1 - (29124 - (2K + 1)
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e como os dois fatores sdo diferentes de 1, isso contradiz 2 + 1 ser primo. Logo m ndo possui fatores
impares e é uma poténcia de 2. Isso significa que para ser construtivel devemos ter p primo de Fermat.

Agora suponha que 7 = p?, onde p é primo impar. Entdo para esse caso temos que ¢(n) = p(p-1) =
2™ para algum inteiro m > 0. Porém isso implica que p | 2", o que é impossivel para um primo impar.
A conclusdo entdo é que nenhum poligono regular de p? lados é construtivel.

Para finalizar note que se é possivel construir um nm-dgono regular, entdo em particular é possivel
construir um m-dgono regular e um n-agono regular. Assim todos se um n-dgono regular é construtivel,
entdo todos poligonos regulares com niimero de lados divisor de n tem de ser construtiveis. Isso
implica pelos paragrafos anteriores que todos os fatores primos de #n sdo primos de Fermat e que ndo
existe primo fmpar p tal que p? | n. Logo podemos concluir o enunciado. O

E interessante observar que a volta do Teorema 4.5 também ¢é verdadeira, isto é, todo n-dgono
regular com n = 2°py ... p, e p;’s primos de Fermat é construtivel. Porém nao iremos demonstrar esse
resultado.

Estudamos um pouco o caso de extensdes de corpos de dimensdo finita. Vimos que extensdes
geradas por raizes de polindmios irredutiveis em Q sdo finitas. E fcil ver que em uma extensao finita
F de E, todo elemento de F é raiz de um polinémio em E. De fato, para « € F, basta considerar
1,a,a2,.... Como a dimensdo de F é finita, esses nimeros sdo linearmente dependentes e existe uma
combinagdo linear finita que soma 0. Essa combinagdo linear nos dd um polindmio em E como desejado.
Isso permite definir o conceito de ntimero algébrico. Dizemos que « é algébrico sobre E se « é raiz de
um polindmio em E. A discussdo acima basicamente nos diz que toda extensdo finita de E s6 possui
elementos algébricos em E.

Porém o que acontece quando a nao é raiz de nenhum polindmio em E? Nesse caso entdo a extensao
E(a) possuird dimens&o infinita, o que é particularmente interessante. Dizemos que um « é trascedental
em E se & ndo é raiz de nenhum polindmio com coeficientes em E. E um resultado classico em algebra
que existem numeros reais transcedentais (em Q). Os exemplos mais famosos sdo os nimeros ¢ e 7.
Vamos provar aqui que e é trascedental.

Antes uma pequena observagdo. Para provarmos que e é transcedental, temos que provar que ele
ndo é raiz de nenhum polindmio p € Q[X]. Note que isso na verdade é equivalente a mostrar que ele
ndo é raiz de nenhum polindmio em Z[x]. Isso vem do fato de que todo polindmio em Q[x] é um
polinédmio em Z[x] multiplicado por uma constante apropriada em Q. Assim podemos assumir de
agora em diante que estamos interessados em provar que e nao é raiz de nenhum polindmio em Z[x].

Teorema 4.8. O niimero e é transcedental.

Demonstragio. A prova é baseada na seguinte observac¢do. Seja f uma funcdo de classe C*, isto é,
uma funcdo infinitamente derivavel bem comportada. Considere a seguinte espécie de transformada
de Fourier de f

S(f,x) = ff(t)e-f dt.
0

Usando integragdo por partes obtemos que
S(F,x) = [ fOetat= [ FHe dt=[fOe T = S(f,x) - f(x)e™ + £(0).
0 0

O que pode ser visto como uma espécie de recursdo de f pela sua derivada f’. Somando essa utlima
equacdo para f, f/, f”,... e fazendo

F(x) =Y f® ()
k=0

temos que

X

f E(hetdi= 3 S(F®,x) = 3 S(FFD, x) - F(x)e ™ + F(0) = [(P(t) —F(B)e”t dt + F(0) - F(x)e™
0 k=0 k=0

0
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e daf segue que

[ fetdt=F©) - Foe™,
0

para todo x > 0.
Suponha que ¢ seja um ndmero algébrico. Isto €, suponha que existam ag,...,a, € Z e ag # 0 tais
que

ag+aje+...+aze” =0.

Usando a igualdade do paragrafo acima de um jeito esperto obtemos

n k n n n
3 et f F(Hetdt=F(0) Y mek + Y aF(k) = S apF (k).
k=0 0 k=0 k=0 k=0

Até agora ndo falamos nada sobre a fung¢do f. O plano é tomar f como um polinémio, isso garante
que f é de classe C*™ e que todas as operagdes feitas até agora (como trocar limites) estdo corretas. A
nossa escolha de f serd de tal forma em que o lado direito da dltima equagdo seja inteiro ndo nulo,
enquanto o lado esquerdo seja pequeno tendendo a zero. Ao fazermos isso obteremos uma contradigdo
que implicard que e é transcedental.

O nosso polindmio serd

f(x)= P U x-1DP(x=2)P...(x-n)?,

(p 1)’

Onde p é um primo suficientemente grande. Primeiro vamos mostrar que com a escolha apropriada
de p podemos garantir que o lado esquerdo da equagédo seja pequeno. De fato,

M
e [ Fetde < 3 el M

onde M = maxo<y< {(p—1)!|f(x)|}. E facil ver que M < A? onde A = maxgcy<y{|x(x-1)...(x-n)[}. De
onde segue que

; k
|k§)akekoff(t)etdt|§(

para p suficientemente grande, pois (p —1)! cresce mais rdpido do que exponencial. Em particular,
existe uma escolha de p tal que o lado esquerdo em médulo é menor que 1/2.

Agora vamos mostrar que o lado direito é inteiro para p suficientemente grande. Note que f é um
polindmio de grau pn + (p—1) em Q[x]. Vamos mostrar que para t > p, f(t)(x) é um polindmio em
Z[x] cujo todos os coeficientes sdo multiplos de p. Isso vem do fato que podemos escrever f como

f(x)=co+cpx+...+csx%,

onde s = pn+ (p-1). Dai
S .
fO@) =Y ci(i-1)... (- t+ 1)
i=t
Pofem c; = ﬁ onde b; € Z. Entdo segue que

cii(i—l)...(i—t+1):bip(;)(i—p)...(i—ﬂl),
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inteiro mutliplo de p. Isso significa que f()(k) é inteiro e multiplo de p para todo t > pe 0 <k < n.

Resta calcular quando t < p. Para isso divida em dois casos. Primeiro vamos lidar com f(*) (k)
quando k # 0. Neste caso ao derivarmos f vezes usando a regra do produto, obteremos diversos termos,
porém em todos o expoente do fator (x - k) serd pelo menos p -t > 0. Isso significa que k serd uma raiz
do polindmio e portanto f() (k) = 0 para t < p e k # 0. Agora suponha que k = 0. Novamente o mesmo
pode ser aplicado aqui. Ao derivarmos t vezes utilizando a regra do produto, o fator x terd expoente
pelo menos p—1-t em todos os fatores. Se p—1—¢ > 0, isso significa que 0 é raiz e portanto f ®)(0) =0.
Caso t = p -1, entdo existe um termo em que o fator x tem expoente 0. Esse termo é exatamente

_1)!
(z-l)'(x—l)ﬂ..(x_n)r’ = (x=1)P. (x-m)P.
Portanto temos que
£ = (—1)™a,
que é inteiro.

Isso conclui que F(k) = %%, f() (k) é inteiro para todo 0 < k < n. Além disso, 0s nossos célculos
mostrararm que

F(k) = (-1)"n! (modp), sek=0
|0 (modp), sek+0’

Portanto temos que
n
> axF(k) = ap(-1)"n! # 0 (modp),
k=0

. . . o k -

se escolhermos p > |agn!|. Dai concluimos que Y}, a;F (k) é um inteiro ndo nulo e ¥}_o agek [ f(t)e™t dt
tem valor absoluto menor do que 1/2, logo esses dois valores ndo podem ser iguais, 0 que é uma
contradicao. O
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