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1 Ramsey Euclideano

s o0 Aula 1 (28 de Mar¢o) — Yoshiharu Kohayakawa 000

O teorema de Ramsey para grafos nos diz que dado um grafo G e um inteiro r existe um inteiro # tal
que toda r coloragdo de K;; contém uma cépia monocromadtica de G. Em geral podemos estender esse
conceito para outras estruturas. Nas aulas que seguem faremos isso para alguns conjuntos geométricos.
Dado o R" e um inteiro r podemos colorir todos os pontos de R” com uma dessas r cores. Para que
conjuntos K € R” podemos garantir que essa coloracdo contém uma “copia”de K monocromdtica?
Vamos estudar essa questdo para conjuntos K finitos. Primeiro, algumas defini¢oes.

Defini¢do 1.1. Uma isometria entre dois conjuntos é uma fungéo bijetora ¢ : A — B tal que d(¢(a1), p(az)) =
d(aq,ay), para todo aj,a; € A (onde d(x,y) é a distancia entre os pontos x e y). Quando existe uma iso-
metria entre dois conjuntos A e B, dizemos que eles sdo congruentes e denotamos por A = B.

Assim definimos com mais precisdo o conceito de “cépia”. Em geral, como estamos trabalhando
no espaco euclideano, as relagoes de distancia serdo dadas pela métrica induzida por ||.||z. No caso de
Ramsey para grafos precisamos que o grafo em que ocorra a coloragdo seja muito grande para garantir
a existéncia de um grafo G fixo. Poderiamos pensar que colorir o espaco em que o conjunto K estd
contido fosse suficiente, porém um exemplo simples como o conjunto K = {0,1} c R mostra que néo é
bem assim.

Para o caso em que r = 2 n6és podemos colorir R com duas cores sem uma cépia monocromdtica de
K. Isso é dado pela seguinte coloragdo ¢ : R — {0,1}:

o) - {(1) se x (mod 2Z) € [0,1)
, sex(mod2Z)¢€[1,2)

Porém se considerarmos uma 2-coloragio de R? nés obtemos uma cépia de K monocromatica.
Basta considerar um tridngulo equildtero de lado 1, qualquer coloragdo dos vértices desse tridngulo
terd dois vértices da mesma cor e portanto uma cépia monocromatica de K. Podemos da mesma forma
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obtermos uma cépia monocromaética de K para uma r-coloragao com r > 2 considerando um simplexo
r-dimensional em que todos os vértices distam 1. Esse complexo terd r + 1 pontos e qualquer r-coloragao
terd dois pontos monocromaticos. Esse resultado nos faz pensar que a questdo principal é: Dado um
conjunto finito K e ¥ um inteiro, existe uma dimensdo em que qualquer r-coloragdo possui uma cépia
de K? Quando a resposta é afirmativa dizemos que o conjunto é Ramsey. Em outras palavras

Defini¢do 1.2. Dizemos que vale a propriedade R(K,n,r) se para toda r-coloracdo de R" existe um
conjunto K’ monocromatico com K’ = K.

Definicio 1.3. Um conjunto K c R? finito é Ramsey se para todo r > 0 inteiro, existe um # tal que a
proprieadade R(K, n,r) vale.

Nesta aula vamos provar que os vértices de tridngulos acutangulos e retangulos sdo Ramsey. Ob-
serve que para provarmos que {0,1} é Ramsey, n6s exibimos um conjunto finito e mostramos que a
coloragdo desse conjunto implica uma cépia monocromatica de {0,1}. Em geral, para conjuntos finitos
isso sempre serd verdade. A demonstragdo desse fato é um pouco técnica e precisa de alguns resultados
em topologia que ndo serdo demonstrados.

Defini¢do 1.4. Dado {X) } o uma colecdo de espagos topoldgicos e X = [Tyep Xy, definimos a topolo-
gia produto como a topologia gerada pela base de abertos

B={ H U, : U, aberto e U, # X, apenas um numero finito de vezes}
AeA

Convencionaremos que a topologia utilizada do espaco produto é a topologia produto. Com isso
vale o seguinte teorema

Teorema 1.5 (Tychonoff). Seja {X) }rea uma colegio de espagos compactos. Entdo [ ea X, é compacto.
Também precisaremos de uma outra caracterizagdo de espagos compactos.

Defini¢ao 1.6. Uma colecdo F de subconjuntos de um conjunto X tem a propriedade da interseccao
finita (PIF) se para toda subcolegéo finita {Fy,...,F,} c F vale que N, F; # @.

Teorema 1.7. Um espago topolégico X é compacto se, e somente se, para toda colegiio F de fechados de X com a
PIF, nés temos que N F # @.

Estamos preparados para demonstrar que sé precisamos considerar conjuntos finitos.

Lema 1.8. Seja K c R? Ramsey e n,r inteiros tais que R(K,n,r) vale. Entdo existe um conjunto finito T c R"
tal que toda r-coloragio de T contém um conjunto monocromdtico congruente a K.

Demonstragio. Denote o conjunto das cores por [r]. Vamos interpetar [r] também como o espago to-
pologico discreto, isto é, cada ponto é um aberto e fechado. E facil ver da finitude de [r] que ele é
compacto. Pelo teorema de Tychonoff segue que X = [y ern[7] é compacto.

Suponha que o enunciado nao seja verdadeiro, ou seja, que para todo T finito existe uma r-coloragéo
de R" que ndo contém nenhuma cépia monocromatica de K em T. Defina o subconjunto Fr c X por

Fr={]] ¢(x): onde ¢:R" - [r] é uma coloragdo de R" sem cépias monocromaticas de K em T}
xeR"

Pela observacdo acima temos que Fr # @. Como para garantir que ¢ ndo tenha cépias mono-
cromdticas de K em T s6 precisamos nos preocupar com as cores que aplicamos a T e ndo a todo R”
temos que Fr = A x [r]Rn\T onde A c [r]". Pela finitude de T, do fato de [r] ser discreto e da topologia
produto, temos que cada conjunto de {a} x [r]]R"\T, com a € [r]T é um aberto e um fechado. Portanto
Fr é aberto e fechado.

Agora note que a colecao de fechados {FT}|T|<°<, satisfaz PIF. De fato, para T7,..., T}, temos que
T = Ule T; é finito e logo ﬂé‘:l Fr, = Fr # @. Assim usando que X é compacto, pelo Teorema 1.7. temos
que NTj<oo Fr # @. Porém como NTj<oo Fr é exatamente o conjunto de r-colora¢des de R" que ndo

possui nenhuma cépia monocromética de K, obtemos uma contradicéo. O
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Com esse lema podemos mostrar uma técnica para obter conjuntos Ramsey a partir de outros
conjuntos Ramsey. Dado dois pontos x = (x1,...,%,) € R" e y = (y1,...,ym) € R™ consideramos x *
y= (%1, ., Xn,Y1,.-.,ym) € R"™™ a concatenagdo desses dois pontos. O produto cartesiano de dois
conjuntos A c R” e B c R™ é um subconjunto A x B c R"*" dado por AxB={x*y: xeA,yeB}.

Teorema 1.9. Se K; c R" e K, ¢ R™ sdo Ramsey, entio o produto cartesiano Ky x Ko ¢ R™*" é Ramsey.

Demonstragio. Fixe um inteiro r. Do fato de K; ser Ramsey, existe inteiro n tal que R(Kj,n,r) vale. Além
disso, pelo Lema 1.8. existe um conjunto T = {ay,...,4;} ¢ R" com T finito tal que toda r-coloragio
de T contém uma cépia monocromatica de K;. Como K, também é Ramsey, existe inteiro m tal que
R(Kp,m,r") vale. Afirmamos que R(Kj x Ky, 1 +m,r) vale.

Para vermos isso considere uma r-coloragio ¢ : R"*™ — [r] arbitrdria. Dessa coloragdo considere a
coloragdo induzida ¢, : R™ — [r]’ dada por

¢2(y) = (9(a1,y), -, (ar,y))

onde ay,...,a; sdo os pontos de T. Como R(K;,m, rt) vale, existe um conjunto Ké ~ Ky monocromatico
em R™ com relagdo a coloragdo ¢,. Agora induza a coloragdo ¢ : T — [r] (pelo Lema 1.8. nds precisa-
mos nos preocupar apenas com colora¢oes em T) dada por

P1(x) = p(x,y), yeKky.

Essa coloragdo estd bem definida, pois pela escolha de K}, ¢(x,y1) = ¢(x,y2) para y1,y2 € K e x € T.
Assim T contém um K] = K; monocromatico. Isso signfica que para quaisquer xq,x, € Kj vale que
$1(x1) = ¢1(x2), que da forma que ¢; foi induzido significa que para todos x1,x; € K] e y1,y2 € K}
temos ¢(x1,y1) = ¢(x2,12). Obtemos assim uma cépia monocromatica de K; x Kj. O

Uma implicagdo imediata do Teorema 1.9. é que os vértices de paralelepipedos sdo Ramsey. Isso vem
do fato ja viso anteriormente que vértices de segmentos sdo Ramsey, independente do seu tamanho.
Na verdade, ¢é facil ver que se um conjunto K é Ramsey, qualquer conjunto semelhante a K também
é Ramsey. De fato, pelo Lema 1.8 existe um cojunto T finito tal que qualquer colora¢do possui uma
cépia de K monocromadtica, entdo qualquer coloracdo de um cojunto semelhante a T (dada a proporcao
desejada) terd uma cépia monocromética de um semelhante a K de mesma proporcdo. O Teorema 1.9
diz que o produto cartesiano de segmentos é Ramsey. Essa implicagdo é suficiente para provar

Corolario 1.10. Todo tridngulo acutingulo ou retdngulo é Ramsey.

Demonstragido. Vamos mostrar primeiro que todo tridngulo retdngulo é Ramsey. Pela observacdo acima
todo retangulo é Ramsey, dado um tridngulo retdgulo XYZ com catetos XY e YZ. O retangulo de lados
de comprimento XY e YZ é Ramsey e logo como todo subconjunto de um conjunto Ramsey é Ramsey,
segue que XYZ é Ramsey.
Agora seja ABC um tridngulo acutangulo qualquer. Considere a altura relativa a A e seja E o pé
dessa altura. Também consider o ponto D tal que o dngulo <« BDC seja reto, como na figura abaixo.
A

C

Facamos agora a seguinte construgdo geométrica. Rotacione o tridngulo ABC, no espaco euclideano
IR3, sobre o eixo BC. Ao fazermos essa rotagio o ponto A projeta no plano em algum ponto da reta AE.
Em algum momento A projeta no ponto D, esse ponto A chamaremos de A’. E facil ver que A’'DCB é
uma pirdmide obtida pelo produto cartesiano de BDC com AD. Como BDC é retangulo, ele é Ramsey
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e logo do Teorema 1.9 segue que A’DCB é Ramsey. Dai A’BC é Ramsey e é uma c6pia de ABC o que
conclui que este também é. O

o0 0 Aula 2 (04 de Abril) — Yoshiharu Kohayakawa 000
Vamos dar um exemplo de um conjunto que ndo é Ramsey.

Teorema 1.11. O conjunto {-1,0,1} c R ndo é Ramsey.
Para mostrarmos isso, vamos precisar do seguinte lema puramente combinatério.
Lema 1.12. Existe uma 4-coloragdo de R tal que para todos x,y,z € R satisfazendo
X-2y+z=2
o conjunto {x,y,z} nio é monocromdtico.
Demonstragio. Tome a seguinte coloragdo ¢ : R - {0,1,2,3}:

se x (mod 4Z) € [0,1
se x (mod 4Z) € [1,2
se x (mod 4Z) € [2,3

3,4

~

~

$(x) =

W NN = o

, sex(mod4Z) e

Suponha que existam x,y,z com ¢(x) = ¢(y) = ¢(z), satisfazendo x +z - 2y = 2. Como todos possuem a
mesma cor, entdo existem inteiros n1, 112, 113 inteiros tais que x = 4n +t+a, y =4y +t+fez=4nz+t+7,
ondete{0,1,2,3} e 0<w, B,y <1. Assim

x-2y+z=4(ny -2ny+n3) +a-2p+7.

Como -2 < a-2B+ < 2 para qualquer escolha de «,, e como n; —2n; + nz é inteiro, temos que
X -2y +2z+#2,0 que é uma contradicdo. O

P

Com essa coloracdo podemos mostrar que com 4 cores, é impossivel achar uma cépia mono-
cromadtica de {-1,0,1}.

Demonstragio do Teorema 1.11. Para qualquer n natural, considere a coloragdo ¢ : R” - {0,1,2,3} do R”
dada por 9(x) = ¢(||x||?), onde ¢ é a coloragio do Lema 1.12. Vamos mostrar que o R" colorido dessa
forma ndo possui cépia monocromadtica de {-1,0,1}.

Uma copia de {-1,0,1} em R” pode ser descrita por um ponto x € R” e um vetor unitdrio u ¢ R". A
cOpia entdo serd o conjunto {x —u,x, x +u}. Suponha que esta copia é monocromatica, isto é, (x —u) =
P(x) = p(x+u) ou ¢(||x - ul]?) = ¢(||x||*) = ¢(||x + u|]*). Porém uma simples conta nos mostra que

2 2 2 2 2 2 2 2 2
e = 2| = 21[ac[ |7 + [l + [ = [[]1 = 2w, ) + [l |7 = 2{ |1+ [lx][7 + 20, 20) + [[ual |7 = 2{[u] |7 = 2.
O que contradiz o fato de ¢ ser uma coloracgdo satisfazendo a hipétese do Lema 1.12. O

Definicio 1.13. Dizemos que um conjunto K c R? é esférico se ¢ um subconjunto de uma esfera (de
dimensdo qualquer).

Queremos agora provar que um conjunto Ramsey é esférico. Note que {-1,0,1} é um conjunto em
que os pontos ndo estdo em uma esfera.

Teorema 1.14. Se K é Ramsey, entio K é esférico.

Vamos mostrar isso de uma maneira muito semelhante ao Teorema 1.11. Para isso precisamos
caracterizar melhor os conjuntos nédo esféricos. O lema a seguir nos dd uma caracterizagdo algébrica
desses conjuntos.

Lema 1.15. Um conjunto K = {xg,x1, ..., X} ndo é esférico se, e somente se, existem c1, .. .,cy nio todos nulos
e b # 0 tais que
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1. Y5 ci(xi-x0)=0
2. S5 ci(|xlP - Ilxol?) = b %0

Demonstragio. Note inicialmente que um conjunto K satisfazendo 1. satisfaz

k k k
S eillei = xol® = 3 cillxill* = 2(xi, x0) + [|x0l*) = 3 ei([lxill* = I|xol* = 2(x; — x0, x0)) =
i=1 i=1

i=1
k 2 2 K K 2 2
Y- cilllxill = [lxoll™) = 23 cixi = x0), x0) = Y- cilllxill = [lxol[%).-
i=1 i=1

i=1

Isso significa que podemos substituir a condicdo 2. por Y5, ¢il|x; - xo|[> = b % 0.

Se K é esférico vamos mostrar que ndo existem c1, . .., ¢y, b satisfazendo as condi¢ées do enunciado.
Seja z o centro da esfera que contém K e r seur raio. Se {x1 — xp,...,xx — Xo} forem todos linearmente
independentes, ndo temos o que fazer, pois é impossivel satisfazer a condigdo 1. Suponha entdo que
existam cy, ..., ¢k ndo todos nulos tais que Z?:l ci(x; —xp) = 0. Temos que

% = |l = 2% = [|(x; - x0) = (z = x0)|* = [|x; = xol[* = 2(x; = x0,z = x0) + ||z = xo|* =

[lx; = xol? = 2(x; = x0,2 = x0) + 1* <= [|x; = x0|* = 2{x; - x0,2 = X0)-
Somando para todo i obtemos

k

k k
Scillxi = xoll* = ) 2¢i(x; = x0,z = x0) = 2(> ci(x; — x0),z — xg) = 0.
i=1 i=1 i=1

O que pelo parégrafo inicial contradiz com a condicéo 2.

Agora suponha K ndo esférico, vamos determinar cy,...,cx, b satisfazendo a hipétese. Note que
podemos supor que K é ndo esférico minimal, ou seja, que qualquer subconjunto de K é esférico. Isso
ocorre porque se K é ndo esférico qualquer, ele possui um subconjunto K’ ndo esférico minimal. Entdo
encontrada as constantes para K’ basta escolher ¢; = 0 para x; € K\ K’ e as condi¢des do enunciado
continuas sendo satisfeitas.

Observe que o conjunto de vetores {x1 — xg,...,Xx — Xo} ndo pode ser linearmente independente,
pois caso contrario K seria um simplexo e logo esférico (um simplexo n dimensional estd contido em
uma esfera (1 —1) dimensional). Assim existem cj, ..., ¢, ndo todos nulos tais que Zile ci(x; —x9) = 0.
Suponha sem perda de generalidade que c; # 0. Considere agora K’ = {xy, ..., x¢_1 }. Pela minimalidade
de K temos que K’ é esférico, seja z o centro dessa esfera e r o seu raio.

Pelo mesmo argumento feito em um parédgrafo anterior, temos que

k-1 k-1
> cillxi = xol* = 2(" i (xi - x0),z = x0) = 2(~cx(xx — X0), Z — Xo) = ~2cx{xg — X0, Z — Xp)-
i=1 i=1

Agora somando com o xj obtemos

k
S cillxi = x0][* = cxllxx — xol[* = 2cx{xx — X0,z = x0) = ek (||xx = xo|* = 2{xx — 0,2 — x0)) =
ia

2 2 2_ 2
S (Ilxi = 2l1° = llz = xol|”) = cx(llxx = 2[|* = %) # 0

de c; # 0 e ||x; —z|| # 7 (x; ndo pertence a esfera, pois K ndo é esférico). Tomando entao b = ci(||x; — z|]* -
#?) concluimos a demonstracao.
O

RS Aula 3 (18 de Abril) — Yoshiharu Kohayakawa 000
Continuamos com os preparativos para demonstrar que todo conjunto Ramsey é esférico. Comegando
por um resultado de élgebra linear.

Proposigio 1.16. Sejam K c R?, K’ c RN e d, N inteiros com N > d. Suponha que RY esteja imerso em RN da
forma candnica. Se K = K', seja 1 : K — K’ uma isometria entre K e K'. Entdo existe isometria I : RN — RN que
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estende 1, isto é, I(x) = 1(x), para todo x € K. Além disso, podemos escrever 1(x) = Ax +t, onde A é uma matriz
N x N ortogonal e t ¢ RN.

Demonstragido. Suponha que o maior simplexo em K seja de dimensao r. Isto é, existem r + 1 pontos
em K que formam um r-simplexo, mas ndo existem r +2 pontos que formam um (r + 1)-simplexo.
Podemos supor sem perda de generalidade que um desses pontos seja 0 (Basta transladar todo o RN
de maneira que esse ponto caia no 0). Chame os demais pontos de {x1,...,x,}. Note que os pontos
desse simplexo sdo linearmente independentes e geram um subespaco E de dimensao r de RN. E facil
ver da maximalidade de r que K c E. Seja {u1, ..., 1, } uma base ortonormal desse espago, ela existe pois
estamos em um espago vetorial real munido de produto interno de dimens&o finita. Por {xy,...,x,} ser
também uma base de E podemos escrever u; = Z]r':1 cijxj paratodo 1 <i<r.

Agora sejam x(, = 1(0),x] = t(x1),...,%, = 1(x;) os pontos correspondentes a esse simplexo em K.
Defina uma transformagio linear T : E - RV tal que para todo 1 <i < r vale

A
Tx; = x; - xg.

Por estar definida em uma base, T estd definida em todo E. Vamos mostrar que T é ortogonal. Primeiro
note que

ITxill = [|xf = xgll = [le(x;) = (0)]] = [|a¢; = Ol = [|x4]|-
paratodol<i<re

T2l 2 + I T = 1T = )P [l + [l = [xi = 1
2 2

(T i, Tx > :<xirxj)

para todo 1< i <j<r, pois || T(x; - x;)|| = [|Tx; = Txjl| = [|(xf - x0) = (x; = x0)[| = llcf = x| = [[e(x;) = e(xp)]| =
||lx; = x;||. Com isso podemos mostrar que Tuy, ..., Tu, € uma base ortonormal. De fato, para todo 1 <i<r

I Tus] 2 = || T( Zcq )| = ZC ITxj|?+2 3 cijeud Ty, Toy) =

1<j<k<r
2 2 2
ZC Hx]” +2 Z Cijc zk( ]/xk —”ZCU ]H —Hqu
1<j<ksr j=1
eparal<i<j<rtemos
ror
(Tuz/Tu Zcztxt T(chxk) ZZ CitCjk (Txt, Txy)

ror
; Z th]k Xt, X) tz; CitXt, Z C]pxk (ui, ”j> =0.

Seja F o subespaco vetorial de RN gerado por Tuy, ..., Tu,. A ortogonalidade de T nos garante que
dim(F) = dimE e podemos escrever F = span(Tx,...,Tx;). Considere a fungdo J : E — F dada por
J(x) = Tx +x(. Afirmamos que | é uma isometria entre esses espagos que estende ¢ e consequentemente
K' cF.

Vamos precisar do seguinte resultado. Sejam m < n inteiros e V um subespago vetorial de R" de
dimensao m. Dado uma base {fi, ..., f} de V defina ¢ : R" - R"*! por

P (x) = (el [lx = fall, - - Ml = fnll)-

Mostraremos que se P(x) = ¢(y) para x,y € R", entdo a projecdo de x e y em V é a mesma. Seja
{e1,...,ex} uma base ortonormal de R" tal que span(ey,...,e,) =V e seja D a matriz de mudanga de
base que leva a base {ey,...,e,} na base {f1,..., fu}. Isto é, f; = Z]-"ll dl-]-e]- para todo 1 < i < m. Sejam

x =Y ajejey =Y bje tais que ¢(x) = ¢(y). Temos que

2 2 _ 32 2
lIx|| =yl < a1 +...+a, =b7+...+b;.
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Dai para todo 1 <i <n vale

n n

Ix = fill = lly - ﬂ||c>z : Z 2= (b-dy)? + 5 bzc»ZZdl] ~bj) =0.

j=1 =m+1 j=1 j=m+1

Seja xy = Z] 1ajej e yy = Z] 1bjej as projecdes de x e y em V. A dltima equagdo significa que 2D (xy -
yy) = 0. Como D é matriz de mudanca de base, ela é invertivel. Portanto xy —yy = 0, ou seja, as
projecdes sdo iguais.

Da ortogonalidade de T, é fdcil ver que | é uma isometria. Seja agora x € K tal que x ¢ {0, x1,...,xr}.
Do fato de | ser uma isometria que estende ¢ em {0, x1,...,x,} temos que |[J(x) - x| = [|:(x) - x]|| para
todo 0 < i < r. Podemos entdo usar o fato do pardgrafo anterior para V = F, RN e f; = Tx; = x/ - x.
Definindo a ¢ : RN » R™*! do mesmo jeito, temos que y(J(x) - x§) = (1(x) - x}) e logo (J(x) - x}y)F =
(¢«(x) = x()p. Porém J(x) —x; = Tx € F e portanto é a projecdo em F de i(x) - xg. Por pitagoras

17(x) = 1% = [e(x) = x| = [|e(x) = x0) [ + 11 (1(x) = x5) = (1(x) = %) |I* =
17(x) = xg? +11(e(x) = x9) = (1(x) = 2l <= 1I(1(x) = ) = (1(x) = xg)l| = O

e dai segue que 1(x) - xp € F. Mas isso implica J(x) - x; = ((x) — x{, e conseguentemente J(x) = ¢(x). Ou
seja, | estende : em K.

Para finalizarmos, chame v; = Tuy,...,v, = Tu, a base ortonormal que gera F. Pelo processo de
ortogonalizac¢do de Gram-Schmidt, podemos estender as bases ortonormais {u1,...,ur}, {v1,...,0:} de
E e F para bases ortonormais {u1,...,uyn} e {v1,...,0n}.Seja S : RN — RN a transformagao linear dada
por Su; = v; para todo 1 < i < N. E facil ver que S [g= T e que S é ortogonal. Entdo I : RN - RN dada
por I(x) = Sx + x{) é a isometria desejada. O

Como ja dito, a estratégia utilizada serd a mesma que usamos para mostrar que {-1,0,1} ndo é
Ramsey. Ja possuimos uma caracterizagdo algébrica dos conjuntos nédo esféricos. O préximo lema nos
fornece a coloracdo necessaria.

Lema 1.17. Suponha cq,...,cr, b € R com b # 0. Entdo existe r inteiro e r-coloragio de R tal que todo conjunto
{yo,--.,yx} c R satisfazendo

k
Yoci(yi-yo)=b
i=1

ndo é monocromdtico.

Iremos mostrar na verdade o seguinte teorema um pouco mais forte.

Teorema 1.18. Sejam dados cy,...,cy,b € R com b # 0. Entdo existe uma (2k)*-coloracio 1 de R tal que a
equagao

k
Yocilyi-yi)=b
ia

nio tem solugdo com P(y;) = Y(y;), para todo 1 <i < k.

Note que o Lema 1.17 segue de imediato do Teorema 1.18 se tomarmos y/ = y para todo 1 <i < k.
Para provarmos esse teorema vamos primeiro fazer um caso particular.

Lema 1.19. Dado « € IR, existe 2k-coloragio 1 de R tal que

-x))=w

M»

1:1
nio tem solugdo com n(x;) = n(x;]), para todo 1 <i <k.

Demonstragio. Tome a coloragdo 77 : R — [2k] dada por 5(x) =i se a(i-1)/k < x(mod 2aZ) < ai/k.
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Assumimos aqui que x = a(mod 2aZ) se x —a = 2ta para t € Z. Essa coloracgdo satisfaz a hip6tese do
enunciado.

Suponha que existam Xx1,..., Xy, X},...,x] tais que Y5 (x; —x}) = a e que 7(x;) = 7(x!) para todo
1<i<k Den(x;)=n(x]) vale que a(2t; - %) <xj-xp<a(2t+ %) para algum t; € Z. Assim temos que

zx(2(t1+...+tk)—1)<Zk:(xi—x§) <a(f1+...+t)+1) <
i=1

a2+ 4+t D <a<aty+...+4)+1) <2l +...+ 1) - 1<1<2(f +.. .+t + 1 <
0<2(1-t;-...—f) <2

o que é impossivel, pois ndo existem niimeros pares entre 0 e 2. O

Demonstragio do Teorema 1.18. Vamos usar da coloragdo do lema anterior para obter uma coloragdo.
Para cada 1 < i < k defina ¢; : R — [2k] a colora¢do do Lema 1.17 para a = g. Entdo ¢ : R — [2k]* dada
por

P(x) = (Y1(x),- -, Pi(x))

satisfaz os nossos propositos.

Suponha que ndo, e seja y1, ..., Yk, Y}, - - -, Y} reais tais que Zile ci(yi—-yi) =beque ¢(y;) = ¢(y;) para
todo 1 <i <k. De ¢(y;) = ¢(y!) temos que ¢;(y;) = P;(y;) e portanto C%(Zti - %) <yi-yi< %(Zti + %) <
b(2t; - %) <ci(yi—y;) <b(2t+ %) para algum ¢; € Z. Logo

k
bQ2(t+...+ ) =1) <> ci(yi—yi) <b(t +...+ ) +1) =
i=1

b2(l+...+t)-1) <b<b(t1+...+H)+1) = 0<2(1 -t —...—t;) <2
que, como j& argumentamos, é uma contradicao. O
Podemos agora demonstrar que todo conjunto Ramsey é esférico.

Demonstragio do Teorema 1.14. Vamos mostrar que se K c R? é um conjunto ndo esférico, entdo ele nao
pode ser Ramsey. Suponha que K = {xo,...,x;}. Pelo Lema 1.15 existem cj,...,cx ndo todos nulos e
b # 0 satisfazendos as equacdes

1 Y5 ci(xi-x0)=0
2. T ci(|lxl? - [lxol?) = b % 0.

O Lema 1.17 nos diz que existe uma r-coloracdo ¢ : R — [r] tal que todo {yo, ..., ¥k} c R satisfazendo
> ci(yi - yo) = b ndo é monocromético. Fixe essa . Para N ¢ N defina a coloracdo ¢ : RN - [r] dada
por ¢(x) = P(||x]|). Afirmamos que RN com essa coloragio nao possui nenhuma c6épia monocromdtica
de K.

Seja K’ ¢ RN uma cépia de K. Se imergimos RY em RN de forma canénica, podemos usar a
Proposicio 1.16 para acharmos uma isometria I : RY — RN tal que I(K) = K’ e I(x) = Ax +t onde
t e RN e A é uma matriz ortogonal. Sejam I(xp), ..., I(x;) os vértices de K'. Entdo

k

k
Zci(lll(xi)ll2 ~1(x0)IP) = ;Ci(llei + ]2 || Axo + £[) =

ci((1Axi|? +2(Axi, ) + 1) = (| Axo|* + 2( Axo, ) +[£]*)) =

M- L

Il
=

M=

K k
ci(||Ax;|* - || Axol[* + 2{ A(x; — x0), 1)) = ;Ci(Hxin ~Ixoll) +2<A(;Ci(xi -Xxp)),t) =

Il
—_

o

Il
—_

k
cillxl? = Ilxol®) +(0,8) = 3 eillxill® = [lxol ) = b.
i=1
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Ou seja, {||I(xo)]l,---,[|[I(xx)||} é uma solugdo para a equagédo Z?:l ci(yi —yo) = b. Pela escolha de ¥
temos que esse conjunto ndo é monocromatico e consequentemente K’ ndo é monocromatico. Como K’
foi arbitrario, entdao RN ndo possui c6pia monocromatica.

Como N foi escolhido arbitrariamente, entdo para esse r dado pelo Lema 1.17 a propriedade
R(K,N,r) ndo vale para todo N e logo K ndo é Ramsey. O

2 Uma demonstracao topolégica de Van der Waerden

000 Aula 4 (02 de Maio) — Marcelo Soares Campos 000

Em teoria de Ramsey, estamos interessados em saber quando colorir algum conjunto implica um
subconjunto monocromético com determinada propriedade. No tépico de hoje queremos colorir nmeros
e obter progressdes aritméticas monocromaéticas. O Teorema de Van der Waerden nos garante que isso
vale quando o conjunto colorido sdo os inteiros

Teorema 2.1 (Van der Waerden). Sejam q, k naturais. Para toda q-coloragio ¢ : Z — [q] dos inteiros, existem
aeZedelN* tais que

c(a)=c(a+d)=...=c(a+(k-1)d).

A demonstragdo original desse teorema é baseada em uma indugdo dupla, mas aqui daremos uma
demonstragdo usando dindmica topolégica. O bdonus dessa demonstragdo é que ela permite facilmente
estender o resultado para o seguinte teorema

Teorema 2.2. Sejam q natural e vy,..., v, € Z" vetores. Para toda q-coloragio ¢ : Z" — [q], existem a € Z" e
d e IN* tais que

c(a+dvy) =...=c(a+dvy).

Note que o Teorema 2.2 é realmente uma generalizacdo do Teorema 2.1. De fato, para ver que o
segundo implica o primeiro basta considerar n =1 e v; =i—1, para todo 1 <i<k.

Antes de comegarmos a prova do Teorema 2.1 precisamos introduzir o nosso setup topoldgico.
Vamos trabalhar com um espago métrico nas g-coloragdes de Z. Seja M = {x : Z — [q]} o nosso espago
e defina a métrica d : M x M - R* dada por

1

d(x/y) = {mﬂ,

0, casox=y

onde m =min{i|: x(i) # y(i)}

Afirmacdo 2.3. (M,d) é um espago métrico.

Demonstragio. A tnica propriedade que precisa de uma verificagdo é a desigualdade triangular. Sejam
x,y,z € M com d(x,y) =a e d(y,z) =b. Entdo temos que x(i) = y(i) para todo -a <i < a e y(i) = z(i)
para todo -b < i < b. Assim x(i) = z(i) para todo —min(a,b) < i < min(a,b) e portanto min{|i| : x(i) =
z(i)} 2 min(a, b). Dai

1 1 1

d(x,z) < < <
(%,2) min(a,b)+1 "~ a+1 a+1 b+l

<d(x,y) +d(y,z)

O

Além disso, usando o Teorema de Tychonoff (Teorema 1.5) da segdo anterior podemos provar que
Afirmacéo 2.4. (M,d) é compacto.

Demonstragio. Uma outra maneira de ver M é como se fosse o produto enumerdvel de espagos [g], ou
seja, M = [q]N. Se considerarmos [q] com a topologia discreta, temos que M com a topologia produto
é compacto (pelo teorema de Tychonoff). Basta mostrar que a topologia induzida pela métrica d é a
mesma que a topologia produto.

Observe que By = {B(x,%) : x e Men e N*} é uma base de abertos de M com a topologia
induzida pela métrica d. Vamos traduzir isso para a linguagem de produtos. O conjunto B(x, %) ={ye
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M: x(i) =y(i), V- (n-1) <i < (n-1)} pode ser escrito como {a} x [}izn-1[q], onde a € [Tj;<,-1[q] €
um ponto. Isso significa que

By ={Ax [][g]: onde A é um ponto em [][g]}.

[i|>n li|<n

Agora seja Byy a base de abertos vinda da topologia produto. Como a topologia em [g] é discreta, entao
todo ponto em [q] é aberto. Dai da defini¢do segue que By c Byy. Seja U € By um aberto qualquer. U
¢ um aberto da forma V x [1};5,[¢] para algum n, onde V c []};<,[¢]. Logo U € uniéo de abertos de By
e portanto By gera By. O

Defina o operador bijetor T : M — M dado por T(x) = y, onde y(i) = x(i + 1), para todo i € Z.
Isto €, se considerarmos um elemento de M como um vetor de coordenadas inteiras com entradas
em [gq], entdo T é o operador shift que empurra todo o vetor uma coordenada para esquerda (vendo
as coordenadas na ordem crescente). O operador T é continuo pois dado U ¢ By aberto da base da
forma U = {a} x [1}jjzn[q], com a € [T};<,[q], @ pré-imagem T-1(U) é algo da forma {b} x [Tjis1n[9] com
b € Tjis1j<n[q] que também é um aberto.

Queremos entender o que acontece ao iterarmos o operador T algumas vezes, para isso vamos
precisar usar do seguinte resultado em sistemas dindmicos, que enunciaremos sem demonstracao.

Teorema 2.5 (Teorema de Recorréncia de Birkhoff). Seja (M, d) um espaco métrico compacto e Ty, ..., Ty :
M — M operadores continuos tais que T;(T;(x)) = T;(Ti(x)), para todo 1 < i,j < r e x € M. Entilo existe um
ponto y € M tal que para todo € > 0, existe n e N* com d(T/'(y),y) < € para todo 1 <i<r.

Agora ja temos o arsenal técnico suficiente para demonstramos Van der Waerden.

Demonstragio do Teorema 2.1. Dada uma coloragdo c € M e um inteiro k, considere
M. ={T"(c): neZ}

o fecho de todos os shifts sobre a coloragdo c. Como M, é um fechado de M, entdo (M., d) é compacto.
Além disso, T é invariante em M,. De fato, se x € M., existe uma sequéncia {i;} de Z tal que x =
lim;_, 0o T’ (c). Como T é continua, temos que T(x) = T(limj_eo T (c)) = iMoo T**1(c) € M,. Assim
podemos considerar T como um operador continuo de M, em M.

Defina Ty,..., Ty : Mc - M, por T; = T/, para todo 1 < j < k—1. De T ser continuo, segue
que todos os T;’s sdo continuos e obviamente T;o T; = T = TjoT; para todo i,j. Podemos agora
aplicar o Teorema 2.5 para € = % O teorema nos garante que existe um d € N* e um y € M, tal que
d(T]fi(y),y) = d(Tjd(y),y) < % para todo 1 <j <k-1. Fixe esse y € M.

Do fato de y ser um limite de T/(c)’s, para todo & > 0, existe um a € Z tal que d(T"(c),y) < 6. Tome
0 = G=tyas- Se d(T°(c),y) < =iy, entdo T7(c)(i) = y(i) para todo ~((k—1)d +2) <i < (k—1)d +2.
Isso significa que se aplicarmos o operador T/ nos dois termos, as coordenadas vao coincidir para
todo i com —((k-j-1)d+2) <i< (k—j—1)d+2 e portanto

. . 1 1
T (o) T I =
Usando a desigualdade triangular e as desigualdades ja obtidas temos

(k-1)d+3 3 3°

—_

d(T"(c), T (c)) <d(T(c),y) +d(y, T (y)) + d(T"(y), T (y)) < 1

para todo 1 < j < k- 1. Porém, o fato de todas as distancias a T"(c) serem menores que 1 signfica que
T+ (c),..., T** D4 (¢) coincidem na coordenada 0 com T?(c). Como T (c)(0) = ¢(0+i) = c(i) para
todoieZ, temos que c(a) =c(a+d)=...=c(a+(k-1)d).

0

000 Aula 5 (09 de Maio) — Marcelo Soares Campos 000
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Na aula passada provamos o teorema de Van der Waerden usando um resultado em sistemas
dindmicos, que é o Teorema de Recorréncia de Birkhoff (Teorema 2.5). Vamos dar uma demonstracado
de uma versdo um pouco mais fraca desse teorema, que continua servindo para os nosso propdsitos.

Teorema 2.6. Seja (M, d) um espago métrico compactoe T, ..., T, : M - M homeomorfismos tais que T;o T; =
T; o T; para todos 1 < i,j < r. Entdo para todo € > 0, existe um x €¢ M e um n € IN* tal que d(x, T;'(x)) < € para
todo1<i<r.

As duas principais diferencas sdo que agora pedimos que os operadores T;’s sejam homeomorfis-
mos, que na nossa aplicagdo é verdade, pois a inversa do operador shift também é continua. E agora
garantimos a existéncia de um dado y a partir do valor € escolhido, porém na nossa demonstracdo
noés escolhemos um valor tnico de € durante toda a demonstragdo. Assim o teorema acima é suficiente
para provar Van der Waerden.

Antes de comecarmos com a demonstragdo vamos fazer alguns preparativos. Seja G o grupo dos
homeomorfismos gerados por T7, ..., T;. A hip6tese de comutatividade do enunciado nos diz que G é
abeliano e assim podemos escrever G = {T{l o...0 TZ’ t1q,...,1, € Z}. Podemos anélisar a agdo desse
grupo sobre os elementos de M. Dado x € M, definimos a 6rbita de x como O(x) = {g(x) : g € G},
ou seja, os elementos obtidos aplicando algum homeomorfismo do grupo sobre x. Vamos estudar as
6rbitas de elementos contidos em subconjuntos especiais de M, que definiremos a seguir.

Defina A={YcM: Y #@,Y fechadoe g(Y) CY,Vg € G} o conjunto de todos os fechados de M
que sdo invariantes por G. Queremos considerar um conjunto X € A que seja minimal, com relagdo a
ordem parcial (A,c). Para isso vamos precisar usar um resultado cladssico de teoria dos conjuntos, o
lema de Zorn.

Dado um cojunto parcialmente ordenado (P, <), dizemos que um subconjunto C é uma cadeia, se
para todo x,y € C vale que x < y ou y < x. Um minorante de um conjunto A c P é um elemento p € P
tal que p < x para todo x € A. Assim o lema de Zorn nos diz que

Lema 2.7 (Zorn). Suponha que um conjunto parcialmente ordenado (P, <), ndo vazio, possua a propriedade de
que toda cadeia possua um minorante. Entdo P possui um elemento minimal.

Com isso podemos provar

Afirmacédo 2.8. O conjunto A possui um elemento minimal. Mais do que isso, se Z € A, existe um conjunto
minimal X € A tal que X ¢ Z.

Demonstragio. Dado Z € A seja Az ={Y ¢ A: Y ¢ Z}. O conjunto parcialmente ordenado que estamos
considerando é o natural (Az,<). Note que Az # @, pois Z € Az. Do lema 2.7 precisamos apenas
mostrar que toda cadeia de Az possui um minorante. Seja C uma cadeia de .Az. Note que o conjunto
C é uma familia de fechados de M com a propriedade da intersec¢do finita. Pois se escolhermos um
conjunto finito Xj,X»,..., X € C, por todos serem comparaveis, é possivel ordena-los. Suponha sem
perda de generalidade que X < ... ¢ X}, daf ﬂi-‘zl X; = Xy # @. Do fato de M ser compacto, podemos
usar o teorema 1.7, que nos diz que X = NC # .

Se X € Az acabamos, pois por definicdo X ¢ Y, para todo Y € C. X é fechado, pois a interseccdo
infinita de fechados é fechado. Além disso X ¢ Z, pois X € Y ¢ Z para algum Y € C. Basta ver que X é
invariante por G. Dado g € G se x € X, entdo x € Y para todo Y € C e logo g(x) € Y, para todo Y e C (Y
sdo invariantes). Isso significa que g(x) e NC = X, para todo x € X e logo g(X) ¢ X. O

Fixe um conjunto minimal X de A. Vamos estudar a 6rbita de um elemento x € X.

Afirmacido 2.9. Dado x € X, o conjunto O(x) é denso em X. Em outras palavras, X = O(x).

Demonstragio. Seja ¢ € G um homeomorfismo qualquer do grupo. Dado y € O(x), podemos escrever
y =h(x) para algum h € G. Como g(y) = (goh)(x) e goh € G, pois G é um grupo, segue que g(y) € O(x).
Isso prova que O(x) é invariante por G.

Agora considere y € O(x). Podemos escrever y = limy_, ..y, onde yx € O(x), logo yx = hi(x) para
hi € G. Pela continuidade de g temos que

g(y) = glimy oo yk) = limy 00§ (W) = limyg_ 00 (g0 Ix) (x) € O(x)

11
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pois g o hy € G para todo k. Logo O(x) também é invariante por G. Além disso O(x) # @ e é fechado.
Entdo O(x) € A. Também temos que de x € X, vale que g(x) € X para todo g € G (X é invariante por
G). Assim O(x) ¢ X. Porém pela minimalidade de X, X ndo possui subconjuntos préprios em A e dai
X =0O(x). O

Vamos mostrar agora que a agdo do grupo G sobre um aberto contendo um ponto de X forma uma
cobertura de X.

Lema 2.10. Seja x € X e U aberto de M com x € U. Entdo existe H c G finito tal que

X< Y nu).
heH

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que X € Ugeg g(U), ou seja, que a agdo do grupo G sobre U

forma uma cobertura aberta de X. Seja y € X, a afirmacdo 2.9 nos diz que X = O(y). Isso significa que
podemos escrever x = limy_, ., yx com y; € O(y). Em particular, existe m tal que y,;, € U. De y, € O(y)
podemos escrever y; = g (y) com gy, € G. Logo y € g, (U), e de g, ser homeomorfismo, temos g, € G.
Assim X ¢ Ugeg g(U).

Como X é um fechado de M, que é compacto, temos que X também é compacto. Logo qualquer
cobertura de X em abertos possui uma subcobertura finita. Isso nos garante um H ¢ G finito tal que
X € Upe 1(U) (g(U) séo abertos, pois g € homeomorfismo). O

Por dltimo, um resultado em andlise importante para nossa demonstracao.

Lema 2.11 (Numero de Lebesgue). Seja X um compacto em um espago métrico (M,d) e Uy, ..., Uy uma
cobertura aberta finita de X. Entdo existe um 6 > 0 tal que para todo x € X a bola Bs(x) estd totalmente contida
em algum U; da cobertura.

Demonstragido. Dado um x € X, seja U; um aberto da cobertura que contém x. Por U; ser aberto, existe
um Jy > 0 tal que By; (x) c U;. Faca isso para todo x € X. E facil ver que

Xc U B(SX(X)~
xeX

Do fato de X ser compacto, existe uma subcobertura finita dessa cobertura, que chamaremos de
Vi,...,Vionde V; = Bs (xj). Seja J = min{(ij :1<j<t}. Afirmamos que esse J funciona.
]

Dado x € X, existe x; tal que x ¢ B(;xj(xj). Agora como § < &y; temos que Bs(x) © Bzng(xj). Porém,

pela escolha de d,, existe um U; da cobertura inicial tal que Bz(sxj(x]') c U; e logo Bs(x) c U;, como
queriamos. O

Podemos agora comegar a prova do Teorema 2.6.

Demonstragio do Teorema 2.6. Facamos a demonstrac¢do por indugdo em r. Na nossa hipétese de inducao
vamos ser um pouco mais fortes do que no enunciado do teorema. Vamos supor que dado X conjunto
minimal de A e € > 0, existe x € X e n € IN* tal que d(T}'(x),x) < €, para todo i. Ou seja, cada
conjunto minimal fechado, que é G invariante, possui solu¢do. Primeiro vamos provar o caso base r = 1,
ou seja, quando temos apenas um homeomorfismo, que chamaremos de T. Para isso modificaremos
levemente os resultados mostrados antes da demonstragdo. Dado X conjunto minimal de A defina
B={YcM:Y=+gYcXYfechadoe T(Y) ¢ Y}, o conjunto dos fechados de M invariantes por
T (Note que ndo queremos que seja invariante pelo grupo de homomorfismos gerado por T). Defina
também para x € M, O*(x) = {T"(x) : n > 0} uma espécie de 6rbita de x. Note que X € B pois X é
invariante pelo grupo gerado por T e logo por T.

Podemos de maneira anéloga a afirmacdo 2.8 e 2.9 mostrar que B possui um elemento minimal X’
e que X' = O*(x) para x € X'. A necessidade de fazer essas modificagdes ficam claras agora. Suponha
que x € O*(x). Entdo isso significa que existe um n ¢ N* tal que T"(x) = x e logo d(T"(x),x) =0< e
e terminamos. Agora se x ¢ O"(x), como x € X’ = O*(x), segue que x = limy_, ., T"(x) com 1y — oo (e
aqui aparece a necessidade de considerarmos O*(x), queremos que 1y seja positivo). Agora a ultima
passagem basicamente nos diz que dado € > 0 existe n € N* tal que d(T"(x),x) < €. Note que no
caso r = 1 conseguimos na verdade demonstrar a afirmagdo para todo x € X’ ¢ X, o que na verdade

12
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pode ndo significar muito se X’ for um ponto. Também note que do modo que definimos O* (x) ndo
necessitamos que T seja um homeomorfismo, apenas que seja continua.

Agora vamos para o passo indutivo. Suponha que provamos o teorema para menos do que r
homeomorfismos, queremos provar para r homeomorfismos. Dado X conjunto minimal de A de-
fina A" = {x € X" : x; = xj, Vi,j} a diagonal de X". Por convengédo chamaremos de X € A" o vetor
tal que x; = x, para todo 1 < i <r (x = (x,...,x)). Defina também uma métrica p em X" tal que
p(x,y) =max{d(x;,y;): 1 <i<r}. Seja F: X" - X" dada por

F(x1,x2,..., %) = (Th(x1), Ta(x2), - . ., Tr (xr)).

O que queremos mostrar é que dado um € > 0, existe um ponto X € A" e n € IN* tal que p(F"(X),x) <e.

Dividiremos a prova em algumas partes. Primeiro vamos provar que dado € > 0, existem X, € A"
e n e N* tal que p(F"(X),7) < €. Considere os r — 1 homeomorfismos Tj o T; },..., T,_; o T, 1. Seja G’
o grupo dos homeomorfismos gerados por esses 7 — 1 homeomorfismo. E facil ver que G’ ¢ G e logo
X é G’ invariante. Seja X"' um fechado minimal de M tal que X" ¢ X e X" é invariante sobre G’ (ele
existe pela afirmagao 2.8). Por hipétese de indugao existe y € X" e n e N* tal que d(y, (T; o T, 1)"(y)) =
d(y, T{ o T,"(y)) < € para todo 1 < i < r -1 (usamos aqui que T;’s comutam). Se fizermos x = T, (y)
temos que d(T}'(x),y) <€, paral<i<r-1ed(T/(x),y) =d(y,y) = 0. Assim p(F"(x),y) <e.

Segundo vamos provar que dado € >0 ey € A" existe x € A" e n € IN* tal que p(F"(%),¥y) < €. Seja
U = Be(y), pelo lema 2.10 existe um subconjunto finito % c G tal que

X< | nu).
heH

Isto é, {h(U)};ecy é uma cobertura aberta finita de X. Pelo lema do ntimero de Lebesgue (lema 2.11)
existe um ¢ > 0 tal que toda bola de raio § estd contida em algum h(U). Fixe esse . O paradgrafo
anterior nos diz que conseguimos w,z € A" e n e N* tal que p(F"(w),z) < J. Entdo existe h € H tal que
T;(w) € Bs(z) c h(U), ou seja, (h™ o T")(w) € U, para todo 1 < i < r. Usando da comutatividade de
G obtemos d(Tf(h‘l(w)),y) < ¢, paratodo 1 <i<r. Logo o ponto X € A”, onde X; = h™}(w) é tal que
p(F"(2),7) <e.

Agora por meio de uma série de iteracdes dos resultados anteriores terminaremos a demonstragao.
Seja zg um ponto qualquer em X. Dado €y > 0, pelo resultado do pardgrafo anterior existe z; € X e
n1 € IN* tal que p(F"(z1),20) < €9. Mais do que isso, da continuidade de F, e consequentemente de
F™, existe um €7 < €p tal que para todo w € X" com p(w, z7) < €1 vale que p(F" (w), F"(z71)) < 1 e dai

p(F" (w),Zo) < p(F" (w), F" (z1)) + p(F" (21),%0) < €0

desde que 7 seja muito pequeno (0 < 1 < eg — p(F™"(z71),20)).

Podemos recursivamente definir zy, € e ny dessa forma. Suponha que todos os z;’s, €;’s e n;’s de
indices menores ja foram definidos. Seja z; € X e 1y € IN* tais que p(F"(zx),zx_1) < €x_1 (esses valores
existem pelo resultado de um pardgrafo anterior). Pela continuidade de F"k, podemos escolher um
€ < €1 tal que para w € X', d(w,z;) < € implica p(F"(w), F*(zx)) < J;. E escolhendo & muito
pequeno temos também que

p(F"(w),zk=1) < p(F"*(w), F"*(z¢)) + p(F™ (2), Zk-1) < €1

para estes valores de w.

Uma observagdo crucial da construgdo dessa sequéncia é que para a,b € N com a < b vale que
p(F"a+1%% (7)), Z,) < €,. Para mostrarmos isso, vamos demonstrar o fato mais forte de que se w € X"
é tal que p(w,z,) < € entdo p(F"+1**"(w),z;) < €,. Esse resultado sai por indu¢do no tamanho
de b—a.Se b—a =1 o resultado é exatamente a forma como €, é definido, logo ndo ha o que fazer.
Para os demais casos note que se p(w,z,) < €p, entdo p(F"(w),zp_1) < €p_1 € que pela hipétese de
indugdo w’ € X" satisfazendo p(w’,z,_1) < €p_1 implica p(F"+1%*"-1(w'),z,) < €,. Aplicando isso para
w' = F" (w) obtemos o resultado desejado.

Considere a cobertura {B/»(x)}xex aberta de X. Como X é compacto essa cobertura possui uma
subcobertura finita. Do principio da casa dos pombos existem dois elementos z,,z; da sequéncia que
estdo no mesmo aberto da subcobertura e logo d(z,, z,) < €. Porém, supondo a < b a nossa observagéo
do paragrafo anterior nos diz que p(F"s+1**"(z,),z;) < €, < €. Dai p(F's+1**"(z;),z},) < 2¢. Fa-
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zendo €9 < €/2, n=ny,1 +...+ 1y € x =z, obtemos que p(F"(x),x) <€, para todo i, como queriamos.

O
000 Aula 6 (23 de Maio) — Marcelo Soares Campos 000
A aula dessa semana foi o resto da demonstracdo do teorema 2.6.
3 Ramsey Online
000 Aula 7 (30 de Maio) — Marcelo Sales 000

Vamos interpretar o teorema de Ramsey como um jogo. Os dois jogadores desse jogo sdo o construtor
e o pintor. As suas fun¢des sdo meio que auto explicativas o construtor constréi um grafo e o pintor
pinta este grafo com um conjunto de cores pré-determinado. Ao longo dessa se¢do vamos considerar
que o pintor dispde de apenas duas cores: vermelho e azul.

Na versdo original de Ramsey o jogo é bem simples. Dado um grafo H determinado préviamente
pelos dois jogadores, construtor vence o jogo se fornecer um grafo G que independente da pintura
possui uma cépia de H monocromaético. Pintor vence se ele conseguir uma pintura sem cépias mono-
cromadticas de H. Nesse contexto o teorema de Ramsey pode ser enunciado como

Teorema 3.1 (Ramsey). Para qualquer grafo H, construtor possui uma estratégia vencedora.

Agora ao invés de fornecer o grafo completo, construtor poderia fornecer aresta por aresta e per-
guntar a pintor como ele gostaria de colorir as arestas. Essa versdo do jogo, um pouco mais dindmica,
é chamada de a versdo online de Ramsey. Mais formalmente, no jogo de Ramsey Online a cada ro-
dada construtor constréi uma aresta e pintor colore essa exata aresta com uma das duas cores a sua
disposi¢do. Porém quando terminar? O natural seria terminar quando construtor consegue forcar uma
cépia monocromadtica de H e se ele ndo conseguir, pintor seria o vencedor. Infelizmente, dessa forma
pintor sé vence se a partida nunca terminar, o que ndo é algo factivel no mundo real. Uma forma de
consertar isso é adicionando a seguinte regra ao jogo: Na primeira rodada, antes de construir uma
aresta, construtor deve fornecer um niimero finito de vértices onde o jogo serd jogado (esse nimero
pode depender do grafo H previamente dado). Dessa maneira, construtor vence se ele consegue nesse
conjunto de vértices forcar pintor a colorir uma cépia moncromética de H e pintor vence caso ao
esgotar as arestas ndo exista essa copia monocromatica.

Note que essa versdo online é mais fraca do que a versdo original do jogo de Ramsey, no sentido que
se construir um grafo G na versao original garantia a vitéria, entdo na versdo online também garantira.
Tendo em vista isso, para podermos tornar o jogo mais interessante restringiremos o universo dos
grafos que construtor pode construir. No caso dessa aula estamos interessados em restringir os grafos
de acordo com o ntimero cromaético.

Entdo podemos fazer a seguinte pergunta: Dado um grafo H, qual o menor inteiro f(H) tal que
construtor pode vencer o jogo construindo apenas grafos com ntimero cromético no maximo f(H)? E
simples ver que f(H) > x(H), pois para o construtor forgar uma cépia de H monocromatica ele precisa
pelo menos construir uma cépia de H e portanto o grafo final que o construtor construiu tem nimero
cromético pelo menos x(H).

O teorema principal da aula de hoje mostra que de fato f(H) = x(H), ou em outras palavras

Teorema 3.2 (Grytczuk, Hatuszczak e Kierstead). Construtor consegue forcar qualquer grafo de niimero
cromdtico g, construido apenas grafos com niimero cromdtico no mdximo q.

Para provarmos esse teorema vamos usar dois resultados conhecidos da teoria de Ramsey, o pri-
meiro é o teorema de Ramsey para hipergrafos, que omitiremos a prova.

Teorema 3.3 (Ramsey para hipergrafos). Sejam k,m > 0 inteiros. Existe R (m) tal que para todo n >
R® (m) toda 2-coloracio de ([Z]) contém um conjunto M e ([Z]) monocromdtico, isto é, todo S € ([Z]) em M é
da mesma cor.

O segundo resultado é o que chamamos de teorema de Ramsey Bipartido.
Teorema 3.4 (Ramsey Bipartido). Seja t > 0 inteiro. Existe B(t) inteiro tal que para todo n > B(t) toda

2-coloragdo de Ky, ,, contém um Ky ; monocromdtico.
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Demonstragio. Tome B(t) = t-2% e suponha n > B(t). Sejam A,B as particdes de Kj,, e considere
uma coloragdo nesse grafo. Escolha 2t pontos de A e chame eles de x,...,x2. Defina uma funcao
¢ : B - {0,1}" que associa a cada ponto b € B um vetor ¢(b) de tamanho 2t tal que

(b); - 0 se a aresta {x;,b} for da cor azul
"t se a aresta {x;,b} for da cor vermelha
Como existem apenas 2% imagens possiveis para essa fungio e |B| > t-2%, pelo principio da casa
dos pombos existem pelo menos t pontos yq,...,y: € B tais que ¢(y1) = ... = f(y:). Sejam [y c [2f]

os ndices i tais que ¢(b); = 0 e I; os indices i tais que ¢(b); = 1. E facil ver que ({xitiery {Vj}jern) ©
({x}ie Il,{yj}je[t]) sdo grafos bipartidos moncromaticos. Do fato que Iyu I; é uma bipartigdo de [2¢]
segue que algum dos dois contém pelo menos ¢ elementos. Suponha sem perda de generalidade que
[Io| > ¢, assim ({x;}ic1y, {¥j}je[r]) contém um K;; monocromético. O

Uma observagdo é que os dois tltimos teoremas possuem versdes para qualquer ndmero de cores,
mas para o nosso objetivo isso ndo serd necessario.

Primeiro usaremos o Teorema 3.4 para reduzir o problema original ao caso em que H é um grafo
completo. Dado um grafo G, denotaremos por G' o grafo obtido substituindo todos os vértices por
conjuntos independentes de tamanho ¢, e todas as arestas por grafos bipartidos completos entre os
dois conjuntos independentes correspondentes aos vértices das arestas. O grafo G' é o blow-up de
tamanho ¢ de G. E facil ver da forma que esse grafo é construido que x(G’) = x(G). Basta colorir todos
os vértices do mesmo conjunto em G’ com a cor correspondente ao vértice desse conjunto em G.

Lema 3.5. Set >0, entdo f(H') < f(H).

Demonstragio. Seja n := n(H) o namero de vértices que construtor necessita para vencer o jogo de
Ramsey online em H e seja m o menor niimero de arestas necessdrias para garantir uma cépia mono-
cromética de H nesse jogo (com certeza m < (})). Entdo afirmamos que construtor consegue vencer o
jogo usando no maximo nB("™) (t) vértices (B("™) (t) significa B aplicada m vezes sobre t).

Para isso considere o grafo vazio Gy em que construtor ird jogar, divida os vértices desse grafo em
n conjuntos V; o todos de tamanho B(m) (t). Também considere um grafo auxiliar vazio Qg de n vértices
{x1,...,%n}

Vamos mostrar como construtor deve proceder recursivamente. Por hipétese, construtor possui
uma estratégia vencedora para H utilizando no maximo n vértices. Jogaremos essa estratégia no grafo
Qo- Suponha que o primeiro movimento seja construir a aresta {x;, x;}, entdo construiremos em Gp o
grafo bipartido completo entre Vi e Vjo. Pintor fara alguma coloragao sobre essas arestas, o Teorema
3.4 nos garante que independente da coloracdo existird um Kpgon1) (1),50n-1) (1) Monocromatico nesse
grafo bipartdo. Entdo construtor pintard a aresta {x;, x;} de Qp da mesma cor desse Kgon1) (1),5m1 (1) €
chamara esse novo grafo de Q. Em Gy construtor fard V;; e Vi1 os conjuntos em Vg e Vj correspon-

dentes a esse KB("lfl)(t),B(me(t) monocromatico. Para os demais conjuntos Vi selecionard B(m‘l)(t)
vértices quaisquer e chamara de V ;. O grafo obtido apds essa reducido de vértices serd G;. Note que
G consiste de 1 conjuntos independentes de tamanho B("~1)(t) tal que pares de conjuntos indepen-
dentes correspondentes a vértices de uma aresta colorida de Q1 formam um grafo bipartido completo
monocromético da mesma cor dessa aresta.

Agora suponha que estamos na r-ésima rodada do jogo. Recebemos grafos Q,_1 e G,_; onde Q,_1
possui 7 - 1 arestas coloridas e G,_; é o grafo com 1 conjuntos independentes de tamanho B("~"+1) ()
e onde cada par de conjuntos independentes correspondentes a vértices de uma aresta colorida em
Qy_1 formam um grafo bipartido completo monocromaético de mesma cor que essa aresta. Procedemos
de forma andloga a da primeira rodada. Em Q,_;, construtor possui uma estratégia vencedora e ela é
construir a aresta {x,, x;}. Em G,_; construiremos o grafo bipartido completo saindo de V,,_1 e V},,_1.
Pintor fara alguma coloragdo sobre essas arestas e pelo Teorema 3.4 garantimos a existéncia de um
Kgou-r) (1), pm-r(+) monocromatico. Construtor pinta {x4,x,} com a cor desse grafo bipartido e chama Q;
esse novo grafo. As parti¢des desse grafo bipartido monocromatico serdo os V,, e V;,. Para os outros
Vi r—1 apenas escolha um subconjunto de tamanho BU"")(t) para ser Vir- O grafo obtido ap6s essa
redugio serd G,. Dessa forma, G, consiste de 1 conjuntos independentes de tamanho B("~")(t) onde
cada par de conjuntos independentes correspondentes a vértices de uma aresta de Q, formam um
grafo bipartido completo monocromatico de mesma cor que essa aresta.
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Ap6s p < m rodadas o jogo termina para H e em Q, possuimos uma cépia monocromdtica de
H. Logo em Gj, possuimos uma cépia monocromética de HEO=p)) Como BO)(t) = ¢ segue que
H! ¢ HB"=P)()_ Por fim, é facil ver que x(Gp) = x(Qp) e portanto f(H') < f(H). O

O préximo lema garante o caso em que H é completo.

Lema 3.6. Existe um inteiro n(a,b, k) tal que para todos inteiros 2 < a, b < k, Construtor consegue com n(a,b, k)
vértices forgar Pintor a colorir ou um K, azul ou um Kj vermelho apenas construindo grafos com niimero
cromdtico menor ou igual a k.

Demonstragio. Procederemos por uma inducdo dupla. Primeiro em k e para cada k fixo, na soma a + b.
Note que n(2,i,k) = n(i,2,k) = i, pois para estes casos basta construir um K;.
Para o caso geral afirmamos que n(a,b,k) =s(a,b, k) +t(a,b, k) onde

1. s(a,b,k) = 251 ("N (0 1,6 -1,k - 1)
2. t(a,b,k) = R&D (u(a,b,k))
3. u(a,b,k) =max{n(a-1,b,k),n(a,b-1,k)}

lembrando que RU=D (1) é 0 ntimero de Ramsey para (k - 1)-grafos obtido no Teorema 3.3.

Seja T =[t]e S = (k[i]l) x [21n(a-1,b-1,k-1)] dois conjuntos independentes de vértices de
tamanho t e s, respectivamente. Construtor inicialmente construird arestas entre S e T. Para cada
(X,1) € S, ele construird arestas {(X,7),j} onde j € X. Dessa forma temos um grafo bipartido que todos
os vértices de S possuem grau (k—1). Iremos construir agora um grafo ou em S, ou em T (ndo em
ambos).

Note que se construirmos um grafo F em T com x(F) = k, entdo o nosso grafo terd nimero cromatico
k. De fato, podemos colorir os vértices de T com k cores, pois x(F) = k. Para cada vértice s € S ele possui
apenas k - 1 vizinhos em T. Isso significa que existe uma cor que ndo estd nos vizinhos de s. Colorimos
s com essa cor. Fazendo isso o nosso grafo é k-colorivel. Também note que se construirmos um grafo
Fem S com x(F) = k-1, entdo o nosso grafo serd k-colorivel. Basta colorir os vértices de S com k-1
cores e todos os vértices de T com a cor que falta.

Agora para determinar onde vamos construir o que, vamos observar o conjunto de vértices Sx =
{(X,i) € S:ie[2m(a-1,b-1,k-1)]}. Suponha que ap6s Pintor colorir todas as arestas Sy nao
possua um vértice em que todas as arestas incidentes sejam monocromaticas. Para cada vértice s € Sx
note que N(s) = X e logo podemos associar uma fungio ¢ : Sx — {0,1}* dada por

o(s); = {0 se a aresta {s,]:} (? da cor azul | VseSy, jeX.
1 se a aresta {s,j} é da cor vermelha

Como |X| = k - 1 existem no maximo 2~ possiveis imagens de ¢. Assim, pelo principio da casa dos
pombos e por |Sx| = 2k1n(a-1,b-1,k-1) existem pelo menos n(a—1,b -1,k 1) vértices em Sx com
a mesma imagem. Seja Y c Sx o conjunto desses vértices e v € {0,1}X a imagem desses valores. Agora
observe que v ¢ {(0,0,...,0),(1,1,...,1)}, pois esse dois valores correspondem a um vértice em Sx
cuja as arestas incidentes sdo monocromadticas, o que por suposigdo nio existe. Entdo existem vértices
p.q € X tais que vy = 0 e vy = 1. Isso significa que todas as arestas da forma {s,p}, com s €Y, sdo azuis
e todas as arestas da forma {s,q}, com s € Y, sdo vermelhas.

Pela hipétese de indugéo, do fato de |Y| 2 n(a—-1,b-1,k-1), podemos construir um grafo F em Y
que force o Pintor ou a colorir um K,_1 azul, ou um K;_; vermelho com x(F) < k-1. Se temos um K,_q
azul, unindo com o vértice p obtemos um K, azul. Se temos um Kj;_; vermelho, unindo com o vértice
g obtemos um Kj vermelho. Assim, inevitavelmente conseguimos ou um K; azul, ou um K; vermelho
e como ja vimos, o grafo final é k-colorivel.

Entdo para todo X € (k[i]l)’ o conjunto Sx c S possui um vértice cuja arestas incidentes sdo mono-

cromaticas. Pinte X dessa cor. Assim obtemos uma 2-coloragédo de (k[f]l) Do fato de t = RE=D(y), pelo
Teorema 3.3 existe um conjunto U de tamanho # monocromatico. Suponha que U seja monocromatico
de cor azul, entdo como u > n(a-1,b,k) podemos por hipétese de indugédo construir um grafo F em U,
com x(F) <k, que forca Pintor a colorir um K,_; azul, ou um K vermelho. Se temos um K vermelho
terminamos. Se temos um K,_; azul, entdo seja Z ¢ ( kﬁll) uma (k- 1)-upla que contém esse K,_1 azul
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(a—1<k-1). Da escolha de U, existe um ponto em S que liga para todos os vértices de Z com arestas
azuis, logo unindo esse vértice ao K,_1 obtemos um K, azul. O caso em que U é monocromético de cor
vermelha é andlogo (pois u > n(a,b-1,k)). Como ja vimos, o grafo total apés adicionar F é k-colorivel
e terminamos. O

A demonstragdo do teorema agora é simples

Demonstragiio do Teorema 3.2. Dado um grafo H com x(H) =g, é fécil ver que H c KZ(H) e entdo f(H) <

f(Ks(H)). Mas pelo Lema 3.5 temos que f(K,Z;(H)) < f(Ky) e o Lema 3.6 nos garante que existe um
n(q,4,q), ou melhor, que f(K;) = . Juntando tudo obtemos que f(H) < g, isto é, que construtor vence
construindo apenas grafos g-coloriveis. O

4 O método polinomial

000 Aula 8 (06 de Junho) — Yoshiharu Kohayakawa 000

Nesta segdo falaremos sobre o método polinomial. Em geral, esse método consiste de representar
algum conjunto, normalmente de origem geométrica, como raizes de polindmios. Ao estudarmos os
zeros desses polindmios conseguimos cotas para os conjuntos. Vamos estudar isso atrdves de alguns
exemplos, comegando hoje pelos conjuntos de Kakeya e Nikodym.

O problema de Kakeya pode ser enunciado da seguinte forma. Dizemos que um conjunto S € R? é
um conjunto de Kakeya se S contém um segmento unitdrio em todas as dire¢ées possiveis. Por exemplo,
o disco fechado de raio 1/2 é um conjunto de Kakeya. Uma pergunta interessante é qual a menor drea
possivel para S? Besicovitch mostrou que existem conjuntos de Kakeya de medida zero, o que é um
resultado impressionante.

O problema de Nikodym é muito préximo a esse. Dizemos que um conjunto N ¢ [0,1]? é Nikodym
se para todo x € [0,1]?, existe uma reta L passando por x tal que Ln N c {x}. N&o é muito dificil ver
que uma reta, por exemplo a reta y = x é um conjunto de Nikodym. A pergunta aqui seria qual a maior
area possivel para esse conjunto N? Nikodym mostrou que existem conjuntos N de medida um, o que
também é um resultado supreendente.

Para assemelhar mais ainda ao problema de Kakeya podemos reescrever o problema de Nikodym
de outra forma. Chamamos um conjunto C ¢ [0,1]?> de CoNikodym se para todo x € [0,1]?, existe uma
reta L passando por x tal que L~ {x} c C. E facil ver dessa defini¢ao que C é o complementar de um
conjunto de Nikodym. Poderfamos ai perguntar qual a menor area possivel para um conjunto C. O
que Nikodym mostrou é que existem conjuntos Conikodym de medida zero.

Os dois problemas ja sao muito interessantes por si s6, mas nessa secdo estamos interessados em
uma versdo mais discreta desses problemas. Seja IF; um corpo finito de ordem 4. Dados a,b € [Fj chame
de L, a seguinte reta

Lyp={at+b: telF,}.

Podemos definir um conjunto S € Fj de Kakeya se S contém uma reta em todas as diregdes, isto &,
para todo a € [y, existe um b € IFj tal que L, ¢ S. Da mesma forma podemos definir um conjunto
C e IF; de CoNikodym se para todo ponto b € Fy, existe uma reta que, tirando possivelmente esse b, estd
totalmente contida em C. Em outras palavras, existe um a € IFy tal que L, \ {b} c C. Queremos saber

qudo pequenos esses conjuntso podem ser. Como sdo conjuntos finitos em corpos finitos, podemos na-
X
-
perguntar se dado 7, existe X € Fj com X Kakeya ou CoNikodym, tal que d(X) — 0, quando g - co?
O intuito da aula de hoje é mostrar que nédo existe esse X. Ou seja, diferente do caso continuo, na
versdo discreta se um conjunto é CoNikodym ou Kakeya ele ndo pode ser arbitrariamente pequeno.

Isso se traduz nos dois teoremas a seguir

turalmente introduzir uma densidade d(X) para conjuntos X ¢ IFj. Com essa densidade, podemos

Teorema 4.1 (Dvir, 2008). Se C € ]F{]’ ¢ CoNikodym, entio

1 n_n
€l (37"
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Teorema 4.2 (Dvir, 2008). Se S € ]Fg é Kakeya, entdo

1

S| >
151>~

q.

A demonstracdo dos dois teoremas se baseiam no método polinomial. Vamos agora introduzir as
duas técnicas utilizadas para atacar esses problemas. Para a primeira usaremos de um aquecimento.

Exercicio 4.3. Dado o conjunto A = {(i,2) : 1<i<10°} e um polinémio p € R[X, Y] tal que p(x,y) =0
para todo (x,y) € A, qudo pequeno pode ser dp (grau de p)?

Uma possivel tentativa é o polindmio q(x,y) = 1'11«1:1 0°(x — i), porém esse polindmio tem grau 10°
que ainda é um pouco grande. O préximo resultado nos ajudard um pouco com isso. Dado um corpo
F (ndo necessariamente finito), defina Polyp (IF") como o conjunto dos polindmios de n varidveis em F
com grau menor ou igual a D. Observe que um polindmio de n varidveis é a soma de varios mondmios
da forma cxi1 ...x" e dizemos que o grau desse mondmio é e1 +. .. +e,, assim o grau de um polinémio
é o maior grau dentre os seus mondmios.

n+D

" ), entdo existe

Lema 4.4 (Contagem de Pardmetros). Seja S € F" um conjunto de pontos tal que |S| < (
polindmio f € Polyp(FF"), f #0 tal que f(x) =0 para todo x € S.

Demonstragio. Seja |S| = s e S = {x1,...,xs}. Considere a aplicacio ® : Polyp(F") - F° dada por
D(f) = (f(x1),...,f(xs)). Note que a aplicacdo ® é uma aplicagdo linear. De fato, ®(f +g) = ((f +
1), o, (f+9)(xs)) = (f(x1), .., f(xs)) +(g(x1),...,8(xs)) = P(f) + P(g) e que dado A escalar vale
D) = Af(x1),e  Af(6)) = AF(x1), -, f(25)) = AD(F).

Note agora que Polyp(F") é um espago vetorial de dimenséo (”;D ). Uma maneira de ver isso é
notando que uma base desse espago consiste dos mondmios da forma x{'...x;" onde e; +...+e, < D.
Agora considere D bolas enfileiradas e separe essas D bolas com n gravetos. Esses n gravetos criam
n +1 divisérias das bolas. Podemos biunivocamente associar as n primeiras divisérias com cada e;
e a ultima associamos com o quanto sobrou para completar D (Por exemplo, se quisermos contar o
ndamero de solugdes de €1 +...+e, = D -3, nessa ultima diviséria teriamos 3 bolas). Assim o ntimero
de solugdes da inequagdo é exatamente a quantidade de maneiras de distribuir em filas D bolas e n
gravetos, o que nos dd que dim(Polyp(F")) = (";D).

Ses < (";D ) temos que a dimensao de Polyp(F") é maior que a de IF° e como @ ¢ linear, segue pelo
teorema do nucleo e da imagem que ker(®) # {0}. Em outras palavras, isso significa que existe f # 0
tal que f(x) =0, para todo x € S. O
Dy . (D+1)"
1’H]-1 ) > n!

Observe que ( > (Bt e se tomarmos s < (2)" podemos aplicar o lema anterior,

assim vale o seguinte coroldrio.

Corolario 4.5. Seja S € F" um conjunto de pontos e D = [n|S|717J Entdo existe um polinémio f € Polyp(F"),
f #0, tal que f(x) =0 para todo x € S.

Em particular o Corolério 4.5 nos dd uma cota bem melhor para o Exercicio 4.3. Por ele podemos
obter um polinémio de grau D =2- (106)% = 2000, apesar de ndo sabermos como é esse polindmio.

A outra técnica do método polinomial consiste nos lemas de anulamentos. Estes lemas determinam
que se um polindmio se anula em muitos pontos, entdo ele deve ser o polindmio nulo. Para os dois
problemas enunciados nessa aula o seguinte lema de anulamento é suficiente.

Lema 4.6. Seja IF; um corpo finito e f € Poly,_1 (7). Se f(x) = 0 para todo x € IFy, entio f ¢é o polindmio nulo.

Demonstragio. Facamos por indugdo em n. Para n = 1 o problema consiste no resultado cldssico de que
um polindmio ndo nulo de grau D zera em no maximo D valores. Suponha agora que o enunciado seja
verdade para todo k < n e vamos provar para .

Podemos escrever f(x1,...,x;) como um polindmio em x,, onde os coeficientes sdo polindmios nas
demais varidveis, isto é

flx1,...,x0) = at(xl,...,xn_l)xfl +otar(xq, .. x01)xn +ag(X1, .., X21)-
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onde ay, . ..,a; sdo polindbmios em x1,...,x,_1 e t < g —1. Fixe essas varidveis e deixe x, variar. Com as
demais variaveis fixas, isso é um polinémio em uma varidvel de grau menor ou igual a 4 —1 que zera
para todo valor de x, € IF;. Logo esse polindmio é nulo. Isso significa que para todo 0 < j < t e para
todo (x1,...,%,.1) € IF,;“l temos a;(x1,...,x,-1) =0.

Aplicando a hipétese de indugdo para n -1, temos que os polinémios ag, a1, ...,a € Polyq_1(]Fg’1)
sdo todos nulos. Consequentemente f é o polinémio nulo.

Note que o tltimo lema ¢ forte no sentido que existem polinémios de grau g que zeram em todo IFj.

Como exemplo, tome f(x1,...,x,) = x;’ - x1 # 0. Podemos também obter o seguinte lema de anulamento
mais geométrico.

Lema 4.7. Dado F um corpo qualquer, seja L, = {at +b: a,b e F" e t € F} uma reta no F" e f € Polyp(IF")
um polindmio tal que f zera em mais de D pontos da reta. Entdo f(x) = 0 para todo x € L, j,.

Demonstracio. Esse resultado vem do lema anterior no caso unidimensional. Fixado a,b € [F" seja g €
FF[t] um polinémio tal que g(t) = f(at+b). E facil ver que dg = df < D. De fato, seja cx{!...x;"
um mondmio de f. Aplicado a at+b = (ayt+by,...,a,t +by) esse mondmio pode ser escrito como
c(art+b1) ... (ant +by)?" que tem grau eq +...+e, em £.

Sejam p1,p2,...,Pp+1 € Ly pontos da reta tais que f(p;) = 0 para todo 1 < i < D +1. Podemos

escrever eles como p; = at;+b com t; € F e logo g(¢;) = f(p;) = 0. Como g é um polindmio em uma
variavel de grau menor que D e possui pelo menos D + 1 raizes, entdo g é o polinémio nulo e f(x) =0
para todo x € L, . O

O objetivo agora é o seguinte: Dado um conjunto de pontos, construiremos um polindmio que
zere nesse conjunto com grau determinado pela cardinalidade do conjunto (técnica de contagem de
parametros). Usando das propriedades geométricas desse conjunto, mostraremos que o polinémio se
anula em muito mais pontos do que devia. Os lemas de anulamento entdo garantirdo que o grau do
polindmio deve ser relativamente grande, obtendo assim uma cota inferior pro tamanho do conjunto.
Vejamos em priética.

Demonstragiio do Teorema 4.1. Fagamos por absurdo. Seja C € [Fj um conjunto CoNikodym com [C| <
(sin)”q”. Pelo Corolério 4.5, para D = [n|C|%J < n((%n)”q”)% = % < g -1 existe um polindmio f «
Polyp(IFy), ndo nulo, tal que f(x) = 0 para todo x ¢ C. Como D ¢ inteiro isso significa que vale
D<g-2.

A propriedade de CoNikodym nos diz que para todo b € Fj existe um a € IFj tal que L, ~ {b} c C.
Isso significa que para todo b € IFj existe uma reta L, tal que f(x) = 0 para todo x € L, ; ~ {b}. Como
|IF4| = g, isso significa que a reta L, zera em g -1 > D pontos, portanto pelo lema 4.7 temos que f(x) =0
para todo x € L, ;. Em particular, f(b) = 0. Do fato de isso valer para todo b ¢ F; segue que f(x) =0
para todo x € [Fj. Usando o lema 4.6 (D < g - 1) concluimos que f tem de ser o polinémio nulo, o que é
uma contradigéo. O
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Continuarmos agora com o problema de Kakeya.

Demonstragio Teorema 4.2. Suponha por absurdo que exista um conjunto de Kakeya S € IFj com S| <

ﬁq”. Pelo Corolério 4.5, para D = [n|S|%J < (5 q”)% = z%q < q existe um polindémio f € Polyp(IFy),
f#0, tal que f(x) =0 para todo x € S. Como D é inteiro, segue que D <g-1.

A propriedade de Kakeya nos diz que para todo a € I existe b € IFj tal que L, c S. Fixe a € [F}.
Existe reta L,; c S, ou seja, reta L, tal que f(x) = 0 para todo x € L, . Como visto na demonstracgao
do Lema 4.7, se considerarmos g(t) = f(at +b) o polindmio unidimensional correspondente a essa reta,
temos que g é o polinémio nulo.

Para obtermos mais precisamos analisar cuidadosamente o polindmio f.Seja0<d=df <D <g-10
grau de f e divida o polindmio em f = f; +h onde f; sdo 0os mondmios de grau exatamente d. Note que
do fato de f ndo ser o polindmio nulo, entdo o polinédmio f; também ndo é nulo. Como ja argumentado
dg = df = d. Queremos calcular o coeficiente de ¥ em g.

Seja cxi1 ...X;" um monodmio de fy, isto €, um mondmio tal que ¢; +...+e, = d. Em ¢ esse mondmio
corresponde ao polinémio c(ayt+by) ... (ayt +b)® cujo coeficiente de t4 ¢ caj' ...a;" que é 0 mesmo
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que aplicar esse mondmio no ponto a. E facil ver que apenas mondémios em f; contribuem para o
coeficiente de t¥ em g entdo segue que o coeficiente de t em g é f;(a).

Mas como ja vimos, g é o polindémio nulo. Logo o coeficiente de 4 ¢ 0, ou seja, f;(a) = 0. Isso vale
psra tcc;do aeF;. Como df =d <D <g-1, pelo Lema 4.6 segue que f; é o polindmio nulo, o que é ul‘él
absurdo.

Observe que apesar das duas demonstragdes serem semelhantes, as cotas sdo um pouco distintas.
No problema de CoNikodym por termos de usar L, \ {b} que possui apenas q -1 pontos, temos que
forcar um polinémio de grau no méximo g -2 e por isso uma estimativa um pouco pior.

Uma outra aplicagdo geométrica do método polinomial ocorre no problema dos joints. Seja £ um
conjunto de retas no R3. Dizemos que um ponto p € R? é um joint se existem trés retas em cL, ndo
coplanares, concorrentes em p. O problema é estimar o niimero maximo de joints em fun¢do do ntimero
de retas de L. Seja n = |L|.

Uma maneira de obter uma cota inferior é a seguinte: Considere o grid [S] x [S] x [S]. Esse grid
1
consiste de 3S? retas e todos os S° vértices sdo joints. Entdo segue que 1 = 35% ou S = ”—Z, daf

#{joints} = S° = b n3

3V3

Outra maneira é considerando M planos em posigdo geral no R®. Qualquer interseccdo entre dois

2 1 . ~
planos nos fornece uma reta e logo n = (1\2/1) ~ MT, o que nos da M ~ (2n)2. Qualquer intersecio entre

trés planos nos fornece um joint e portanto existem (1\3/1) joints. Assim

#{joints} = (1;/1) ~ ?nZ

. . . 3
Ambos os exemplos nos dizem que existe conjunto de n retas, que formam pelo menos Q(n2)
joints. O que iremos mostrar aqui é que esses exemplos sdo justos, a menos de constante.

Teorema 4.8 (Guth, Katz, 2008). Todo conjunto de n retas no R® possui no mdximo 6n? joints.

Como o nosso corpo agora é o R, que ndo é finito, vamos precisar usar um novo lema de anula-
mento. Para isso relembremos alguma notagdo de calculo. Dada uma funcgéo f : R3 - R diferenciavel,
denotamos por

of df o
Vf = (i, i, 7f)
axl E)x2 8x3
o gradiente de f. E um resultado conhecido em célculo que se Vf(x) = 0 para todo x € R3, entdo f é
constante.

Lema 4.9. Seja P um polindmio real de trés varidveis de grau d. Se VP (x) = 0 para pelo menos d pontos em R3
entdo P é constante.

Demonstragio. O lema segue do fato que g—i é um polindmio de grau menor que d para todoi=1,2,3.

Isso significa que os polindmios % zeram em um nuimero maior de pontos do que os seus graus, logo
1

eles tem de serem nulos. A conclusdo é que VP =0 e portanto P é constante. O

O método polinomial é usado no seguinte lema.
; S L . 1.,
Lema 4.10. Se um conjunto de retas £ no R® possui | joints, entdo existe uma reta com no mdaximo 3]3 joints.

Demonstragio. Suponha que ndo, que todas as retas possuem mais de 3]% joints. Pelo Coroldrio 4.5,
para D =|3] %J existe um polinémio P € Polyp(IR®), ndo nulo, tal que P(x) = 0 para todo x joint.
Seja L uma das retas e chame de py, ..., pr 0s joints em L. Pela construgdo de P temos que P(p;) =0

para todoi=1,...,t. Como t > 3]% > D, pelo Lema 4.7 temos que P(x) = 0 para todo x € L. Como a
escolha da reta L foi arbitrdria, podemos dizer que o polindmio P zera em todas as retas de L.
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Seja x um joint e Ly, Ly, L3 as trés retas que determinam x ser um joint. Denote por u1, up, u3 os trés
vetores cada um na diregdo das retas L1, Ly, L3, respectivamente (i.e., L; = {x + tu; : t € R). Por P zerar

nessas trés retas, temos que as derivadas direcionais em x, %(x) = limtﬁow = 0 para todo
i=1,2,3. Nao é dificil ver que de P ser diferencidvel
oP oP JP JP JP
0=— = =Uj;— i — i —— =(VP(x),u;).
aui (x) a(ui‘le] +Mi232+ul’3€3)(x) ull axl (x) +1/l12 axz (x)+u13 ax3 (x) (v (x) ul)

Como uy, up, u3 geram R3, pois Ly, Ly, L3 ndo sao coplanares, segue que (VP(x),y) = 0 para todo y € R3
e portanto VP(x) = 0. Como x é um joint arbitrdrio, concluimos que VP(x) = 0 para todo x joint, ou
seja, VP zera para pelo menos | pontos.

De P possuir grau no maximo D < 33 < | (pois o nimero de joints é maior que o ndmero de joints
em uma reta) podemos aplicar o Lema 4.9 e obtremos que P é constante. Porém P zera em todo joint,
logo P é o polinémio nulo, o que é uma contradicao. O

Demonstragio Teorema 4.8. Vamos usar o resultado anterior recursivamente. Seja f(n) o maior namero
de joints possivel com um conjunto de 7 retas no IR>. Suponha agora que a gente possua 7 retas na
configuracdo maxima, ou seja, n retas formando f(n) joints. Pelo Lema 4.10 existe uma reta desse

conjunto que possui no maximo 3f(n)3 joints. Ao retirarmos essa reta do conjunto ficamos com um

conjunto de n -1 retas. Note que perdemos no maximo 3f(n)3 (nem todo joint na reta serd perdido,
mas com certeza ndo perdemos mais joints do que os existentes na reta). Como em # — 1 retas possuimos

no maximo f(n —-1) joints, temos a desigualdade f(n) < f(n-1) + 3f(n)%
Podemos iterar essa desigualdade de modo a obter f(n) < 3%, f (i)% < 3nf (n)% Resolvendo a
inequagdo conseguimos

f(n) < (Bn)% <6n3.

O
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Vamos mostrar uma nova forma de aplicar o método polinomial. Nos exemplos anteriores o método
consistia em construir um polindmio de grau determinado pelo conjunto em que estdvamos traba-
lhando e ap6s isso mostrar que esse polindmio zerava em demasiados pontos, implicando que o grau
devia ser suficientemente grande para o polindmio ndo ser nulo. Dessa forma, se obtem uma cota
inferior para o conjunto.

A forma que veremos agora, difere um pouco desse tratamento. Basicamente trabalharemos com
dimensdes de um polindmio. A idéia é que dado um conjunto que estamos trabalhando, podemos
codificar ele em um polinémio e contar sua dimensdo de duas formas. Em uma das formas mostramos
que a dimensdo ndo pode ser muito grande porcausa da estrutura do problema e em outra calculamos
a dimensdo explicitamente por via do polindmio. Isso nos fornece uma cota superior para o conjunto.

Usaremos esse método para provarmos o problema dos capsets e o dos girasséis. Dizemos que
um conjunto A c F; é um capset se para todo x,y,z € A tais que x +y +z = 0, temos que x = y = z.
Poderiamos nos perguntar qudo grande esses conjuntos sdo, e o teorema que vamos provar nos diz
que

Teorema 4.11 (Capsets). Se A c [F} é um capset, entio |A| < (3-€)" para algum € > 0.

Ou seja, um subconjunto da ordem de 3" ndo pode ser um capset e logo contém x,y,z ndo todos
iguais com x +y +z = 0. Note que por estarmos em %, se x +y +z = 0, entdo para cada coordenada
x; = y; = z; ou {x;,y;,z;} = F3. Em ambos os casos existe um B; € F5 tal que z; = x; +2B; e y; = x; + B;.
Sendo B = (B1,...,Bn) temos que z=x +2B e y = x + B, ou seja, X, Y,z estdo em uma mesma reta em IF5.
E facil ver também que trés pontos em uma mesma reta em [} somam zero. Logo, interpretando dessa
forma, o Teorema 1.1 nos diz que um conjunto muito grande de IF; possui 3 pontos em uma mesma
reta.

Dados conjuntos de 20" dizemos que A,B,C e 201 formam um girassol se AnB=BnC=CnA,
ou seja, se os Unicos elementos em comum pertencem aos trés conjuntos. Note que nessa defini¢do
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podemos perguntar qual o tamanho da maior familia F c 2["] tal que F nao contenha um girassol. O
préximo teorema mostra que isso ndo é da ordem de 2".

Teorema 4.12 (Girass6is). Se F c 2" ¢ uma familia de conjuntos que ndo contém um girassol, entdio |F| <
(2-€)" para algum € > 0.

A nogédo de dimensdo que vamos utilizar ¢ um pouco diferente da usual, para comegar vamos lidar
com um caso simples. Seja A um conjunto qualquer finito e IF um corpo. Podemos definir uma matriz
indexada nos elementos de A pela fungdo F : A x A — [F. Em um curso de 4lgebra linear, o posto dessa
matriz é definido como o niimero de colunas linearmente independentes dessa matriz. Em particular
uma matriz de posto 1 seria uma matriz em que todas as colunas sdo multiplas de um vetor. Seja
f:+ A — [ esse vetor, o que dizemos entdo é que se F tem posto 1, existe uma g: A — [F tal que

F(x,y) = f(x)8(y), VxyeA.

E f4cil ver que toda F definida dessa forma tem posto 1, pois essa matriz seria o produto externo dos
vetores f e g.

Uma matriz de posto t seria uma matriz em que existem f vetores colunas linearmente independen-
tes. Observe que podemos escrever essa matriz como combinacédo linear de t matrizes de posto 1. Basta
tomar matrizes em que as colunas sdo geradas pelos t vetores colunas linearmente independentes. E
6bvio também que ndo podemos escrever essa matriz como soma de t — 1 matrizes de posto 1, pois
isso implicaria que existem apenas f — 1 vetores linearmente independentes. Isso tudo nos permite dar
a definicdo alternativa de posto de F como min{r: F = ¥;_; ¢;F; onde F; sdo todos de posto 1}.

Podemos generalizar esse conceito para funcdes de Ay, o que seriam hipermatrizes. Seja F : A¥ - IF
uma fungdo. A generalizacio usual seria dizer que F é de posto 1 se existem f: A > Fe g: A¥1 - F
tal que

F(x1,...,x¢) = f(x1)g(x2, ..., xx).

Dessa forma teriamos que F é de posto 1 se todas os vetores colunas sdo multiplos de um vetor coluna
de dimensdo |A| em uma dire¢do. Mas para os nossos propdsitos serd muito mais efetivo considerar
que isso tem de ocorrer em todas as dire¢des. Entdo definimos F como de posto 1 se existem f: A - FF
eg: AF1 5 TFeie[k] tal que

F(x1, e %) = FRDG(EL oo By )

onde #; significa que x; ndo é varidvel dessa fung¢do. Definimos o posto de F como

T
rank(F) =min{r: F = )" ¢;F; onde F; sdo todos de posto 1}.
i=1

Assim nessa defini¢do permitimos que combinemos matrizes multiplas de um vetor coluna em x; com
matrizes multiplas de um vetor coluna em xi, por exemplo. Isso ja torna um pouco mais dificil de
calcular o posto.

Estamos interessados em um tipo de fun¢do em particular, a fungdo com entradas s6 na diagonal.
O lema técnico a seguir determina o posto dessaas func¢des. Dado a € A, represente por 6, : A - F a
funcéo caracteristica de a, isto €, 6,(x) =0se x +ae d,(x)=1sex=a.

Lema 4.13. Seja F : A¥ » IF a funcio diagonal dada por

F(x1,..., %) = Y. caba(x1) ... 0a(xg)
acA

onde c, € F para todo a € A. Denotando A* ={a e A: ¢, # 0} temos que rank(F) = |A*|, ou seja, o posto de F é
o niimero de entradas na diagonal diferentes de 0.

Demonstragio. Faremos por indugdo em k. Para k = 2 a defini¢do de posto coincide com a usual de
matrizes e logo o posto é exatemente o ntimero de entradas na diagonal diferentes de 0. Suponha
agora que mostramos o enunciado para k - 1, vamos mostrar para k.
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Primeiro note que se algum x; € A\ A* entdo F(xy,...,x;) = 0 e porcausa disso podemos supor
que A* = A. De fato, se F = }j_; ¢;F;, entdo definindo G;(x) = F;(x) para x € (A*)* e G;(x) = 0 para os
demais pontos temos que F = Y_; ¢;G; para todo AF. Logo para cada combinagéo linear com funcoes
definidas em A* conseguimos uma combinacdo linear de func¢ées com valores ndo nulos apenas em
(A*)¥ e portanto os elementos em A \ A* sdo irrelevantes para o calculo do posto.

Como c;6(x1)...0(x) é uma fungdo de posto 1 para todo a € A temos que F é uma combinacio
linear de |A| fungdes de posto 1 e da defini¢do de posto temos rank(F) < |A|.

Para o outro lado considere que F = ¥.7_; F; onde r = rank(F) e F; sdo fungdes de posto 1 (note que
podemos absorver os escalares da combinagdo linear nos F;’s e escrevermos dessa forma). Podemos
dividir os indices em k conjuntos I, ..., I} tais que

1. [T] = IlU...UIk
2. Paraie Iy vale que Fi(x1,...,x¢) = fi(x¢)gi(x1,..., %, ..., %) paraalgum f;: A—>Feg;: A1 L.

Dessa forma podemos reescrever F como a soma

k
F(Xl,.. .,xk) = Z Z fi,a(xl-)gi,a(xl,.. .,fi,.. .,Xk).

i=1wel;

Suponha por absurdo que r < |A|, entdo |I1]+...+]|I| < |A]. Vamos considerar os elementos de I.
Para cada « € I temos determinado uma fi, : A — IF. Essa fun¢do pode ser vista como um vetor de
tamanho |A|. Como para cada & temos uma fungado assim, entdo elas geram um subespago vetorial W
de dimensdo no méximo |I;|. Do fato de que a dimensio do espaco vetorial F# ¢ finita, segue que
d =dim(W*) > |A| - | > 0.

Seja hy, ..., hy uma base de W*. Podemos considerar a matriz H de dimensdes |A| x d cuja as colunas
sdo os vetores hy, ..., h . Como o posto das colunas de uma matriz é igual ao posto das linhas e o posto
de H é d, entdo existem d linhas na matriz H que sdo linearmente independentes. Suponha sem perda
de generalidade que sdo as primeiras d linhas. Assim o primeiro bloco d xd de H consiste de uma
matriz invertivel e suas colunas geram o IF?. Em particular, existe 1 ¢ W* tal que & é ndo nulo em pelo
menos d valores de A.

Por h e W* temos que

(fearh) =Y fra(x)h(x) =0.

xXeA

Multiplicando F por h e somando com x; variando em A obtemos uma funcdo G : AF"! - F. Podemos
calcular G da seguinte forma

G(x1,.. Xko1) = 3 F(xy, o, x)h(x) = D0 (D cada(x1) - Sa(xp) (k) =

xpeA xX€A acA
Z}qcada(xl) o+ 0a(xp-1)( ZA Sa(x)h(xr)) = Z}qcuh(a)éa(xl) o+ 0a(Xg-1)-

Que é uma funcdo diagonal definida em A*1. Note que o numero de a4 € A tal que c;h(a) # 0 é pelo
menos d, pois ¢; # 0 para todo A e h(a) # 0 para pelo menos d valores. Aplicando a hipétese de indugdo
temos que rank(G) = |[{a e A: c h(a) #0}| > d.
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Agora podemos calcular G também como

G(x1,..., Xk1) = Y. F(xy,..., xp)h(xy) =

xpeA

k
> (O fia(xi)ialxr, - %ipe o, k) h(xg) =
XkEA i:lDCEI,‘
k
22 2 fia(xi)gia(x, e Eip e x0) ) h(xg) =
i:lD(EIixkEA
k-1
Z Z Z fi,oc(xi)gi,a(x1/~-‘/fz‘r--~/xk))h(xk)+ Z Z fk,lx(xk)h(xk)gk,a(xlr-”/xk—l) =
i=1 ael; xpeA aelp xpeA
k-1
>0 > fia(xi)ia(xr, - %ipe o, i))h(x5) =
i=1 ael; xpeA
k-1
Z fi,vc(xi) Z gi,vé(xll'"rfi/'-'/xk))h(xk) =
i=1 IXEI,‘ xkeA
k-1

ﬂ,a(xi)gi,a(xlr'"/fi/"'/xk—l)
i=1 wel;

onde ia(x1,---, %o, Xk-1) = Txea §ia(X1, .-, %y, xx) )(xg) € uma funcao de A*2 em F. Assim
temos que G é uma combinacdo linear de |I;]+... +|I;_1| fun¢des de posto 1 e logo rank(G) < || +...+
T-l-

Juntando as duas desigualdades temos

d <rank(G) <|Ii|+...+ 1| < |A| - Ik < d
0 que é uma contradicdo. O

Com essa fun¢do diagonal e a nova defini¢do de posto somos capazes de provar os dois teoremas
citados.

Demonstragdo do Teorema 4.11. Seja A € F; um capset. O corpo que utilizaremos é F = [F3. A nossa
funcio F : A3 - IF3 sera

F(x,y,z) =0g(x+y+2z)

onde Jy é a fungdo caracteristica de 0 € IF;. Ou seja, F devolve 1 se os trés pontos estiverem na mesma
reta, caso contrario devolve 0. Como o conjunto A é um capset, a tinica forma de trés pontos estiverem
na mesma reta é se os trés pontos forem iguais (note que se dois forem iguais, imediatamente o terceiro
também tem de ser). Entdo podemos reescrever F como

F(x,y,z) = Z}L‘éa(x)‘sa(y)‘sa(z)

que é uma fungdo diagonal. Pelo Lema 4.13 a fungdo F tem posto |A|, pois todas as entradas da diagonal
sdo iguais a 1. A estratégia agora é determinar um polindmio que represente F e calcular o posto via
esse polindmio.

Uma forma de emular a fungdo caracteristica dy em F3[X] é com o polindmio p(x) = 1 - x2. Esse
polindmio satisfaz p(0) =1 e p(x) = 0 para x € [F3 diferente de 0. Com isso em mente podemos construir
o polindmio f € Poly,,(IF3") dado por

n

fx, o XY, Yzt zn) = [ [(1 = (% + v +2;)%).

i=1
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Esse polindmio devolve 1 se para todo i vale que x; +y; +z; =0 e 0, caso contrério. Ou seja,

F(x,y,2z) = f(x1,-- ., X0, Y1, - -, Yn, 21, - - - Zn)

se enxergarmos X;,Y;,z; como as i-ésimas cordenadas de de x,y,z ¢ A. Uma outra forma de escrever
isso ¢ que F = f | ;3 onde vemos f como uma fungéo de (IF)>.

Observe que rank(F) < rank(f). Isso ocorre porque se f = Y./ ¢;f; para f; : (F4)? - F3 de posto
1, entdo definindo F; : A> - F3 por F; = f |43 temos que F = f |43= X_;¢ifi |43= Xi_q ¢;F;. Tomando
r = rankf obtemos o desejado.

Agora o problema se resume a achar estimativas para o posto de f visto como uma fungao de 3
k
varidveis em IF5. Um monomio em f é da forma cx{! xﬁ;‘yl y@”zl1 .2k onde iy +... + iy i+t

jntki+...+ky <2neit,ji, ki €{0,1,2}. Podemos separar esses monodmios em 3 tipos:

1. i1+...+in<%”.

. . 2n
2. it Hjn <

3. k1+...+kns2§”.

Um monoémio pode ser de mais de um tipo, nesse caso apenas escolha arbitrariamente. Com esses tipos
temos que

_ i1
F(X1, e X, Y1, Yns 21, Z0) = > iy, in X L.xin inin (Y1 Y 21, - Zn)
i1+...+ip<2n/3

1 J
+ > biy, i1 - Y &irin (X1 X0, 215+ Z0)
Jit-+jn<2n/3

+ > ckl,m,k”zllc1 ...zﬁ”hklwk”(xl,. o X Y1, Yn)-
ki+..+ky<2n/3
Ou seja, f é a combinagdo linear de 3[{(t1,...,ts) € {0,1,2}" : t1 +...+t, < 2n/3}| fungdes de posto 1.
Chamando N = |{(t,...,t,) € {0,1,2}": t; +...+t, <2n/3}|, temos que rank(f) <3N.
Para estimarmos N vamos usar o método probabilistico. Sorteie uniformemente e independente-
mente cada t; de {0,1,2}, isto é, P(¢; =0) =IP(t; = 1) = P(¢; = 2) = 1/3. Seja X a varidvel aleatéria que
conta o valor de t; +...+1t; e X; a varidvel que conta o valor de t;. Um célculo simples mostra que

n n
E(X) =Y E(X;)=>.(0-P(t; =0)+1-P(t; =1) +2-P(t; =2)) = n.
i=1 i=1
Como os X;’s sdo independentes e identicamente distribuidos, segue de resultados sobre grandes des-
vios que existe u > 0 tal que

P(X < %") -P(X < %]E(X)) < e HE(X) _ pmpn

Mas note também que IP(X < 2n/3) = N/3" pois das 3" escolhas possiveis de t1,...,t, o nimero delas
tal que t1 +...+f; <2n/3 é exatamente N. Dai

N _ -

g <¢ Mt = N < (3e™H)"

e agora estamos resolvidos pois |A| = rank(F) < rank(f) < 3N < 3(3e#)" < (3-¢€)" para € > 0 apropri-
ado. O

Note dessa demonstragdo que a defini¢do alternativa de posto foi essencial. Pela definicdo de
posto usual o posto da matriz dependerla apenas de uma varidvel e teriamos que considerar todos

os mondmios da forma x1 .. X com iy +...+iy < 2n. Infelizmente existem 3" maneiras de escolher
esses indices e conseguimos apenas a cota trlvial |A] <3".

Demonstragio do Teorema 4.12. Precisamos de alguma forma algebrizar a relacdo de ser um girassol.
Uma forma de fazer isso é ver cada conjunto X € 2["] como um vetor x € {0,1}", onde x; =1seic X e
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x; = 0 caso contrdrio. Assim trés vetores x,y,z € {0,1}" formam um girassol se para toda coordenada
temos que x; +y; +z; € {0,1,3}. Ou seja, a tnica possibilidade que devemos excluir é a de um elemento
estar na intersec¢do de apenas dois conjuntos.

Na demonstrac¢do do capset tinhamos que se um conjunto A é capset, entdo para (x,y,z) € A3 com
x+y+z =0 temos que x = y = z. Nessa observacado utilizavamos o fato que se x +y +z = 0, entdo ou
os trés valores sdo iguais, ou os trés valores sdo distintos. Infelizmente nos girasséis ndo funciona do
mesmo jeito, podemos ter um girassol da forma (X, X,Y) desde que X c Y. A maneira de corrigir isso
é comparando apenas conjuntos da mesma cardinalidade, dessa forma se X, Y, Z formam um girassol,
entdo ou X =Y = Z, ou os trés sdo distintos.

Dada familia F de conjuntos livre de girassdis, seja A c {0,1}" o conjunto dos vetores representantes
dos conjuntos de F. Particione A = U?:l Ay, onde A; é o conjuto dos vetores que representam conjuntos
de cardinalidade ¢, isto é, que o suporte tem cardinalidade ¢. De A ser livre de girasséis, temos que
cada A; é livre de girassois.

Utilizaremos como corpo F = R. Fixado ¢ € [n], queremos uma F : A? > R tal que F(x,1,z) # 0 se
(x,y,z) for um girassol e F(x,y,z) = 0 caso contrario. Pela observagédo feita em um pardgrafo anterior,
como Ay é livre de girasséis, a tnica forma de obtermos um girassol é com x = y = z. Portanto

F(x,y,2) = ) caba(x)0a(y)d(2)

acA;

com ¢, = F(a,a,a) #0 e pelo Lema 4.13 temos rank(F) = | Ay
Queremos que essa F seja a restri¢ao de um polindmio f € Poly,(R*"). O polinémio natural é

fx1, o X Y1, Y z1, - zn) = [ [ (2= (X + i+ 27)).
=1

1

E facil ver que x,y,z € {0,1}" formam um girassol se, e somente se, f(x,y,z) # 0. Dai basta definir
F(x,y,2) = Yaea, f(a,a,a)02(x)62(y)da(z). A demonstragdo agora ocorre andlogamente a anterior.
Como F = f | 45 entdo rank(F) < rank(f). Mas para o calculo do posto note que um monoémio de f
t . .
é da forma cxll1 ...x;"y]f ...y{{‘z]{l...zﬁ" Com i +...+ip+ji+...+fjn+ky+...+ky <neis,js, ks € {0,1}.
Podemos dividir os mondémios em trés tipos como na outra demonstragao.

1. i +...+1; <n/3.
2. fi+...+jn<n/3.
3. ki+...+k, <n/3.

Podemos escrever entdo

f(xll"-rxn/yll‘H/yi’llzl/"‘lzn): Z ail,.‘.,inxlll~'-x;‘ffil,...,in(]/lw'-rynlel'u/zn)
i1+...+ip<n/3

1 J
+ > biy, Y1 - Y &irin (X1, X0, 215+ Z0)
ji+-+jn<n/3

k k
+ > Chpyofen 21 - 2 iy, o (X0 o X, YA - Y-
ky+...4ky<n/3

Disso temos que f é combinagdo linear de 3|{(i1,...,i) € {0,1}" : i1 +...+i, < n/3}|. Chamando
N=[{(i1,...,in) €{0,1}": i1 +... + i, <n/3}|, segue que rank(f) <3N.
Assim |Ay| = rank(F) < rank(f) <3N para um ¢ arbitrdrio. Portanto

n
Al =3 |A] < 3nN.
i=1

Para estimar N podemos usar de novo o método probabilistico. Uma outra forma é observando que

n n 1 ) )
M= 2 ) <) = )
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1

W)(“O(l)))n pela férmula de stirling. Dai

onde usamos que (") = (

|A| <3n%(1,9)" < (1,99)"

como queriamos. O
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