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ConNjuNTOS DE KAKEYA (YOSHIHARU KOHAYAKAWA) 17 DE AGOSTO

1.1 Conjuntos de Besikovitch

Em 1917, Kakeya fez a seguinte pergunta:

Qual é a menor drea de uma regido no plano em que podemos girar 360
graus uma agulha de comprimento unitdrio?

Por “girar”, entende-se que deve ser possivel transladar e rotacional a agulha para
todas as diregdes. Um exemplo trivial de uma tal regido é um disco de raio 3, cuja
4rea é 17r. Um deltdite (ver Figura ??) é um exemplo de uma tal regido, de 4rea %7{.

De maneira um tanto surpreendente, Besicovitch mostrou que existem regides cuja
area é arbitrariamente pequena e que satisfazem as condi¢des da pergunta de Kakeya.

Definimos um conjunto de Besikovitch/Kakeya como um conjunto que contém um
segmento unitdrio de qualquer dire¢do. Note que em um conjunto de Besikovitch ndo
€ necessario mover o segmento unitario. Dado um conjunto de Besikovitch no plano,
é possivel [Pendente]

Conjectura 1.1. Todo conjunto de Besikovitch tem dimensdo de Hausdorff d.
[Pendente]
000 Aula 2 (17 de Agosto) — Yoshiharu Kohayakawa 000

1.2 Conjunto de Kakeya para Corpos Finitos

Seja [F um corpo finito de tamanho g = |F|. Considere F" como um espaco vetorial.
Dizemos que K ¢ F" é um conjunto de Kakeya se para todo u € F", existe algum
a € F" tal que a +tu € K para todo t € F.

Teorema 1.2 (Duir 2009). Se K é um conjunto de Kakeya, entdo |K| > (7771).

Observacdo 1.3. Para 7 fixo, a cota inferior do Teorema 1.2 corresponde a uma fragdo
positiva do IF". De fato,

_ ~1\\" n
()= (O = ) e
n n n n'
Lema 1.4 (Schartz-Zippel). Seja IF um corpo finito, SCF e p e F[xy, ..., Xy ] um polindémio
de grau dp < d. Seja
R={r=(r1,...,tm)eS™":p(r) =0}
Entdo |R| < d|S|"-1.

Demonstragio. Escreva p como um polindmio sobre x1, cujos coeficientes sdo elemen-
tos ndo nulos p1,...,pr e Flxa, ..., xpm], ie.

k .
p = pilxa, ..., xm)x}.
i=0

Seja Ry ={r=(r1,...,tm) e Ripi(ra,...,rm) = 0}. Por indugdo em m temos

#{(ry, ..., 1m) € S" i pr(ra, .., rm) = 0} < (Opy)|SI"™ 2 < (d - K)IS|" 2.
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Portanto |Ry| < |S|(d - k)|S|"2 = (d - k)|S|"1. Seja Rp = R\NRy. Se r = (rl,...,7m) € Ry,
entdo py(ra,...,rm) # 0. Portanto p(x1) := p(x1,72,...,7m) € F[x1] é ndo-nulo e tem
grau k. Assim, #{ry : f(r1) = 0} < k. Portanto |R,| < k|S|"~1. Logo, |R| < d|S|"~1. O

Observacgdo 1.5. Note que a cota dada pelo Lema de Schartz-Zippel vale com igual-
dade se consideramos um polindémio p’ € [F[x;1] com d raizes distintas e o estendemos
a um polindémio p € F[xy,...,x;] (de modo que xy, ..., x;; sdo varidveis livres em p).

Seja p(x1,...,xn) € F[xq,...,x] e denote (x1,...,x,) por x. Escrevemos x = Y. c,x*,
onde a soma é sobre todas as n-uplas de inteiros a = (a1, ..., ;) satisfazendo Y} ; a; <
op, x% = x{'xy" e ¢y € .

Lema 1.6. Sejam ay,...,an € F"e N < (d;”). Entdo existe polinomio ndo-nulo p(xq, ..., x,) €
F[xq,...,x,] com op <d tal que p(a;) =0 para todo 1 <i < N.

1) p-uplas de inteiros & = (a;),, a;20,

Demonstragdo. Note que existem exatamente (
tais que Yi; a; < d.
Queremos p = Y cux* com dp < d, p # 0 e p(a;) = 0 para todo 1 < i < N. Tais

restri¢des ddo origem a um sistema linear homogéneo com (d+") varidveis mas apenas

n

N < (d;”) equacgdes. Logo, existe (c,) # 0 que é uma solucdo para o sistema. O

Demonstragdo do Teorema 1.2. Suponha, por contradicdo, que existe K ¢ F*~1 de Kakeya
e |K| < (T""1). Pelo Lema 1.6, existe polinémio p(xy,...,x,) ndo-nulo com dp < g -1
e p(a) = 0, para todo a € K. Fixe u € F" \ {0}. Como K ¢é de Kakeya, existe a ¢ F"
tal que a +tu € K para todo t € [F. Considere o polindmio f(t) = p(a +tu). Temos
df <dp=d<q-1. Ademais, f(t) =0 para todo t € [F. Segue que f é o polindmio nulo.
Em particular, o coeficiente [t4]f(t) de t? de f é nulo. Temos

[#1f (1) = [1)p(a+tu) =[] 37 (a+tu)*
a:y o;<d
=[] Y (a+tw)*=[t"] > (u)*="parte homogeénea de p(x)".
ay wj=d ay wj=d
Seja p(x) = Lay, -aCax™ a parte homogeénea de p(x). Concluimos que p(u) = 0 para
todo u € [F". Mas pelo Lema de Schartz-Zippel temos

{reF"p(r) =0} <dg" ' < (g-1)g" " <q" = |F[",
uma contradicdo. O

000 Aula 3 (30 de Agosto) — Bruno Cavalar 000

2 Aplicacdes do Lema de Schartz-Zippel

Seja X um conjunto finito e - : X x X - X uma operagdo bindria sobre X. Estamos
interessado em verificar se - € uma operagdo associativa, isto é, se para qualquer tripla
(a,b,c) e X3valequea-(b-c)=(a-b)-c.

Uma primeira idéia para um algoritmo para verificar se - é associativa consiste em
tomar uma tripla (a,b,c¢) € X3 uniformemente ao acaso e verificar se (4,b,¢) é uma
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tripla associativa, i.e. se a- (b-c) = (a-b) - c. Infelizmente, o exemplo a seguir mostra que
é possivel definir uma operagdo ndo-associativa - sobre um conjunto X de forma que
apenas uma tripla dentre as |X[? triplas é ndo-associativa.

Exempplo 2.1. Sejam x,y,a elementos distintos de um conjunto finito X. Defina uma
operacdo - : X x X » X fazendo x-y = x e b-c¢ = a para todo par (b,c) € X? tal que
(b,c) # (x,y). Neste caso, temos que a tripla (x,y,y) é ndo-transitiva pois x- (y-y) =a
e (x-y)-y = x. Por outro lado, é facil verificar que para qualquer outra tripla («, B,y) #
(x,9,y), temos &~ (B-7) = («-B) -7 = a.

7
testemunhe que (X,-) é ndo-associativa. Ainda assim, mostraremos que existe um
algoritmo com tempo de execucdo O(|X|?) que é capaz de determinar com alta pro-
babilidade se (X,-) é associativo. Para isso, usaremos o Lema de Schartz-Zippel, que

é enunciado a seguir usando a linguagem de probabilidade.

O exemplo acima mostra que é possivel que apenas uma fragdo das triplas

Lema 2.2 (Schartz-Zippel (versdo probabilistica)). Seja p € K[x1,...,x,;] um polindmio
de grau dp < d, S ¢ K um conjunto finito e x €y S™ um vetor escolhido uniformemente ao
acaso em S™. Entdo

P(p(x)=0)< %

Seja F um corpo finito com [F| > 6. Considere o espaco vetorial FX de vetores
com entradas em FF indexado por elementos de X. Definimos ¢ : X — FX, fazendo
e(x) ser o vetor que possui entrada 1 na coordenada indexada por x e 0 nas demais
coordenadas.

Note que fixado u € FX, existem (uy)yex que satisfazem u = ¥ ,.x uye(x). Definimos
uma operagdo bindria & : FX x FX — [FX da seguinte forma. Dados u = ¥, x uxe(x) e
v € Yyex vye(y), definimos

umv:=y e Xuyoge(x)me(y) = Y, uyoze(x-y).
Xy x,yeX

Proposicdo 2.3. (X,-) é associativa se, e somente se, (IFX, =) é associativa.

Demonstragio. (<) Basta notar que se (X, -) possui uma tripla ndo associativa (a, b, c) €
X3, entdo a tripla (e(a),e(b),e(c)) é ndo associativa em FX. De fato,

(e(a)me(b))me(c) =e(a-b)me(c)
=e((a-b)-c)

#e(a-(b-c))
=e(a)me(b-c)

=e(a)m(e(b)me(c)).
(=) Suponha que (X,-) seja associativa. Entdo para quaisquer u, v, w € FX, temos

(uov)aw= Y uwywe((x-y)-z)= > e(x-(y-z))=us(vaw).
x,y,zeX x,y,zeX
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]

Agora estamos em condicdes de descrever um algoritmo que para verificar se (X, -)
¢ associativa.

Algorithm 1 Algoritmo probabilistico para verificar se (X,-) é associativa

: Para todo x € X, escolha ay, By, 7x € F uniformemente ao acaso.
 Faga it Tyex kxe(x), 0« Tyex Bre(¥), < Nyex 12e(%).
:Seum(vow)# (uEv)BwW

entao devolva NA0O-ASSOCIATIVA.

sendo devolva ASSOCIATIVA.

g~ LW N R

Segue da Proposigdo 2.3 que se (X, -) é associativa, entdo o algoritmo acima sempre
dé a resposta correta. O resultado abaixo mostra que se (X, -) ndo é associativa, entdo
o algoritmo d4 a resposta correta com alta probabilidade.

Teorema 2.4. Suponha que (X,-) é ndo-associativa e sejam u, v, z escolhidos como na linha 2
do Algoritmo 1. Entdo IP((u,v,w) ser associativa) < %

Demonstragdo. Seja (a,b,c) € X3 uma tripla ndo-associativa. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que ay, B, Y. sdo os ultimos elementos a serem escolhidos no pri-
meiro passo do algoritmo. Seja r = (a- (b-c)). Vamos mostrar que

P((um(vow)), # (umov)Bw),) <

7

NI =

da onde seguird o resultado desejado.

Defina f(aq, By, ve) = (um (vew)), € Flag, b, vl € §(aa, Pb, ve) = (B V) BW), €
Flag, By, vc]. Observe que

f(aa, By, ve) = Z XxPyYz

x,y,zeX
x-(y-z)=r

e que a,Bp7Yc aparece no polindmio f com coeficiente 1. Logo df = 3. Além disso,
como (a,b,c) é ndo-associativa, segue que a,f;Y. ndo aparece no polindmio g (caso
contrdrio, teriamos (a-b)-c =r).

Portanto, f(aa, By, ¥c) — §(&a, By, ¥c) € um polindmio ndo-nulo de 3 varidveis e
grau 3. Aplicando o Lema 2.2, obtemos

P(f (e, By 1e) =8 B 1e) = 0) < 755 5.

como desejado. O
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3 O Teorema de Mantel para grafos aleatérios

Seja ex(G,H) = max{e(G) : G $ H,v(G) = n}. O Teorema de Mantel pode ser escrito
da seguinte forma.
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Teorema 3.1 (Mantel, 1907).

ex(G,Ks) = [g] {gJ = (411 +0(1))n2.

Para o grafo aleatério G(#n,p) de Erd6s-Renyi, definimos
ex(G(n,p),H) =max{e(G),G c G(n,p),G p H}.
Queremos provar o seguinte resultado.

Teorema 3.2 (Frankl-Rodl, 1986). Para p > 1/\/n, ex(G(n,p),K3) = (}I +0(1))pn? com
alta probabilidade.

Observacdo 3.3. Para mostrar a desigualdade ex(G(n, p), K3) > (% +0(1))pn?, é sufi-
ciente considerar a intersec¢do de G(n,p) com o grafo K|u/2)n/21- De fato, seja X =
e(G(n, p) N K|uj2jin/2)- Temos E(X) = }Lpnz e Var(X) =n4(1-%). Logo, segue da Desi-
gualdade de Chebychev que

CVar(X) p(-f

P(X-E(X)|2n) < — 0

quando 7 — oo.

Para demonstrar o Teorema 3.2, vamos precisar do resultado de supersaturagio
abaixo, que afirma que se um grafo G tem uma quantidade de arestas significativa-
mente maior do que 3712, entdo ha muitas c6pias de tridngulos em G.

Lema 3.4 (Supersaturagdo de tridngulos). Para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se um
graf G, v(G) = n, satisfaz e(G) > (411 +¢e)n?, entdo G contém pelo menos 5(53) triangulos.

Demonstragio. Seja t = [\/2_/81 Pelo Teorema de Mantel, temos que se H é um grafo
com t vértices e com nimero de arestas e(H) > (1 + 3¢)t2 > 112+ 1, entdo H contém
um tridngulo. Vamos mostrar que podemos tomar ¢ = %(é)_

Seja T = (V(tG)) ={T c V(G):|T| = t}. Para qualquer grafo H, definimos a densidade
d(H) de H como d(H) = |e(H)|/(*!"). A seguir, biparticionamos T de acordo com a
densidade do grafo induzido por seus elementos. Mais especificamente, definimos

R - {TeT:d(G[T]) > %+§} e S:{TeTzd(G[T]) g1+5}.

Note que a densidade d(G) de G pode ser expressa como a média da densidade dos
grafos induzidos por membros de 7. De fato, temos

Lrer d(GT)) _ Trere(GIT)) _e(G)(13) _e(G)

(¥) (2)(}) @@ G

- d(G).
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Dai, segue que a cardinalidade R corresponde a uma fragdo e de 7. De fato,

()3 (o e (Lo 2)

o que implica [R] > §(*).

Usamos agora o fato de G[T] conter um tridngulo, para todo T € R. Observamos,
também, que cada um desses tridngulos pertence a no maximo ('Z__g ) conjuntos T € R.
Logo, o ntimero de tridngulos em G é pelo menos

Rl () _eG) 5(11)
(i5) 20%) 26) V8
como desejado. O

Para provar o Teorema 3.2, precisaremos também do Lema de Containers para
triangulos, enunciado abaixo.

Lema 3.5 (Containers para tridngulos). Para todo 6 > 0, existe C > 0 tal que para todo
inteiro n existe uma colegio G de grafos e uma funcgio f : P(E(Ky,)) — G satisfazendo as
seguintes propriedades.

1. Para todo grafo G livre de tridngulos, existe S € E(G), |S| < Cn3/2, tal que E(G) < f(S).
2. Paratodo S ¢ E(Ky), o grafo f(S) possui no mdximo n3 cépias de tridngulos. O

Demonstragdo do Teorema 3.2. Segue da Observacao 3.3, que ex(G(n,p), K3) > (§+0(1))pn?.
Para provar a outra desigualdade, mostraremos que para todo ¢ > 0, a probabilidade
de existir algum grafo G livre de triangulos e com pelo menos m = (} +2¢)pn? arestas
contido em G(n, p) é arbitrariamente pequena.

Fixe e > 0 e seja § dado como no Lema 3.4. Seja G um grafo livre de triangulos com
pelo menos m arestas. Pelo Lema 3.5, existe S ¢ E(G), |S| < Cn3/2, tal que f(S) possui
no méximo 613 tridngulos. Segue do Lema 3.4, que f(S) possui no maximo (j +&)n?
arestas. Agora, notamos que se um tal G estivesse contido em G(n, p), entdo teriamos
If(S)nE(G(n,p))| > m. Logo, para provarmos o resultado desejado, é suficiente mos-
trar que P(Y >1) — 0, onde

Y = #{S € E(G(n,)): |f(S) N E(G(n, p))| > m)}.

Fixe S e seja Xs = f(S) nE(G(n,p)). Como E(Xs) < (} +¢)pn?, segue da desigual-
dade de Chernoff que
P(Xs > m —|S|) < exp{kpn?},

para algum k = k(&), uma vez que |S| «< E(X). Logo, temos

Cn3/2 Cn3/2 ) Cn3/2 epnz S )
P(Y>1)<E(Y)< Y pPP(Xs>m-|S))< Y plem < 3 (2—5) e~kpn”,
s=0 s=0 s=0

Usando o fato que a fungéo s — (epn?/2s)s atinge seu maximo em epn2/4 « Cn3/2,
concluimos que, na soma acima, o tltimo termo limita superiormente cada um dos
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demais. Logo,

epn? cnl? 2
P(Y >1) < Cn®/? (W) e~k 0,
como desejado. O
000 Aula 5 (20 de Agosto) — Marcelo Tadeu Sales R

4 Teorema de Erd6s-Stone baseado em supersaturacao
Dado um grafo H, defina
ex(n, H) = max{e(G) : |V(G)|=n,G 2 H}.

Exemplos:

1 2
1. se H = K, temos, pelo Teorema de Turan: ex(n,K,) =1 - ﬁ% ;
2. ex(n,Cy) = O(n?).

Teorema 4.1 (Erd6s-Stone-Simonovits). Para todo € > 0 e grafo H, com niimero cromdtico
XxX(H) > 2, existe nyg = ng(e, H) tal que para todo n > ny,

2
ex(n, H) < (1—)ﬁ+e) %

Observacao 4.2. Se x(H) =r, o grafo de Turan T(n,r - 1) mostra que

n—oo  p2 r-1

Para a demonstracdo do Teorema 4.1 precisaremos do seguinte resultado de supersaturagao,
cuja demonstragdo é andloga a do Lema 3.4 (caso r = 3).

Teorema 4.3 (Supersaturacdo). Para todo € > 1 e inteiro r > 2, existem 6 > 0 e ng tal que se
G ¢é um grafo tal que |V(G)| > ng e e(G) > (1- 4 +s)”—2, entdo G contém pelo menos én”
copias de K. O

Um r-grafo é um hipergrafo cujas arestas sdo conjuntos de tamanho r. Dados in-
teiros u1,...,u, > 0, definimos K(V)(ul,...,ur) como um r-grafo cujos vértices sdo
particionados em classes Vi,...,V;, com |V;| = u; e tal que {xy,...,%,} é uma aresta
para todo xq € Vp,...,x, € V,.

Veremos que o Teorema 4.1 segue como consequéncia do Teorema 4.3 e do resul-
tado abaixo, que afirma que todo r-grafo com densidade positiva de arestas contém
uma cépia de K (¢,...,¢1).

Teorema 4.4 (Erd6s). ex(n, K" (t,...,t)) = o(n").

Demonstragio do Teorema 4.1. Seja H um grafo fixo, com |V (H)| = t e nimero cromatico
r = x(H). A seguir, denotamos por K;,_; o grafo r-partido completo cujas classes tém
cardinalidade t. Note que K;, ;2 H.
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Seja G um grafo e com |V(G)| = n vértices e
e(G) > (1—L+£)n2
B r—1

Considere o r-grafo F tal que V(F) = V(G) e {x1,...,x,} € E(F) se, e somente se, 0s
vértices x1,...,%, induzem um K, em G. Pelo Teorema 4.3, existem pelo menos dn”
copias de K; (6 = 6(¢)) em G. Logo e(F) > én". Concluimos, pelo Teorema 4.4 que F
contém um K()(t,...,t), o que implica que G 2 K;_ ; 2 H, como desejado. O

Para demonstrar o Teorema 4.4 precisaremos do seguinte lema.

Lema 4.5. Sejam Ay, ..., Ay, subconjuntos de [N]. Suponha que ¥} 1 |A;| = M. Entdo para
todo t < n existem indices distintos iy, ..., 1 tais que

N (M) - ppt-IN
nt '

Demonstracdo. TODO [

Ay -0 Ayl >

Demonstragio do Teorema 4.4. Fagamos por inducgdo em r. Para o casor =2, fixe 6 >0 e
seja G 6 um grafo com V(G) = [n] e e(G) > 6n2. Queremos mostrar que K2 (¢,t) c G.
Para todo i € [n], seja A; = N(i) ¢ [n] os conjunto de vértices adjacentes a i. Sabemos
que Y11 |Aj| =2e(G). Segue do Lema 4.5 (r = 2, N = n) que existem indices 7y, . . ., i tais
que

26n2 ' 2 t-1 t t 2
|Aj NN Ayl > n — —-t'n" T N | /n" = (20) -t > ¢,

para 1 suficientemente grande. Dai concluimos que K()(¢,t) c G.
Agora suponha que r > 2 e que o Teorema vale para r - 1-grafos. Fixe 6 > 0 e seja F
um r-grafo com e(F) > dn’. Queremos mostrar que F 2 K()(¢,...,t). Defina

A= {B ¢ (r[”]l) L (Bu{i}) e E(F)}.

Note que Y1, |A;| = re(G). Aplicando o Lema 4.5 (N = n"~1 e M = re(F) > rén"),
obtemos indices iy, ..., tais que

|Ai1 ﬂ"'ﬂAit| > (rt(st)nFl _ (tZ)nrfz > 5tnr71’

para n suficientemente grande. Logo, por hipétese de indugédo, o 7 -1 grafo com con-
junto de arestas A; 1 n---n A;, contém uma cépia de K-D(t,...,t). Segue da defini¢ao
dos A;, que os vértices de tal c6pia em conjunto com os vértices iy, ..., i; induzem uma
copia de K(") em F. O

000 Aula 6 (27 de Agosto) — Marcelo Tadeu Sales SRR
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5 Estabilidade do Teorema de Turan

Sabemos, pelo Teorema de Turdn, que todo grafo livre de K,,; de tamanho n possui
no maximo e(T},,) arestas, onde T, , é o grafo r-partido balanceado de n vértices. O
resultado abaixo mostra que se o ntimero de arestas de um grafo G livre de K,,; é
préximo desse nimero maximo, entdo G estd proximo de um grafo r-partido.

Teorema 5.1 (Fiiredi). Seja G = (V, E) um grafo livre de K,,1 e tal que e(G) > e(Ty,) —t.
Entdo existe subgrafo r-partido H ¢ G tal que e(H) > e(G) - t.

Demonstragdo. Seja xq um vértice de maior grau em G. Defina V|" = Ng(x1) e Vi =
V V. Temos
VAl 2 Y d(x) =e(Vh, Vi) + 2e(Vy).
xeVy
Seja xp um vértice de maior grau em Gy := G[V"] e seja V" = Ng,(x2). e Vo = VP N V7.
Temos
Val|V3'| 2 ) dg, (x) = e(V2, V') +2e(V2).
xeVp
Em geral, defina x; como um vértice de maior grau em G;_; := G[V",], Vi = Ng, , (x;)
e V=V V' Temos

VillVi'l 2 3, de,, (x) = e(Vi, V[7) + 2e(V).
xeV;

O processo para em um indice s tal que V" = & e temos portanto V = |-);_; V;. Como
{x1,...,xs} é um clique em G, devemos ter s < r.
Ao somarmos a Equagdo (5) para todo 1 <i <s, obtemos
S S S S
2 VillVIT 2 2 (e(V, ViT) + (Vi) + (Vi) = e(G) + 3 e(Vi) 2 e(Tyn) — t+ ) e(V).
i=1 i=1 i=1 i=1

Por outro lado, também temos
S
YAVillV | = e(K(VA, ..., V5)) <e(Tin)-
i=1

Combinando as duas ultimas equagdes, concluimos que Y;_; e(V;) < t. Logo, um grafo
H como no enunciado do Teorema pode ser obtido, a partir de G, ao deletarmos as
arestas dentro de cada V;. O

Corolario 5.2. Seja G = (V,E) um grafo livre de K,,1 e tal que e(G) > e(T,,) —t. Entdo
existe uma particio V = \Ji_, V; tal que

IE(G) & E(K(V4, ..., V)| < 3t

Corolério 5.3. Seja H um subgrafo r-partido de G obtido a partir da remogio de t arestas,
como no Teorema. Seja {V;}!_, uma r-particio (prépria) de H. Como e(H) > e(G) -t >
e(Ty ) — 2t, podemos adicionar no mdximo 2t, basta adicionar no mdximo 2t arestas a H para
obtermos o grafo completo K(V4,...,V;).

10
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O resultado abaixo mostra que G nédo s estd proximo de um grafo r-partido, mas
também estd proximo ao grafo r-partido balanceado T}, ;.

Afirmagido 5.4. Serjnee(K(Vy,...,V;)) >e(Ty,) - 2t, entdo
E(K(V4,...,V})) & E(Ty,)| < nv/rt.

Demonstragio. Seja m = n/r e sejam ay, ..., a, inteiros tais que |Vj| = m +a;. Note que
Yiqa;=0equee(T,,) = (5)1112 Por outro lado,

0
e(K(V1,...,Vp)) = Y (m+a;)(m+aj) =y m*+(a; +a;)m+a;a; = (;)m2+(r—1)W+Zaia
it itj itj
Segue da hipotese e(Ty,r) —e(K(Vy,...,V;)) <2t que — ¥y a;0; < 2t. Mas como
,\2
0= (Zai) =(af+---+ay)+2) aaj,
i=1 i7]
temos (a2 +---+4a?)/2 < 2t. Podemos aplicar a desigualdade de Jensen para obter

s, (i ++ [a])?
r = r 4

At>a+-+a

isto é, |a1| +--- +|a,| < 23/rt. Concluimos que hd no maximo \/rt indices i tais que a; > 0.
Como mover cada tal vértice para outra particdo altera no maximo N adjacéncias, a
diferenca simétrica entre E(K(V4,...,V;)) e E(T,,) é no maximo n+/rt. O

6 Cintura e nimero cromatico altos

6.1 Hipergrafos com cintura e namero cromaticos altos

000 Aula 7 (11 de Outubro) — Giulia Maesaka 000

Seja X um conjunto finito. Dizemos que (X, M) é um k-grafo, i.e. um hipergrafo
uniforme de tamanho k, se M ¢ (f)

Um circuito de comprimento p em (X, M) é uma sequéncia de arestas My, ..., M) €
M tal que existe uma sequéncia de vértices distintos xy,...,x, € X satisfazendo x; ¢
M;nMii1) mod p Paratodoi=1,...,p

Denotamos por g(X, M) a cintura do hipergrafo (X, M), isto é, o comprimento de
um menor circuito em (X, M).

Um k-grafo (X, M) é a-partido se X admite uma particio X = |7, X; tal que
MnX;| <1 paratodo Me Metodol<i<a.

Teorema 6.1. Para quaisquer inteiros positivos k,n e p, existe um k-grafo (X, M) tal que
1. g(X, M) > p.
2. x(X,M) >n.

11
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Seja (U7_; Xj, M) um k-grafo a-partido e (Y, V') um K-grafo tal que K = |X;| para
algum r € [a]. Dadas bije¢des fn: X, - N para todo N € N, definimos a amalgamacgio
(Y, N) * (Ui Xi, M) como o k-grafo a-partido (W7, X/, M’), onde

1. X, =Y e X! =X;x N para todo i # 7.
2. M'={e(M,N): MeM,N e N}, onde

e(M,N)={(XinM,N):i¢rand MnX; # 3} U{fn(X;n M) : Mn X, # @}

Demonstragio do Teorema 6.1. Provamos por indugdo em p. Para p = 1, basta tomar o
k-grafo completo ([n(k-1)+1], (”(k_kl)+1)).

Agora assuma p > 2 e que para todo p’ < p e para quaisquer inteiros k e n, existe
um k-grafo (X, M) com x(X, M) >ne g(X,M)>p.

Dados inteiros k e n considere uma sequéncia (W%, X}, M1), ... (WL, X#+1, Ma+1))
de k-grafos a-partidos tal que

1. (L-Jl”-l:1 Xl.l,/\/ll) é um grafo com cintura maior que p e satisfazendo a seguinte
propriedade: para todo W c [a], [W| =k, existe M € M! tal que |M n X;| # @ para
todo i ¢ W. Note que podemos construir um tal grafo com () arestas disjuntas.

2. Paratodo1<t<a,
a a
(XL MEY) = (YO, VD) () XE M),
i=1 i=1

onde (Y!,N'*) é um |X!|-grafo com x(Y!,N*) > n e g(Y!,N*) > p-1. (por hipétese
de inducao, é possivel construir um tal grafo) e a operacdo de amalgacdo é feita
com respeito a bije¢des flglt) : X! > N(N e N'*) quaisquer.

Seja G = (UL iX#*1, M+1). Vamos provar que G ¢ o hipergrafo que queremos, isto
é, que g(G) >pe x(G) >n.

Afirmacgao 6.2. Se (U, X;, M) ndo tem circuito menor ou igual a p e (Y,N) ndo tem
circuito menor ou igual a p -1, entdo a amalgamacdo (J7_; X!, M") := (Y, N) * (Ui_; X;, M)
ndo tem circuito menor ou igual a p.

Demonstragido. Suponha por absurdo que ((Mj, Ny),...,( Mq,Nq)) é um circuito em
(U7, X!, M') de tamanho q < p.

* Caso 1: N; = Np =--- = N; = N. Neste caso, o grafo induzido por {(X;,N;) :i #
ryufn(Xy)} é isomorfo a (U7, X;, M), que por hipétese ndo tem um circuito de
tamanho menor ou igual a p.

* Caso 2: Existe i # j tal que N; # N;. Sem perda de generalidade, assumimos i = 1
e j = 2. Note que devemos ter

(M1, N1) 0 (Ma, N2) = fn, (M1 0 Xy) = fn, (M2 n Xp).
Se N; = N; também teriamos

(M, N1)n (Mg, Ng) = fn, (M1 0 X)),

12
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um absurdo, uma vez que o circuito ndo pode repetir vértices. Logo, devemos
ter N1 = N,.

Seja (N], N3, .. .,N{;,) a sequéncia obtida a partir de (N, Ny,...,N;) ao identifi-
carmos elementos consecutivos iguais. [Pendente].

Logo, N/, N/

{1s--+, NI, € um segmento da sequéncia (N7, .. .,Né,) com todos os
elementos distintos e com N’

el = Nl.’, I <gq'"-1<g-1. Logo, Ni’""’Ni’+l é um
circuito em (Y, ') de tamanho / +1<g-1<p—-1, o que contradiz a hipétese da
afirmagao. Logo (lJi_; X}, M) de fato ndo possui circuitos de tamanho menor ou
igual a p.

]
Segue construgdo da sequéncia ((UL; X1, M1),... (UL, X0, M21) = G) que g(G) >
p.
Afirmacio 6.3. x (U7, X0, M1y >,

Demonstragdo. Seja C:\Jf_; X?*1 — [n] uma coloracao de (i, X1, M*1). Temos que
provar que existe uma aresta monocroméatica em M?+1,

Construimos uma sequéncia de arestas monocromaticas Ny, ..., N;, com N; € Ni,
da seguinte forma. Primeiramente, note que a coloragdo C restrita aos vértices em
X1 = Y2 induz uma coloracdo de (Y%, N'?) com n cores. Como x(Y?,N?) > n, N@ deve
conter alguma aresta monocromatica. Escolhemos N”? como sendo uma tal aresta. Em
geral, uma vez escolhidas as arestas N;, N,_1, Nj;1, escolhemos a aresta N; notando
que a coloragdo C restrita aos vértices

{(v,Ni1,...,Ng) s0e Y} c X9+

induz uma coloragao de (Y, N). Como x(Y?,N?) > n, podemos escolher uma aresta
monocromaética N; e AL
Para todoi=1...a, defina o conjunto

Zi = {(U/Ni+1/' . .,Na) S Nl} = Xia+1'

Afirmamos que existe uma cépia de (7, X},Ml) no grafo G[Zyu Z,] induzido por
tais conjuntos. De fato, para todo t =1...4, definimos a fung¢do

gt(v):@Xf NGO {X x (NJ) Vi 1)

(1) t.
. fn, (©), seveX
(v, N;), caso contrario.

E fécil verificar que g é um isomorfismo entre (U7, X!, M) e G[N;u{X! x {N;}: Vi #
t}]. De fato, para todo M € M!, temos g;(M) = e(M, N;). Seja ¢ = ga0gs-1°-+-°41.

13
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Temos

g(XD) = {(fn,(0),Np,...,Ny) 10 e X1} = 74
8(X3) = {(fn,(v,N1), N3, ..., Ny) 0 € X3} € Zg

g(Xal—l) = {(fNu—l (vl Nl/- . -/Na—Z)/Na) ‘vE Xal_l} c Za—l
g(X;) :fNa(X;INll"'INa—l) € Z,.

Como cada conjunto Z; é monocromatico e a = n(k-1) +1, existe W ¢ [a], |[W| =k,
tal que para todo i € W, C(Z;) = c para algum c € [n]. Pela hipétese sobre (| Xl.l,/\/ll)
sabemos que existe uma aresta M € M! tal que Mn le # @ para todo i € W. Logo,
g(M) e M™ é tal que g(M) ¢ Uiewg(X}) € Usew Zi, 0 que implica que C(g(M)) =,

i.e., que g(M) é uma aresta monocromatica, como desejado. [
O
000 Aula 8 (25 de Outubro) — Giulia Maesaka 000

6.2 Grafos com cintura alta e nimero cromatico alto

Uma constelagdo é um grafo tal que toda componente conexa é uma estrela (um grafo
G é uma estrela se G = K; ; para algum ¢).

Se X é um conjunto finito, denotamos por K¥(X) um grafo completo com peso k
em todas arestas e conjunto de vértices igual a X. O comprimento de uma circuito
em um grafo com pesos é definido como a soma dos pesos de suas arestas. A cintura
g(G) de um grafo com pesos é definida como o comprimento de um menor circuito
em G.

Lema 6.4. Para quaisquer inteiros i > 0 e n > 1, existe uma constelagio I';(n) satisfazendo as
seguintes propriedades.

1. Existe uma particio C!' de V(I';(n)) tal que toda parte X € C' é um conjunto indepen-
dente de tamanho | X| = n.

2. Para todo conjunto independente M c V(T';(n)), existe X € C" tal que X n M = @.
3. Todo circuito do grafo
Tf(n) = Fi(ﬂ)U(XLg K5 (X))
eCch

(obtido a partir de T'(n) apds tornar o grafo induzido por cada parte X € C!" em um
clique de peso k) que ndo estd inteiramente contido em uma das partes X € C!' possui
comprimento maior que 2¢(k +1).

Observacao 6.5. Podemos tomar I';(1) = K.

Dado um grafo G = (V,E) e bije¢des ¢x : V - X para todo X « Cl‘.VA, definimos o
grafo

[i(G) =Ti([V))u (U ¢§<(G)),

VI
Ci

14



GRAFOS COM CINTURA E NUMERO CROMATICO GRANDES (GIULIA MAESAKA) 25 DE OUTUBRO

onde ¢*(G) é o grafo com conjuntos de vértices X e tal que ¢x é um isomorfismo
entre G e ¢*(G). Ou seja, I';(G) é o grafo que é obtido a partir de I';(|V|) apds tornar
o grafo induzido por X isomorfo a G (para toda parte X € C").

Teorema 6.6. Se I';(1) = Ky, entio o grafo G =T';(I';(---(I'(1)))) tem niimero cromdtico pelo

—_———
n vezes

menos (n + 1), cintura maior que 2/*1 e pode ser decomposto em n constelagoes.

Demonstragio. Por inducdo em n. A afirmacdo é vélida para I';(1) = Ky. Para n > 1,

assumimos que a afirmacdo vale para G = I';(I';(--«(I'(1)))) e consideramos o grafo

[ —
n vezes

T:(G).

* Suponha por absurdo que I';(G) tem uma (# + 1)-colora¢do prépria. Seja M o
conjunto induzido pelos vértices coloridos por uma cor arbitraria c. Como M é
um conjunto independente em I';(G) e como I';(|V(G)|) < I';(G), temos que M
também é um conjunto independente em I';(|V(G)|). Pelo Lema 6.4, deve existir
um X € CV(G)l tal que Xn M = @, o que implica que os vértices de X tem uma
coloragdo prépria com n cores. Mas isso contradiz a hipétese x(G) > n+1, uma
vez que o grafo induzido por X é isomorfo a G.

® Suponha por absurdo que I';(G) tem um circuito de comprimento menor ou
igual a 2/*1. Como T;(G) ¢ 1"11(|V(G)|), segue que 1“}(|V(G)|) possui um circuito
de tamanho no méaximo 2/+1 = 2/(1 +1). Pelo Lema 6.4 um tal circuito deve estar
inteiramente contido em alguma parte X € CZ!V(GN, o que contradiz a hipodtese
¢(G) >2+1 uma vez que o grafo induzido por X é isomorfo a G.

e Como I';(G) ~T;(|V(G)|) = Uxec¢px (G) é um grafo que pode ser decomposto em
n constelagdes (por hipétese de indugdo), segue que I';(G) pode ser decomposto
em 7 + 1 constelacdes.

]

Observacao 6.7. Grafos que podem ser decompostos em n constelagdes possuem
numero cromético no maximo 2", uma vez que sdo a unido de n grafos bipartidos.

Demonstragio do Lema 6.4. Como ja mencionado, podemos tomar I';(1) = K, para todo
i > 1. Veremos que, para todo 1, podemos tomar I'g(n) como n cépias disjuntas de
K3 ;. Formalmente definimos I'g(72) como o grafo tal que

V(To(n))=A{0,...,n=-1}u({0,...,n-1} x{0,...,n-1}) e
E(To(n)) ={{i,(i,j)}:4,j€{0,...,n—-1}}.

Considere a partigao CJf = {C,Cy,...,C,_1} de V(I'9(n)), onde C = {0,...,n-1} e C; =
{i} x{0,...,n - 1}. Por construgdo cada parte em Cj é independente. Além disso, se
um conjunto independente M de I'y(n) contém algum vértice i € C, entdo M nC; = @.
Por fim, o maior circuito de Fg(n) (ndo contido em alguma das partes) é um tridngulo
de comprimento 1+1+k >20(k+1).

Agora sejai>1en >2 e suponha ja construidos I'y(n’) para quaisquer i’ e n’ tais
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que i’ <iou n’ < n. Definimos

Ti(n)=Ti1(CF " hu U Ti(n-1)x,

e
XeC, |

n-1
isto ¢, o grafo composto por I';_1(|C"!|) e por |sz1 || copias de I';(n—1). Tais cOpias sdo
|

denotadas por I';(n - 1)x para todo X € C;”

por (C!"1)x).
n—-1
Para todo X ¢ Cf’l |
tomar

(e a particdo de cada cépia é denotada

, seja Px : X > (C'"1)x uma bijecdo. Afirmamos que podemos

1171‘

C!' = {{z} ux(z): para todo X ¢ Cffl ezeX}.

De fato, suponha que M é um conjunto independente de I';(1n). Seja M; = M n
Ti1(ICr1) e Mx = MnT1(n-1)x para todo X. Por hipétese de indugdo no grafo

Ii_1(IC71]), h4 alguma parte X ¢ Cl‘(flz L tal que X n M; = @. Mas também podemos
aplicar a hipétese de inducdo no grafo I';(n - 1)x e obter que existe X, € (C'"!)x tal
que XN My = @. Seja z € X tal que x(z) = X». Entdo ({z} u Xp) é uma parte de C/'
com intersec¢do nula com M.

Resta provar que todo circuito de Fi.‘(n) que ndo esta inteiramente contido em uma
das partes X € C!' possui comprimento maior que 2/(k +1). Tomemos um circuito
(x1,...,x¢) de comprimento minimo em I"i.‘(n) que ndo esteja inteiramento contido
em uma parte X € C}".

e Caso 1: (x1,...,%) nio usa aresta de T;_1(|CI*"![). Neste caso, o circuito estd con-

tido em XuTl;(n-1) para algum X ¢ CEI‘ Afirmamos que o circuito ndo pode
conter vértices em X. De fato, suponha que exista i tal que x; € X e sejam
Xi-1,Xiy1 € Px(x) os vizinhos de x; no circuito. Como as arestas x;_1X;, X;Xj,1 €
xi_1xi;1 tém todas peso k, segue que (X1,..-,Xi_1,Xis1,Xg) € um circuito que con-
tradiz a minimalidade de (xy, ..., x/). Logo, (x1,...,x/) estd inteiramente contido
em I';(n-1)x. Segue da hip6tese de indugdo que |(xy,...,x7)| > 2{(k+1).

e Caso 2: (x1,...,X7) usa uma aresta de Fi_1(|Cl?1‘1|). Seja (x,...,x}) o circuito em
¥ (Icr-1]) obtido a partir de (xy,...,x;) ap6s a remogdo dos vértices que nao
pertencem a Ti_1(|Cl?1‘1|). Agora note que o caminho entre x; e x/ , em (x1,...,X¢)
tem comprimento pelo menos 2k + 1, uma vez que é necessdrio arestas de com-
primento k para entrar e para sair de I';_1(|C""!|). Seja k’ = 2k + 1. Aplicamos a
hipétese de indugéo a (x],...,x}) para obter

(o x)) 2 27N (K + 1) =2 (k + 1),

o que implica |(x1,...,x/)| > 2{(k +1), como desejado.

6.3 Numero de vértices do grafo I';(n)

Seja g(i,n) o nimero de partes do grafo I';(11). Nesta secdo daremos uma cota inferior
para g(i,n), (note que esta serd uma cota inferior para o niimero de vértices de I';(n)).
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Para expressar uma cota para g(i,7) de maneira mais concisa, introduzimos as
seguintes operagdes (chamada de Knuth’s up arrow notation), que sdo todas associativas
a direita.

e gtb=av=axax--xa.
[ —
b cépias de a

e aMb=ata?t--1a.
S —
b cépias de a

e gD p=att-tb=att-tatt-1-11-ta
i i-1 i-1 i-1

b cépias de a

Segue da defini¢do de I';(n) que g(i,1) = 2 (para todo i > 0), g(0,n) = n+1 (para
todo n > 1) e que vale a seguinte relagdo de recorréncia:

g(i/n) :g(i,n—l)-g(i—l,g(i,n—l)).

Vamos verificar por indugéo que g(i,n) > 2 1() n. De fato, a desigualdade vale para
os casos em que =1 ou i =0 e, em geral, temos

g(i,n)=g(i,n-1)-g(i-1,9(i,n-1)) > g(i-1,8(i,n-1)) 221D ¢(i,n-1) > 210D 240 (1 -1)

como desejado.
Apesar da construgdo I';(n) ter um ntimero muito grande de vértices, é possivel
demonstrar a existéncia de um grafo G de tamanho da ordem k2, tal que x(G) >k e

g(G) =1L

7 Lema Local de Lovasz

000 Aula 9 (08 de Novembro) — Bruno Pasqualotto Cavalar R

Em uma demonstracdo que usa o método probabilistico, frequentemente encontra-
mos a seguinte situagdo: definimos uma cole¢do de eventos “ruins” A= {A;j,..., An}
e queremos mostrar que existe algum ponto no espago de probabilidade que néo sa-
tisfaz nenhum desses eventos. Isto ¢, queremos mostrar que que P (Nacs A) > 0 ou
equivalentemente P (Upeq A) < 1.

7.1 Primeiro Momento / Cota da uniado

Uma primeira tentativa para mostrarmos que IP (Uaeq A) < 1 consiste em usar o fato
que

]P(U A)s > P(A).

AecA AeA

Observacao 7.1. A cota acima, chamada de cota da unido, também pode ser vista como
uma aplicacdo do método do primeiro momento. De fato, seja X = Y 4. 414 a varidvel
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aletadria que conta o ntimero de eventos em A que ocorrem. Temos

IP( U A) “P(X>0)<E(X)= Y E(l4) = ¥ P(A).

AeA AcA AeA

Proposicdo 7.2. Seja G um hipergrafo k-uniforme com m < 2k-1 arestas. Entdo G é 2-
colorivel.

Demonstracdo. Vamos colorir cada vértice de G com a cor azul ou vermelha de maneira
uniforme e independentemente das escolhas de cores dos demais vértices. Para cada
aresta ¢ de G definimos o evento A, = [aresta e é monocromatica]. Temos P(A,) =
2/2k = 21-k_ Portanto, a probabilidade de existir alguma aresta monocromaética é dada

por
lP(U A)g > P(A) <m-217F < 1.

AeA AeA
Segue que existe uma colora¢do que ndo deixa nenhuma aresta monocromdtica. [

7.2 Digrafo de dependéncia

Dado um digrafo D = (V, E) e um vértice v € V, definimos N*(v) = {wev: (v,w) € E}.
Uma colegdo de eventos B = {By, ..., By} ¢ mutuamente independente se para todo
J ¢ [k] temos P (ﬂjef B]-) = [1je; P(B;). Note que €é possivel que By, ..., By sejam dois-a-
dois independentes mas ndo sejam mutuamente independentes. Definimos conjuntos
de varidveis aleatérias mutuamente independentes de maneira analoga.
Um evento A é mutuamente independente de eventos By, ..., By se, para quaisquer
conjuntos disjuntos J, ' ¢ [k] temos

PlA (B (OB |-P(a).
JeJ jeJ

Note que é podemos ter A mutuamente independente de By, ..., By mesmo quando
A, By,..., By ndo sdo mutuamente independentes.

Proposicao 7.3 (Principio da independéncia mutua). Seja P um conjunto de varidoveis
mutuamente independentes e suponha que A é uma colegio de eventos tal que cada A € A
é completamente determinado por algum subconjunto Py € P. Entdo se A,By,...,Bx € A
sdo eventos tais que P n'Pp, = & para todo i € [k], entdo A é mutuamente independente de
By,..., B O

Seja A um conjunto finito de eventos. Um digrafo D = (A, E) é dito um grafo de
dependéncia de A se

para todo A € A: A é mutuamente independente dos eventos em A\ (N +(A)UA).

Note que uma colegdo A pode admitir diversos grafos de dependéncia.

18



LEMA LocaL DE LovAsz (BRuNO PASQUALOTTO CAVALAR) 08 DE NOVEMBRO

7.3 Lema Local de Lovasz

Lema 7.4 (Lema Local de Lovasz Simétrico). Seja G um grafo de dependéncia de uma
colegdo finita A de eventos. Se existe um niimero p e um inteiro d satisfazendo

* IP(A) < ppara todo A € A;
* [IN*(A)|<d paratodo A € A;
e ep(d+1)<1,

entio P(Ngeq A) > 0.

Adiamos a prova A seguir, mostramos duas aplicacdes do Lema Local de Lovész
Simétrico.

Proposicdo 7.5. Seja G = (V,E) um grafo k-uniforme tal que cada aresta intersecta no
mdximo com outras d arestas. Se e(d +1) < 2k-1, entdo G é 2-colorivel.

Demonstracdo. Colorimos cada vértice de vermelho ou azul aleatoriamente de forma
uniforme e independente das escolhas de cores dos demais vértices. Para cada aresta
e € E, seja A, 0 evento que indica se e é monocromatica. Cada A, é completamente
determinado pela cor dos vértices contidos em e. Pelo principio da independéncia
mutua, temos que o digrafo tal que

N*(A;) ={Af:enf=03,ef feL}

é um grafo de dependéncia de {A;}.cg. O resultado segue do Lema Local de Lovész.
O

Teorema 7.6 (Alon, Linial (1989)). Seja D = (V,E) um grafo dirigido com grau de saida
minimo pelo menos & e grau de entrada mdximo no mdximo A. Entdo para todo inteiro k > 0
que satisfaz k < /(1 +1In(1+6A)), existe um circuito dirigido em D de comprimento divisivel
por k.

Demonstragio. Podemos supor, sem perda de generalidade, que todo vértice tem grau
de saida exatamente J (uma vez que podemos remover arcos até que tal condicado seja
satisfeita e encontrar um circuito no grafo resultante).

Seja x : V — {0,...,k-1} uma coloragdo aleatéria em que a cor x(v) de cada
vértice v é escolhida independentemente e com distribuigdo uniforme. Seja A, o
evento de que ndo exista w € N*(v) tal que x(w) = x(v) +1 (mod k). Defina

[(v) ={weV:N"(v)n({w}uN"(w)) = z}.

Fixado um vértice v, afirmamos que A, é mutuamente independente dos eventos
em {Ay : w e I(v)}. De fato, para todo conjunto S ¢ I, temos, pela Lei da Probabilidade
Total,

weS

n-1
IP(Avm N Aw) - ;)113(;((0) =j)P (Avm ﬂsAw | x(v) =J')
J= we

Agora note que, ao nos restringirmos ao espaco em que x(v) = j, o conjunto de vértices
cujas cores determinam A, e disjunto do conjunto de vértices cujas cores determina
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MNwes Aw. Logo, aplicamos o principio da independéncia mutua para obter

n-1
IP(Avﬂ N Aw) = Z(:)]P(X(U) = )P (Ao | x(v) =]')-]P(ﬂ Aw | x(v) :J')
]:

weS weS

n-1
=P(Ay)- Y P(x(v) =j)-P ( ﬂsAw | x(v) =J')

j=0
=P(Ay)-P ( N Aw) ,
weS

como desejado.

Logo, o digrafo dos eventos {A; : v € V} em que cada evento A, manda arcos para
os eventos Ay, tais que w ¢ I(v) é um grafo de dependécia dos eventos {A, : v € V}.
Note que, para todo v € Ay, o grau de saida de A, nesse grafo de dependéncia é no
maximo 6 +6(A-1) = 6A e que P(A,) = (1- })°. Como

e-(1- %)5 (6A+1) <e-e k- (GA+1) = el F(6A+1) = e IN(1+08)  (5A + 1) = 1,

segue, pelo Lema Local de Lovész Simétrico, existe alguma coloracdo yx tal que, para
todo vértice v existe um vértice p(v) € N*(v) tal que x(p(v)) = x(v) + 1.

Fixado um vértice arbitrdrio v; € V, considere a sequéncia vq,v,03,... tal que
v; = p(vi_1) Vi> 1. Seja j o menor indice tal que existe ¢ > j satisfazendo v; = v. Entdo
(i, Vis1,--.,0y) €, claramente, um circuito de comprimento multiplo de k. O

7.4 Demonstracio do Lema Local de Lovasz

Nesta se¢do apresentamos uma prova do Lema 7.7. Para tal, faremos a demonstracao
da seguinte versdo mais geral do Lema 7.7.

Lema 7.7 (Lema Local de Lovasz Geral). Seja A uma colegio de eventos e D = (A, E) um
grafo de dependéncia de A. Suponha que exista uma fungio x: A — (0,1) tal que

P(A)<x(A)- [] (1-x(B)).

Bel'(A)
Entdo o
P (nacad)> [T (1-x(A))>0.
AecA
texto

Demonstragio do Lema 7.4 (Lema Local de Lovdsz Simétrico). O resultado é trivial para d =
0. Para d > 0, basta considerar a fungdo x: A - (0,1) tal que x(A) =1/(d+1) <1 para
todo A € A. De fato, temos

1 1\ 1
x(A)-BEI\I;[(A)(l—x(B))ZdJrl(1—d+1) > ey 2P P,

isto é, a funcdo x satisfaz a hipétese do Lema 7.7 O]
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Demonstragio do Lema 7.7 (Lema Local de Lovisz Geral). Afirmamos que é suficiente pro-
var que todo S ¢ A satisfaz

IP(A| ﬂg) <x(A) paratodo Ae A, A¢S. (1)
BeS

(note que para provar a asser¢do acima, é necessdrio garantir IP (ﬂ BeS E) > 0) De fato,
suponha que todo S ¢ A satisfaga (1) e seja A= {Ay,..., An}. Entdo

IP(F]E) =(1-P(A1))-(1-P(A; | Ap)-- (1 —IP(An | hllAi)) ﬁ(l Xi),
i= i -

como desejado.

Provaremos que todo S ¢ A satisfaz (1) por indugdo em |S|. Se S = @ entdo temos,
por hipétese, que P(A) < x(A) [1ger(a)(1-x(B)), da onde segue P(A) < x(A).

Agora suponha |S| > 1 e que a desigualdade (1) vale para conjuntos de cardinali-
dade menor que |S|. Seja S; =SnT(A) e S;=5\51.Se S1 =3, entdo

(A | N B) P(A) < x(A),
BeS

uma vez que A ¢ S e A é mutuamente independente de todos os eventos em S.
Suponha agora que S # @ e note que

]P(A|m§)=]P(A|mEmﬂE (2)

_ ]P (A n mBESl E | nCESZ E)
BeS BeSq CeS,

]P (ﬂBeSl E | mCES2 E)

O numerador da termo da equagdo acima pode ser limitado superiormente por

]P(Am M B ﬂE)gJP(/u ﬂE):lP(A)Sx(A) [T (1-x(B)).

BeSq CeS, CeS, BeT'(A)

Seja S1 ={By,...,B/}. Temos também

P(m Bl a)=na(3—1| N é)w(m—m N E)-.-P(B—mn'--nmn N 6)

BGSl CESZ CGSZ CESZ CESZ
>(1-x(Bq))(1-x(By_1)) (por hipotese de indugio)
> [ (1-x(B)).
BeI'(A)

Substituindo os limitantes obtidos para o numerador e o denominador do lado direito
da equacdo (2), obtemos o resultado desejado. Concluimos, portanto, que todo S ¢ A
satisfaz a equacgdo (1). O

7.5 Versao algoritmica

Para conseguir uma versdo algoritmica do LLL, Moser e Tardos consideraram um
cendrio levemente modificado do Lema Local de Lovédsz, mas que ainda é vélido na
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maior parte das aplicacdes conhecidas.

Seja P um conjunto finito de varidveis aleatérias mutuamente independentes num
mesmo espago de probabilidade. Suporemos que todo evento de A é determinado
por um subconjunto dessas varidveis. Diremos que uma atribuigdo de valores para as
varidveis de P viola o evento A € A se essa atribuic¢do faz com que A acontega. Para
cada evento A € A, denote por vbl(A) um conjunto minimal das varidveis de P que
determina A. Defina também

['(A):={BeA:vbl(B)nvbl(A) + @},

el"(A)=T(A)UA.

Seja D o digrafo com conjunto de vértices A e tal que a vizinhanca de um evento
A éT(A). Como A é mutuamente independente de todos os eventos em A\ (I'(A) u
{A}), temos que D é um digrafo de dependéncia para A. O celebrado algoritmo de
Moser-Tardos é como segue.

Algorithm 2 Algoritmo de Moser-Tardos

para todo P € P faca vp « uma valoracdo aleatéria de P enquanto 3A ¢ A: A é
violado quando (P = vp : YP € P) faca escolha arbitrariamente um evento violado
A e A para todo P € vbl(A) faca vp < uma nova valoragio aleatéria de P devolva

(vp)pep

Cada vez que um evento A é escolhido na linha 4 dizemos que ele foi reamostrado.
Note que a eficiéncia do método depende de que i) o nimero de reamostragens ndo
seja muito grande; ii) valores aleatérios para cada varidvel P € P possam ser efici-
entemente amostrados; iii) verificar (e encontrar) a ocorréncia de um evento também
possa ser feito eficientemente. A versdo construtiva do LLL de Moser e Tardos trata
do primeiro problema.

Teorema 7.8 (Moser e Tardos). Seja P um conjunto finito de varidveis aleatdrias mutu-
amente independentes num mesmo espago de probabilidade e A uma colegio finita de eventos
determinados por essas varidveis. Se existe uma fungdo x : A — (0,1) tal que

P(A) <x(A) J] (1-x(B)) paratodo AcA,
BeI(A)

entdo existe uma atribuicio de valores as varidveis de P que ndo viola nenhum dos eventos
de A. Além disso, o niimero esperado de reamostragens do evento A € A que o algoritmo

aleatdrio acima faz é no mdximo %. Portanto, o niimero total de amostragens esperado é
x(4)
2 AcA T—x(A)"

7.5.1 Ferramentas da prova

Seja C : N — A uma fungdo que lista os eventos na ordem em que sdo reamostrados.
Se o algoritmo termina, C é parcialmente definido, apenas até o ntiimero total de
reamostragens. Chamamos C de registro do algoritmo.

Uma drovore testemunha T = (T,07) é uma arvore finita enraizada T juntamente com
um rotulamento o7 : V(T) - A dos seus seus vértices por eventos tal que os filhos de
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um vértice u € V(T) recebem rétulos de I'* (or(u)). Se filhos distintos de um mesmo
vértice sempre recebem rétulos distintos dizemos que a arvore testemunha é prdpria.
Denotaremos V(1) := V(T) e para todo v € V(T) escrevemos [v] := or(v).

* Dado um registro C, associaremos com cada passo de reamostragem { uma
arvore testemunha 7¢(t) que servird como justificativa para a necessidade desse
passo.

¢ Definimos T((:t) (t) como uma arvore com apenas um vértice raiz isolado rotulado
com C(t).
¢ Entdo, “voltando no tempo” pelo registro, para cada i =t-1,t-2,...,1 distin-
guimos dois casos:
1. Se existe um vértice v € T((:i+1)(t) tal que C(i) € I'*([v]), entdo escolhemos
entre todos os tais vértices aquele que tem maior distadncia da raiz, e colo-

camos um novo filho u para v que rotulamos C(i), obtendo a 4rvore T((:i)(t).
2. Caso contrario, definimos T((:i) = T((:Hl)(t).

* Dizemos que uma &rvore testemunha T ocorre no registro C se existe t € IN tal
que 1c(t) = T.

Lema 7.9. Seja T uma drvore testemunha e C o registro (aleatério) produzido pelo algoritmo.

1. Se T ocorre em C, entdo T é proprio.

2. A probabilidade de T aparecer em C é no maximo [Tyey () P([v]).
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