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1 O problema de Kakeya

◇ ◇ ◇ Aula 1 (16 de Agosto) — Yoshiharu Kohayakawa ◇ ◇ ◇
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Conjuntos de Kakeya (Yoshiharu Kohayakawa) 17 de Agosto

1.1 Conjuntos de Besikovitch

Em 1917, Kakeya fez a seguinte pergunta:

Qual é a menor área de uma região no plano em que podemos girar 360

graus uma agulha de comprimento unitário?

Por “girar”, entende-se que deve ser possı́vel transladar e rotacional a agulha para
todas as direções. Um exemplo trivial de uma tal região é um disco de raio 1

2 , cuja
área é 1

4 π. Um deltóite (ver Figura ??) é um exemplo de uma tal região, de área 1
8 π.

De maneira um tanto surpreendente, Besicovitch mostrou que existem regiões cuja
área é arbitrariamente pequena e que satisfazem as condições da pergunta de Kakeya.

Definimos um conjunto de Besikovitch/Kakeya como um conjunto que contém um
segmento unitário de qualquer direção. Note que em um conjunto de Besikovitch não
é necessário mover o segmento unitário. Dado um conjunto de Besikovitch no plano,
é possı́vel [Pendente]

Conjectura 1.1. Todo conjunto de Besikovitch tem dimensão de Hausdorff d.

[Pendente]
◇ ◇ ◇ Aula 2 (17 de Agosto) — Yoshiharu Kohayakawa ◇ ◇ ◇

1.2 Conjunto de Kakeya para Corpos Finitos

Seja F um corpo finito de tamanho q = ∣F∣. Considere Fn como um espaço vetorial.
Dizemos que K ⊆ Fn é um conjunto de Kakeya se para todo u ∈ Fn, existe algum

a ∈ Fn tal que a + tu ∈ K para todo t ∈ F.

Teorema 1.2 (Duir 2009). Se K é um conjunto de Kakeya, então ∣K∣ ≥ (q+n−1
n ).

Observação 1.3. Para n fixo, a cota inferior do Teorema 1.2 corresponde a uma fração
positiva do Fn. De fato,

(q + n − 1
n

) ≤ ((q + n − 1
n

))
n
≥ (

q
n
)

n
= 1

nn ∣Fn∣.

Lema 1.4 (Schartz-Zippel). Seja F um corpo finito, S ⊆ F e p ∈ F[x1, . . . , xm] um polinômio
de grau ∂p ≤ d. Seja

R = {r = (r1, . . . , rm) ∈ Sm∶ p(r) = 0}

Então ∣R∣ ≤ d∣S∣m−1.

Demonstração. Escreva p como um polinômio sobre x1, cujos coeficientes são elemen-
tos não nulos p1, . . . , pk ∈ F[x2, . . . , xm], i.e.

p =
k
∑
i=0

pi(x2, . . . , xm)xi
1.

Seja R1 = {r = (r1, . . . , rm) ∈ R∶ pk(r2, . . . , rm) = 0}. Por indução em m temos

#{(r2, . . . , rm) ∈ Sm−1∶ pk(r2, . . . , rm) = 0} ≤ (∂pk)∣S∣m−2 ≤ (d − k)∣S∣m−2.
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Aplicações do Lema de Schartz-Zippel (Bruno Cavalar) 30 de Agosto

Portanto ∣R1∣ ≤ ∣S∣(d − k)∣S∣m−2 = (d − k)∣S∣m−1. Seja R2 = R ∖ R1. Se r = (r1, . . . , rm) ∈ R2,
então pk(r2, . . . , rm) /= 0. Portanto p̃(x1) ∶= p(x1, r2, . . . , rm) ∈ F[x1] é não-nulo e tem
grau k. Assim, #{r1 ∶ p̃(r1) = 0} ≤ k. Portanto ∣R2∣ ≤ k∣S∣m−1. Logo, ∣R∣ ≤ d∣S∣m−1.

Observação 1.5. Note que a cota dada pelo Lema de Schartz-Zippel vale com igual-
dade se consideramos um polinômio p′ ∈ F[x1] com d raı́zes distintas e o estendemos
a um polinômio p ∈ F[x1, . . . , xm] (de modo que x2, . . . , xm são variáveis livres em p).

Seja p(x1, . . . , xn) ∈ F[x1, . . . , xm] e denote (x1, . . . , xn) por x. Escrevemos x = ∑ cαxα,
onde a soma é sobre todas as n-uplas de inteiros α = (α1, . . . , αn) satisfazendo ∑n

i=1 αi ≤
∂p, xα = xα1

1 ⋯xαn
n e cα ∈ F.

Lema 1.6. Sejam a1, . . . , aN ∈ Fn e N < (d+n
n ). Então existe polinômio não-nulo p(x1, . . . , xn) ∈

F[x1, . . . , xn] com ∂p ≤ d tal que p(ai) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ N.

Demonstração. Note que existem exatamente (d+n
n ) n-uplas de inteiros α = (ai)n

i=1, ai ≥ 0,
tais que ∑n

i=1 αi ≤ d.
Queremos p = ∑ cαxα com ∂p ≤ d, p /≡ 0 e p(ai) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ N. Tais

restrições dão origem a um sistema linear homogêneo com (d+n
n ) variáveis mas apenas

N < (d+n
n ) equações. Logo, existe (cα) /= 0 que é uma solução para o sistema.

Demonstração do Teorema 1.2. Suponha, por contradição, que existe K ⊆ Fn−1 de Kakeya
e ∣K∣ < (q+n−1

n ). Pelo Lema 1.6, existe polinômio p(x1, . . . , xn) não-nulo com ∂p ≤ q − 1
e p(a) = 0, para todo a ∈ K. Fixe u ∈ Fn ∖ {0}. Como K é de Kakeya, existe a ∈ Fn

tal que a + tu ∈ K para todo t ∈ F. Considere o polinômio f (t) = p(a + tu). Temos
∂ f ≤ ∂p = d ≤ q − 1. Ademais, f (t) = 0 para todo t ∈ F. Segue que f é o polinômio nulo.
Em particular, o coeficiente [td] f (t) de td de f é nulo. Temos

[td] f (t) = [td]p(a + tu) = [td] ∑
a∶∑ αi≤d

(a + tu)α

= [td] ∑
a∶∑ αi=d

(a + tu)α = [td] ∑
a∶∑ αi=d

(u)α = “parte homogênea de p(x)”.

Seja p(x) = ∑a∶∑ai
=d caxα a parte homogênea de p(x). Concluı́mos que p(u) = 0 para

todo u ∈ Fn. Mas pelo Lema de Schartz-Zippel temos

{r ∈ Fn∶ p(r) = 0} ≤ dqn−1 ≤ (q − 1)qn−1 < qn = ∣F∣n,

uma contradição.

◇ ◇ ◇ Aula 3 (30 de Agosto) — Bruno Cavalar ◇ ◇ ◇

2 Aplicações do Lema de Schartz-Zippel

Seja X um conjunto finito e ⋅ ∶ X × X → X uma operação binária sobre X. Estamos
interessado em verificar se ⋅ é uma operação associativa, isto é, se para qualquer tripla
(a, b, c) ∈ X3 vale que a ⋅ (b ⋅ c) = (a ⋅ b) ⋅ c.

Uma primeira idéia para um algoritmo para verificar se ⋅ é associativa consiste em
tomar uma tripla (a, b, c) ∈ X3 uniformemente ao acaso e verificar se (a, b, c) é uma
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Aplicações do Lema de Schartz-Zippel (Bruno Cavalar) 30 de Agosto

tripla associativa, i.e. se a ⋅ (b ⋅ c) = (a ⋅ b) ⋅ c. Infelizmente, o exemplo a seguir mostra que
é possı́vel definir uma operação não-associativa ⋅ sobre um conjunto X de forma que
apenas uma tripla dentre as ∣X∣3 triplas é não-associativa.

Exempplo 2.1. Sejam x, y, a elementos distintos de um conjunto finito X. Defina uma
operação ⋅ ∶ X × X → X fazendo x ⋅ y = x e b ⋅ c = a para todo par (b, c) ∈ X2 tal que
(b, c) /= (x, y). Neste caso, temos que a tripla (x, y, y) é não-transitiva pois x ⋅ (y ⋅ y) = a
e (x ⋅ y) ⋅ y = x. Por outro lado, é fácil verificar que para qualquer outra tripla (α, β, γ) /=
(x, y, y), temos α ⋅ (β ⋅γ) = (α ⋅ β) ⋅γ = a.

O exemplo acima mostra que é possı́vel que apenas uma fração 1
∣X∣3

das triplas
testemunhe que (X, ⋅) é não-associativa. Ainda assim, mostraremos que existe um
algoritmo com tempo de execução O(∣X∣2) que é capaz de determinar com alta pro-
babilidade se (X, ⋅) é associativo. Para isso, usaremos o Lema de Schartz-Zippel, que
é enunciado a seguir usando a linguagem de probabilidade.

Lema 2.2 (Schartz-Zippel (versão probabilı́stica)). Seja p ∈ K[x1, . . . , xm] um polinômio
de grau ∂p ≤ d, S ⊆ K um conjunto finito e x ∈U Sm um vetor escolhido uniformemente ao
acaso em Sm. Então

P(p(x) = 0) ≤ d
∣S∣

.

Seja F um corpo finito com ∣F∣ ≥ 6. Considere o espaço vetorial FX de vetores
com entradas em F indexado por elementos de X. Definimos e ∶ X → FX, fazendo
e(x) ser o vetor que possui entrada 1 na coordenada indexada por x e 0 nas demais
coordenadas.

Note que fixado u ∈ FX, existem (ux)x∈X que satisfazem u = ∑x∈X uxe(x). Definimos
uma operação binária ⊡ ∶ FX ×FX → FX da seguinte forma. Dados u = ∑x∈X uxe(x) e
v ∈ ∑y∈X vye(y), definimos

u⊡ v ∶= ∑
x,y

∈ Xuxvye(x) ⊡ e(y) ∶= ∑
x,y∈X

uxvye(x ⋅ y).

Proposição 2.3. (X, ⋅) é associativa se, e somente se, (FX,⊡) é associativa.

Demonstração. (⇐) Basta notar que se (X, ⋅) possui uma tripla não associativa (a, b, c) ∈
X3, então a tripla (e(a), e(b), e(c)) é não associativa em FX. De fato,

(e(a) ⊡ e(b)) ⊡ e(c) = e(a ⋅ b) ⊡ e(c)
= e((a ⋅ b) ⋅ c)
/= e(a ⋅ (b ⋅ c))
= e(a) ⊡ e(b ⋅ c)
= e(a) ⊡ (e(b) ⊡ e(c)).

(⇒) Suponha que (X, ⋅) seja associativa. Então para quaisquer u, v, w ∈ FX, temos

(u⊡ v) ⊡w = ∑
x,y,z∈X

uxvywze((x ⋅ y) ⋅ z) = ∑
x,y,z∈X

e(x ⋅ (y ⋅ z)) = u⊡ (v⊡w).
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Teorema de Mantel para Grafos Aleatórios (Marcelo Soares Campos) 06 de Agosto

Agora estamos em condições de descrever um algoritmo que para verificar se (X, ⋅)
é associativa.

Algorithm 1 Algoritmo probabilı́stico para verificar se (X, ⋅) é associativa
1: Para todo x ∈ X, escolha αx, βx, γx ∈ F uniformemente ao acaso.
2: Faça u ← ∑x∈X αxe(x), v ← ∑x∈X βxe(x), w ← ∑x∈X γxe(x).
3: Se u⊡ (v⊡w) /= (u⊡ v) ⊡w
4: então devolva Não-Associativa.
5: senão devolva Associativa.

Segue da Proposição 2.3 que se (X, ⋅) é associativa, então o algoritmo acima sempre
dá a resposta correta. O resultado abaixo mostra que se (X, ⋅) não é associativa, então
o algoritmo dá a resposta correta com alta probabilidade.

Teorema 2.4. Suponha que (X, ⋅) é não-associativa e sejam u, v, z escolhidos como na linha 2
do Algoritmo 1. Então P((u, v, w) ser associativa) ≤ 1

2 .

Demonstração. Seja (a, b, c) ∈ X3 uma tripla não-associativa. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que αa, βb, γc são os últimos elementos a serem escolhidos no pri-
meiro passo do algoritmo. Seja r = (a ⋅ (b ⋅ c)). Vamos mostrar que

P((u⊡ (v⊡w))r /= ((u⊡ v) ⊡w)r) ≤
1
2

,

da onde seguirá o resultado desejado.
Defina f (αa, βb, γc) = (u ⊡ (v ⊡w))r ∈ F[αa, βb, γc] e g(αa, βb, γc) = ((u ⊡ v) ⊡w)r ∈

F[αa, βb, γc]. Observe que

f (αa, βb, γc) = ∑
x,y,z∈X

x⋅(y⋅z)=r

αxβyγz

e que αaβbγc aparece no polinômio f com coeficiente 1. Logo ∂ f = 3. Além disso,
como (a, b, c) é não-associativa, segue que αaβbγc não aparece no polinômio g (caso
contrário, terı́amos (a ⋅ b) ⋅ c = r).

Portanto, f (αa, βb, γc) − g(αa, βb, γc) é um polinômio não-nulo de 3 variáveis e
grau 3. Aplicando o Lema 2.2, obtemos

P( f (αa, βb, γc) − g(αa, βb, γc) = 0) ≤ 3
∣F∣

≤ 1
2

,

como desejado.

◇ ◇ ◇ Aula 4 (06 de Agosto) — Marcelo Soares Campos ◇ ◇ ◇

3 O Teorema de Mantel para grafos aleatórios

Seja ex(G, H) = max{e(G) ∶ G /⊃ H, v(G) = n}. O Teorema de Mantel pode ser escrito
da seguinte forma.
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Teorema de Mantel para Grafos Aleatórios (Marcelo Soares Campos) 06 de Agosto

Teorema 3.1 (Mantel, 1907).

ex(G, K3) = ⌈n
2
⌉ ⌊n

2
⌋ = (1

4
+ o(1))n2.

Para o grafo aleatório G(n, p) de Erdős-Renyi, definimos

ex(G(n, p), H) = max{e(G), G ⊂ G(n, p), G /⊃ H}.

Queremos provar o seguinte resultado.

Teorema 3.2 (Frankl-Rodl, 1986). Para p ≫ 1/
√

n, ex(G(n, p), K3) = (1
4 + o(1))pn2 com

alta probabilidade.

Observação 3.3. Para mostrar a desigualdade ex(G(n, p), K3) ≥ (1
4 + o(1))pn2, é sufi-

ciente considerar a intersecção de G(n, p) com o grafo K⌊n/2⌋⌈n/2⌉. De fato, seja X =
e(G(n, p) ∩K⌊n/2⌋⌈n/2⌉. Temos E(X) = 1

4 pn2 e Var(X) = n p
4(1− p

4). Logo, segue da Desi-
gualdade de Chebychev que

P(∣X −E(X)∣ ≥ n) ≤ Var(X)
n2 =

p(1− p
4)

4n
→ 0,

quando n →∞.

Para demonstrar o Teorema 3.2, vamos precisar do resultado de supersaturação
abaixo, que afirma que se um grafo G tem uma quantidade de arestas significativa-
mente maior do que 1

4 n2, então há muitas cópias de triângulos em G.

Lema 3.4 (Supersaturação de triângulos). Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que se um
graf G, v(G) = n, satisfaz e(G) ≥ (1

4 + ε)n2, então G contém pelo menos δ(n
3) triângulos.

Demonstração. Seja t = ⌈
√

2/ε⌉. Pelo Teorema de Mantel, temos que se H é um grafo

com t vértices e com número de arestas e(H) ≥ (1
4 +

1
2 ε)t2 ≥ 1

4 t2 + 1, então H contém

um triângulo. Vamos mostrar que podemos tomar δ = ε
2(

t
3)
−1

.
Seja T = (V(G)

t ) = {T ⊆ V(G)∶ ∣T∣ = t}. Para qualquer grafo H, definimos a densidade
d(H) de H como d(H) = ∣e(H)∣/(v(H)

2 ). A seguir, biparticionamos T de acordo com a
densidade do grafo induzido por seus elementos. Mais especificamente, definimos

R = {T ∈ T ∶ d(G[T]) > 1
2
+ ε

2
} e S = {T ∈ T ∶ d(G[T]) ≤ 1

2
+ ε

2
} .

Note que a densidade d(G) de G pode ser expressa como a média da densidade dos
grafos induzidos por membros de T . De fato, temos

∑T∈T d(G[T])
(n

t)
= ∑T∈T e(G[T])

(t
2)(

n
t)

=
e(G)(n−2

t−2)
(t

2)(
n
t)

= e(G)
(n

2)
= d(G).
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Teorema de Mantel para Grafos Aleatórios (Marcelo Soares Campos) 06 de Agosto

Daı́, segue que a cardinalidade R corresponde a uma fração 1
2 ε de T . De fato,

(n
t
)(1

2
+ ε) ≤ (n

t
)d(G) ≤ ∣S∣ ⋅ (1

2
+ ε

2
) + ∣R∣ ⋅ 1

o que implica ∣R∣ ≥ ε
2(

n
t).

Usamos agora o fato de G[T] conter um triângulo, para todo T ∈ R. Observamos,
também, que cada um desses triângulos pertence a no máximo (n−3

t−3) conjuntos T ∈ R.
Logo, o número de triângulos em G é pelo menos

∣R∣
(n−3

t−3)
≥

ε(n
t)

2(n−3
t−3)

=
ε(n

3)
2(t

3)
= δ(n

3
),

como desejado.

Para provar o Teorema 3.2, precisaremos também do Lema de Containers para
triângulos, enunciado abaixo.

Lema 3.5 (Containers para triângulos). Para todo δ > 0, existe C > 0 tal que para todo
inteiro n existe uma coleção G de grafos e uma função f ∶ P(E(Kn)) → G satisfazendo as
seguintes propriedades.

1. Para todo grafo G livre de triângulos, existe S ⊆ E(G), ∣S∣ ≤ Cn3/2, tal que E(G) ⊆ f (S).

2. Para todo S ⊆ E(Kn), o grafo f (S) possui no máximo δn3 cópias de triângulos.

Demonstração do Teorema 3.2. Segue da Observação 3.3, que ex(G(n, p), K3) ≥ (1
4 + o(1))pn2.

Para provar a outra desigualdade, mostraremos que para todo ε > 0, a probabilidade
de existir algum grafo G livre de triângulos e com pelo menos m = (1

4 + 2ε)pn2 arestas
contido em G(n, p) é arbitrariamente pequena.

Fixe ε > 0 e seja δ dado como no Lema 3.4. Seja G um grafo livre de triângulos com
pelo menos m arestas. Pelo Lema 3.5, existe S ⊆ E(G), ∣S∣ ≤ Cn3/2, tal que f (S) possui
no máximo δn3 triângulos. Segue do Lema 3.4, que f (S) possui no máximo (1

4 + ε)n2

arestas. Agora, notamos que se um tal G estivesse contido em G(n, p), então terı́amos
∣ f (S) ∩ E(G(n, p))∣ ≥ m. Logo, para provarmos o resultado desejado, é suficiente mos-
trar que P(Y ≥ 1) Ð→ 0, onde

Y = #{S ⊆ E(G(n, p)) ∶ ∣ f (S) ∩ E(G(n, p))∣ ≥ m}.

Fixe S e seja XS = f (S) ∩ E(G(n, p)). Como E(XS) ≤ (1
4 + ε)pn2, segue da desigual-

dade de Chernoff que
P(XS ≥ m − ∣S∣) ≤ exp{kpn2},

para algum k = k(ε), uma vez que ∣S∣ ≪ E(X). Logo, temos

P(Y ≥ 1) ≤ E(Y) ≤
Cn3/2

∑
s=0

psP(XS ≥ m − ∣S∣) ≤
Cn3/2

∑
s=0

pse−kpn2
≤

Cn3/2

∑
s=0

(
epn2

2s
)

s

e−kpn2
.

Usando o fato que a função s ↦ (epn2/2s)s atinge seu máximo em epn2/4 ≪ Cn3/2,
concluı́mos que, na soma acima, o último termo limita superiormente cada um dos
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Teorema de Erdős-Stone baseado em supersaturação (Marcelo Tadeu Sales) 20 de Agosto

demais. Logo,

P(Y ≥ 1) ≤ Cn3/2 (
epn2

2Cn3/2
)

Cn3/2

e−kpn2
Ð→ 0,

como desejado.

◇ ◇ ◇ Aula 5 (20 de Agosto) — Marcelo Tadeu Sales ◇ ◇ ◇

4 Teorema de Erdős-Stone baseado em supersaturação

Dado um grafo H, defina

ex(n, H) = max{e(G) ∶ ∣V(G)∣ = n, G /⊇ H}.

Exemplos:

1. se H = Kr temos, pelo Teorema de Turan: ex(n, Kr) = 1− 1
r − 1

n2

2
;

2. ex(n, C4) = O(n3/2).

Teorema 4.1 (Erdős-Stone-Simonovits). Para todo ε > 0 e grafo H, com número cromático
χ(H) ≥ 2, existe n0 = n0(ε, H) tal que para todo n ≥ n0,

ex(n, H) < (1− 1
χ(H) − 1

+ ε) n2

2
.

Observação 4.2. Se χ(H) = r, o grafo de Turán T(n, r − 1) mostra que

lim
n→∞

ex(n, H)
n2 = 1− 1

r − 1
.

Para a demonstração do Teorema 4.1 precisaremos do seguinte resultado de supersaturação,
cuja demonstração é análoga a do Lema 3.4 (caso r = 3).

Teorema 4.3 (Supersaturação). Para todo ε > 1 e inteiro r ≥ 2, existem δ > 0 e n0 tal que se
G é um grafo tal que ∣V(G)∣ ≥ n0 e e(G) ≥ (1 − 1

r−1 + ε)n2

2 , então G contém pelo menos δnr

cópias de Kr.

Um r-grafo é um hipergrafo cujas arestas são conjuntos de tamanho r. Dados in-
teiros u1, . . . , ur ≥ 0, definimos K(r)(u1, . . . , ur) como um r-grafo cujos vértices são
particionados em classes V1, . . . , Vr, com ∣Vi∣ = ui e tal que {x1, . . . , xr} é uma aresta
para todo x1 ∈ V1, . . . , xr ∈ Vr.

Veremos que o Teorema 4.1 segue como consequência do Teorema 4.3 e do resul-
tado abaixo, que afirma que todo r-grafo com densidade positiva de arestas contém
uma cópia de K(r)(t, . . . , t).

Teorema 4.4 (Erdős). ex(n, K(r)(t, . . . , t)) = o(nr).

Demonstração do Teorema 4.1. Seja H um grafo fixo, com ∣V(H)∣ = t e número cromático
r = χ(H). A seguir, denotamos por Kt,...,t o grafo r-partido completo cujas classes têm
cardinalidade t. Note que Kt,...,t ⊇ H.

8
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Seja G um grafo e com ∣V(G)∣ = n vértices e

e(G) ≥ (1− 1
r − 1

+ ε)n2

Considere o r-grafo F tal que V(F) = V(G) e {x1, . . . , xr} ∈ E(F) se, e somente se, os
vértices x1, . . . , xr induzem um Kr em G. Pelo Teorema 4.3, existem pelo menos δnr

cópias de Kr (δ = δ(ε)) em G. Logo e(F) ≥ δnr. Concluı́mos, pelo Teorema 4.4 que F
contém um K(r)(t, . . . , t), o que implica que G ⊇ Kt,...,t ⊇ H, como desejado.

Para demonstrar o Teorema 4.4 precisaremos do seguinte lema.

Lema 4.5. Sejam A1, . . . , An subconjuntos de [N]. Suponha que ∑n
i=1 ∣Ai∣ = M. Então para

todo t < n existem ı́ndices distintos i1, . . . , it tais que

∣Ai1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩ Ait ∣ ≥
N (M

N )t − t2nt−1N
nt .

Demonstração. TODO

Demonstração do Teorema 4.4. Façamos por indução em r. Para o caso r = 2, fixe δ > 0 e
seja G é um grafo com V(G) = [n] e e(G) ≥ δn2. Queremos mostrar que K(2)(t, t) ⊆ G.
Para todo i ∈ [n], seja Ai = N(i) ⊆ [n] os conjunto de vértices adjacentes a i. Sabemos
que ∑n

i=1 ∣Ai∣ = 2e(G). Segue do Lema 4.5 (r = 2, N = n) que existem ı́ndices i1, . . . , it tais
que

∣Ai1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩ Ait ∣ ≥
⎛
⎝

n(2δn2

n
)

t

− t2nt−1N
⎞
⎠
/nt = (2δ)t − t2 ≥ t,

para n suficientemente grande. Daı́ concluı́mos que K(2)(t, t) ⊆ G.
Agora suponha que r > 2 e que o Teorema vale para r − 1-grafos. Fixe δ > 0 e seja F

um r-grafo com e(F) ≥ δnr. Queremos mostrar que F ⊇ K(r)(t, . . . , t). Defina

Ai = {B ∈ ( [n]
r − 1

) ∶ (B ∪ {i}) ∈ E(F)} .

Note que ∑n
i=1 ∣Ai∣ = re(G). Aplicando o Lema 4.5 (N = nr−1 e M = re(F) ≥ rδnr),

obtemos ı́ndices i1, . . . , it tais que

∣Ai1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩ Ait ∣ ≥ (rtδt)nr−1 − (t2)nr−2 ≥ δtnr−1,

para n suficientemente grande. Logo, por hipótese de indução, o r − 1 grafo com con-
junto de arestas Ai−1∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩Ait contém uma cópia de K(r−1)(t, . . . , t). Segue da definição
dos Ai, que os vértices de tal cópia em conjunto com os vértices i1, . . . , it induzem uma
cópia de K(r) em F.

◇ ◇ ◇ Aula 6 (27 de Agosto) — Marcelo Tadeu Sales ◇ ◇ ◇
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5 Estabilidade do Teorema de Turán

Sabemos, pelo Teorema de Turán, que todo grafo livre de Kr+1 de tamanho n possui
no máximo e(Tn,r) arestas, onde Tn,r é o grafo r-partido balanceado de n vértices. O
resultado abaixo mostra que se o número de arestas de um grafo G livre de Kr+1 é
próximo desse número máximo, então G está próximo de um grafo r-partido.

Teorema 5.1 (Füredi). Seja G = (V, E) um grafo livre de Kr+1 e tal que e(G) ≥ e(Tn,r) − t.
Então existe subgrafo r-partido H ⊆ G tal que e(H) ≥ e(G) − t.

Demonstração. Seja x1 um vértice de maior grau em G. Defina V+
1 = NG(x1) e V1 =

V ∖V+
1 . Temos

∣V1∣∣V+
1 ∣ ≥ ∑

x∈V1

d(x) = e(V1, V+
1 ) + 2e(V1).

Seja x2 um vértice de maior grau em G1 ∶= G[V+
1 ] e seja V+

2 = NG1(x2). e V2 = V+
1 ∖V+

2 .
Temos

∣V2∣∣V+
2 ∣ ≥ ∑

x∈V2

dG1(x) = e(V2, V+
2 ) + 2e(V2).

Em geral, defina xi como um vértice de maior grau em Gi−1 ∶= G[V+
i−1], V+

i = NGi−1(xi)
e Vi = V ∖V+

i . Temos

∣Vi∣∣V+
i ∣ ≥ ∑

x∈Vi

dGi−1(x) = e(Vi, V+
i ) + 2e(Vi).

O processo pára em um ı́ndice s tal que V+
s = ∅ e temos portanto V = ⊍s

i=1 Vi. Como
{x1, . . . , xs} é um clique em G, devemos ter s ≤ r.

Ao somarmos a Equação (5) para todo 1 ≤ i ≤ s, obtemos

s
∑
i=1

∣Vi∣∣V+
i ∣ ≥

s
∑
i=1

(e(Vi, V+
i ) + e(Vi)) + e(Vi) = e(G) +

s
∑
i=1

e(Vi) ≥ e(Tr,n) − t +
s
∑
i=1

e(Vi).

Por outro lado, também temos

s
∑
i=1

∣Vi∣∣V+
i ∣ = e(K(V1, . . . , Vs)) ≤ e(Tr,n).

Combinando as duas últimas equações, concluı́mos que ∑s
i=1 e(Vi) ≤ t. Logo, um grafo

H como no enunciado do Teorema pode ser obtido, a partir de G, ao deletarmos as
arestas dentro de cada Vi.

Corolário 5.2. Seja G = (V, E) um grafo livre de Kr+1 e tal que e(G) ≥ e(Tn,r) − t. Então
existe uma partição V = ⊍r

i=1 Vi tal que

∣E(G)△ E(K(V1, . . . , Vr))∣ ≤ 3t

Corolário 5.3. Seja H um subgrafo r-partido de G obtido a partir da remoção de t arestas,
como no Teorema. Seja {Vi}r

i=1 uma r-partição (própria) de H. Como e(H) ≥ e(G) − t ≥
e(Tr,n) − 2t, podemos adicionar no máximo 2t, basta adicionar no máximo 2t arestas a H para
obtermos o grafo completo K(V1, . . . , Vr).

10
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O resultado abaixo mostra que G não só está próximo de um grafo r-partido, mas
também está próximo ao grafo r-partido balanceado Tn,r.

Afirmação 5.4. Se r∣n e e(K(V1, . . . , Vr)) ≥ e(Tn,r) − 2t, então

E(K(V1, . . . , Vr))△ E(Tn,r)∣ ≤ n
√

rt.

Demonstração. Seja m = n/r e sejam a1, . . . , ar inteiros tais que ∣Vi∣ = m + ai. Note que
∑r

i=1 ai = 0 e que e(Tn,r) = (r
2)m2. Por outro lado,

e(K(V1, . . . , Vr)) = ∑
i/=j

(m+ ai)(m+ aj) = ∑
i/=j

m2+(ai + aj)m+ aiaj = (r
2
)m2+(r−1)

���
���

��:0
(a1 + ⋅ ⋅ ⋅ + ar)m+∑

i/=j
aiaj.

Segue da hipótese e(Tn,r) − e(K(V1, . . . , Vr)) ≤ 2t que −∑i/=j aiaj ≤ 2t. Mas como

0 = (
r
∑
i=1

ai)
2

= (a2
1 + ⋅ ⋅ ⋅ + a2

r) + 2∑
i/=j

aiaj,

temos (a2
1 + ⋅ ⋅ ⋅ + a2

r)/2 ≤ 2t. Podemos aplicar a desigualdade de Jensen para obter

4t ≥ a2
1 + ⋅ ⋅ ⋅ + a2

r ≥
(∣a1∣ + ⋅ ⋅ ⋅ + ∣ar∣)2

r
,

isto é, ∣a1∣ + ⋅ ⋅ ⋅ + ∣ar∣ ≤ 2
√

rt. Concluı́mos que há no máximo
√

rt ı́ndices i tais que ai ≥ 0.
Como mover cada tal vértice para outra partição altera no máximo N adjacências, a
diferença simétrica entre E(K(V1, . . . , Vr)) e E(Tn,r) é no máximo n

√
rt.

6 Cintura e número cromático altos

6.1 Hipergrafos com cintura e número cromáticos altos

◇ ◇ ◇ Aula 7 (11 de Outubro) — Giulia Maesaka ◇ ◇ ◇
Seja X um conjunto finito. Dizemos que (X,M) é um k-grafo, i.e. um hipergrafo

uniforme de tamanho k, seM⊆ (X
k).

Um circuito de comprimento p em (X,M) é uma sequência de arestas M1, . . . , Mp ∈
M tal que existe uma sequência de vértices distintos x1, . . . , xp ∈ X satisfazendo xi ∈
Mi ∩ M(i+1) mod p para todo i = 1, . . . , p

Denotamos por g(X,M) a cintura do hipergrafo (X,M), isto é, o comprimento de
um menor circuito em (X,M).

Um k-grafo (X,M) é a-partido se X admite uma partição X = ⊍a
i=1 Xi tal que

M ∩Xi∣ ≤ 1 para todo M ∈ M e todo 1 ≤ i ≤ a.

Teorema 6.1. Para quaisquer inteiros positivos k, n e p, existe um k-grafo (X,M) tal que

1. g(X,M) > p.

2. χ(X,M) > n.

11



Grafos com cintura e número cromático grandes (Giulia Maesaka) 11 de Outubro

Seja (⊍a
i=1 Xi,M) um k-grafo a-partido e (Y,N) um K-grafo tal que K = ∣Xr∣ para

algum r ∈ [a]. Dadas bijeções fN ∶Xr → N para todo N ∈ N , definimos a amalgamação
(Y,N)⋆ (⊍a

i=1 Xi,M) como o k-grafo a-partido (⊍a
i=1 X′

i ,M′), onde

1. Xr = Y e X′
i = Xi × N para todo i /= r.

2. M′ = {e(M, N) ∶ M ∈ M, N ∈ N}, onde

e(M, N) = {(Xi ∩ M, N) ∶ i /= r and M ∩Xi /= ∅} ∪ { fN(Xr ∩ M) ∶ M ∩Xr /= ∅}.

Demonstração do Teorema 6.1. Provamos por indução em p. Para p = 1, basta tomar o
k-grafo completo ([n(k − 1) + 1], (n(k−1)+1

k )).
Agora assuma p ≥ 2 e que para todo p′ < p e para quaisquer inteiros k e n, existe

um k-grafo (X,M) com χ(X,M) > n e g(X,M) > p.
Dados inteiros k e n considere uma sequência ((⊍a

i=1 X1
i ,M1), . . . (⊍a

i=1 Xa+1
i ,Ma+1))

de k-grafos a-partidos tal que

1. (⊍a
i=1 X1

i ,M1) é um grafo com cintura maior que p e satisfazendo a seguinte
propriedade: para todo W ⊆ [a], ∣W∣ = k, existe M ∈ M1 tal que ∣M ∩Xi∣ /= ∅ para
todo i ∈ W. Note que podemos construir um tal grafo com (a

k) arestas disjuntas.

2. Para todo 1 ≤ t ≤ a,

(
a
⊍
i=1

Xt+1
i ,Mt+1)) = (Y(t),N (t)) ⋆ (

a
⊍
i=1

Xt
i ,M

t)),

onde (Yt,N t) é um ∣Xt
t ∣-grafo com χ(Yt,N t) > n e g(Yt,N t) > p−1. (por hipótese

de indução, é possı́vel construir um tal grafo) e a operação de amalgação é feita
com respeito a bijeções f (t)

N ∶ Xt
t → N(N ∈ N t) quaisquer.

Seja G = (⋃n
i=1 iXa+1

i ,Ma+1). Vamos provar que G é o hipergrafo que queremos, isto
é, que g(G) > p e χ(G) > n.

Afirmação 6.2. Se (⊍a
i=1 Xi,M) não tem circuito menor ou igual a p e (Y, N) não tem

circuito menor ou igual a p − 1, então a amalgamação (⊍a
i=1 X′

i ,M′) ∶= (Y, N) ⋆ (⊍a
i=1 Xi,M)

não tem circuito menor ou igual a p.

Demonstração. Suponha por absurdo que ((M1, N1), . . . , (Mq, Nq)) é um circuito em
(⊍a

i=1 X′
i ,M′) de tamanho q ≤ p.

• Caso 1: N1 = N2 = ⋅ ⋅ ⋅ = Nq = N. Neste caso, o grafo induzido por {(Xi, Ni) ∶ i /=
r} ∪ fN(Xr)} é isomorfo a (⊍a

i=1 Xi, M), que por hipótese não tem um circuito de
tamanho menor ou igual a p.

• Caso 2: Existe i /= j tal que Ni /= Nj. Sem perda de generalidade, assumimos i = 1
e j = 2. Note que devemos ter

(M1, N1) ∩ (M2, N2) = fN1(M1 ∩Xr) = fN2(M2 ∩Xr).

Se N1 = Nq também terı́amos

(M1, N1) ∩ (Mq, Nq) = fN1(M1 ∩Xr),

12
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um absurdo, uma vez que o circuito não pode repetir vértices. Logo, devemos
ter N1 = Nq.

Seja (N′
1, N′

2, . . . , N′
q′) a sequência obtida a partir de (N1, N2, . . . , Nq) ao identifi-

carmos elementos consecutivos iguais. [Pendente].

Logo, N′
i , N′

i+1, . . . , N′
i+l é um segmento da sequência (N′

1, . . . , N′
q′) com todos os

elementos distintos e com N′
i+l+1 = N′

i , l < q′ − 1 ≤ q − 1. Logo, N′
i , . . . , N′

i+l é um
circuito em (Y,N) de tamanho l + 1 ≤ q − 1 ≤ p − 1, o que contradiz a hipótese da
afirmação. Logo (⊍a

i=1 X′
i ,M′) de fato não possui circuitos de tamanho menor ou

igual a p.

Segue construção da sequência ((⊍a
i=1 X1

i ,M1), . . . (⊍a
i=1 Xa+1

i ,Ma+1) = G) que g(G) >
p.

Afirmação 6.3. χ(⊍a
i=1 Xa+1

i ,Ma+1) > n.

Demonstração. Seja C∶ ⊍a
i=1 Xa+1

i → [n] uma coloração de (⊍a
i=1 Xa+1

i ,Ma+1). Temos que
provar que existe uma aresta monocromática emMa+1.

Construimos uma sequência de arestas monocromáticas N1, . . . , Na, com Ni ∈ N i,
da seguinte forma. Primeiramente, note que a coloração C restrita aos vértices em
Xa+1

a = Ya induz uma coloração de (Ya,N a) com n cores. Como χ(Ya,N a) > n, N a deve
conter alguma aresta monocromática. Escolhemos Na como sendo uma tal aresta. Em
geral, uma vez escolhidas as arestas Na, Na−1, Ni+1, escolhemos a aresta Ni notando
que a coloração C restrita aos vértices

{(v, Ni+1, . . . , Na) ∶ v ∈ Yi} ⊆ Xa+1
i

induz uma coloração de (Yi,N i). Como χ(Yi,N i) > n, podemos escolher uma aresta
monocromática Ni ∈ N i.

Para todo i = 1 . . . a, defina o conjunto

Zi = {(v, Ni+1, . . . , Na) ∶ v ∈ Ni} ⊆ Xa+1
i .

Afirmamos que existe uma cópia de (⊍a
i=1 X1

i , M1) no grafo G[Z1 ∪ Za] induzido por
tais conjuntos. De fato, para todo t = 1 . . . a, definimos a função

gt(v)∶
a
⊍
i=1

Xt
i → Nt ∪ {Xt

i × {Nt} ∶ ∀i /= t}

v ↦
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

f (t)
Nt

(v), se v ∈ Xt
t ;

(v, Nt), caso contrário.

É fácil verificar que gt é um isomorfismo entre (⋃a
i=1 Xt

i ,Mt) e G[Nt ∪ {Xt
i × {Nt} ∶ ∀i /=

t}]. De fato, para todo M ∈ Mt, temos gt(M) = e(M, Nt). Seja g = ga ○ ga−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ g1.
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Temos

g(X1
1) = {( fN1(v), N2, . . . , Na) ∶ v ∈ X1

1} = Z1

g(X1
2) = {( fN2(v, N1), N3, . . . , Na) ∶ v ∈ X2

2} ⊆ Z2

⋮
g(X1

a−1) = {( fNa−1(v, N1, . . . , Na−2), Na) ∶ v ∈ X1
a−1} ⊆ Za−1

g(X1
a) = fNa(X1

a , N1, . . . , Na−1) ⊆ Za.

Como cada conjunto Zi é monocromático e a = n(k − 1) + 1, existe W ∈ [a], ∣W∣ = k,
tal que para todo i ∈ W, C(Zi) = c para algum c ∈ [n]. Pela hipótese sobre (⊍X1

i ,M1)
sabemos que existe uma aresta M ∈ M1 tal que M ∩ X1

i /= ∅ para todo i ∈ W. Logo,
g(M) ∈ Ma1 é tal que g(M) ⊆ ⋃i∈W g(X1

i ) ⊆ ⋃i∈W Zi, o que implica que C(g(M)) = c,
i.e., que g(M) é uma aresta monocromática, como desejado.

◇ ◇ ◇ Aula 8 (25 de Outubro) — Giulia Maesaka ◇ ◇ ◇

6.2 Grafos com cintura alta e número cromático alto

Uma constelação é um grafo tal que toda componente conexa é uma estrela (um grafo
G é uma estrela se G = K1,t para algum t).

Se X é um conjunto finito, denotamos por Kk(X) um grafo completo com peso k
em todas arestas e conjunto de vértices igual a X. O comprimento de uma circuito
em um grafo com pesos é definido como a soma dos pesos de suas arestas. A cintura
g(G) de um grafo com pesos é definida como o comprimento de um menor circuito
em G.

Lema 6.4. Para quaisquer inteiros i ≥ 0 e n ≥ 1, existe uma constelação Γi(n) satisfazendo as
seguintes propriedades.

1. Existe uma partição Cn
i de V(Γi(n)) tal que toda parte X ∈ Cn

i é um conjunto indepen-
dente de tamanho ∣X∣ = n.

2. Para todo conjunto independente M ⊂ V(Γi(n)), existe X ∈ Cn
i tal que X ∩ M = ∅.

3. Todo circuito do grafo
Γk

i (n) ∶= Γi(n) ∪ ( ⋃
X∈Cn

i

Kk(X))

(obtido a partir de Γi(n) após tornar o grafo induzido por cada parte X ∈ Cn
i em um

clique de peso k) que não está inteiramente contido em uma das partes X ∈ Cn
i possui

comprimento maior que 2i(k + 1).

Observação 6.5. Podemos tomar Γi(1) = K2.

Dado um grafo G = (V, E) e bijeções φX ∶ V → X para todo X ∈ C ∣Vi ∣
i , definimos o

grafo

Γi(G) ∶= Γi(∣V∣) ∪
⎛
⎜
⎝
⋃
C
∣V∣
i

φ∗X(G)
⎞
⎟
⎠

,
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onde φ∗(G) é o grafo com conjuntos de vértices X e tal que φX é um isomorfismo
entre G e φ∗(G). Ou seja, Γi(G) é o grafo que é obtido a partir de Γi(∣V∣) após tornar
o grafo induzido por X isomorfo a G (para toda parte X ∈ Cn

i ).

Teorema 6.6. Se Γi(1) = K2, então o grafo G = Γi(Γi(⋯(Γ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n vezes

(1)))) tem número cromático pelo

menos (n + 1), cintura maior que 2i+1 e pode ser decomposto em n constelações.

Demonstração. Por indução em n. A afirmação é válida para Γi(1) = K2. Para n ≥ 1,
assumimos que a afirmação vale para G = Γi(Γi(⋯(Γ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n vezes

(1)))) e consideramos o grafo

Γi(G).

• Suponha por absurdo que Γi(G) tem uma (n + 1)-coloração própria. Seja M o
conjunto induzido pelos vértices coloridos por uma cor arbitrária c. Como M é
um conjunto independente em Γi(G) e como Γi(∣V(G)∣) ⊆ Γi(G), temos que M
também é um conjunto independente em Γi(∣V(G)∣). Pelo Lema 6.4, deve existir
um X ∈ C ∣V(G)∣ tal que X ∩ M = ∅, o que implica que os vértices de X tem uma
coloração própria com n cores. Mas isso contradiz a hipótese χ(G) ≥ n + 1, uma
vez que o grafo induzido por X é isomorfo a G.

• Suponha por absurdo que Γi(G) tem um circuito de comprimento menor ou
igual a 2i+1. Como Γi(G) ⊆ Γ1

i (∣V(G)∣), segue que Γ1
i (∣V(G)∣) possui um circuito

de tamanho no máximo 2i+1 = 2i(1+ 1). Pelo Lema 6.4 um tal circuito deve estar
inteiramente contido em alguma parte X ∈ C ∣V(G)∣

i , o que contradiz a hipótese
g(G) ≥ 2i+1, uma vez que o grafo induzido por X é isomorfo a G.

• Como Γi(G) − Γi(∣V(G)∣) = ∪X∈Cφ∗X(G) é um grafo que pode ser decomposto em
n constelações (por hipótese de indução), segue que Γi(G) pode ser decomposto
em n + 1 constelações.

Observação 6.7. Grafos que podem ser decompostos em n constelações possuem
número cromático no máximo 2n, uma vez que são a união de n grafos bipartidos.

Demonstração do Lema 6.4. Como já mencionado, podemos tomar Γi(1) = K2 para todo
i ≥ 1. Veremos que, para todo n, podemos tomar Γ0(n) como n cópias disjuntas de
K1,n. Formalmente definimos Γ0(n) como o grafo tal que

V(Γ0(n)) = {0, . . . , n − 1} ∪ ({0, . . . , n − 1} × {0, . . . , n − 1}) e
E(Γ0(n)) = {{i, (i, j)} ∶ i, j ∈ {0, . . . , n − 1}}.

Considere a partição Cn
0 = {C, C0, . . . , Cn−1} de V(Γ0(n)), onde C = {0, . . . , n − 1} e Ci =

{i} × {0, . . . , n − 1}. Por construção cada parte em Cn
0 é independente. Além disso, se

um conjunto independente M de Γ0(n) contém algum vértice i ∈ C, então M ∩Ci = ∅.
Por fim, o maior circuito de Γk

0(n) (não contido em alguma das partes) é um triângulo
de comprimento 1+ 1+ k > 20(k + 1).

Agora seja i ≥ 1 e n ≥ 2 e suponha já construı́dos Γi′(n′) para quaisquer i′ e n′ tais
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Grafos com cintura e número cromático grandes (Giulia Maesaka) 25 de Outubro

que i′ < i ou n′ < n. Definimos

Γi(n) = Γi−1(∣Cn−1
i ∣) ∪ ⋃

X∈C
∣Cn−1

i ∣
i−1

Γi(n − 1)X,

isto é, o grafo composto por Γi−1(∣Cn−1
i ∣) e por ∣C ∣C

n−1
i ∣

i−1 ∣ cópias de Γi(n−1). Tais cópias são

denotadas por Γi(n − 1)X para todo X ∈ C ∣C
n−1
i ∣

i−1 (e a partição de cada cópia é denotada
por (Cn−1

i )X).

Para todo X ∈ C ∣C
n−1
i ∣

i−1 , seja ψX ∶ X → (Cn−1
i )X uma bijeção. Afirmamos que podemos

tomar
Cn

i = {{z} ∪ψX(z) ∶ para todo X ∈ C ∣C
n−1
i ∣

i−1 e z ∈ X}.

De fato, suponha que M é um conjunto independente de Γi(n). Seja M1 = M ∩
Γi−1(∣Cn−1

i ∣) e MX = M ∩ Γ1(n − 1)X para todo X. Por hipótese de indução no grafo

Γi−1(∣Cn−1
i ∣), há alguma parte X ∈ C ∣C

n−1
i ∣

i−1 tal que X ∩ M1 = ∅. Mas também podemos
aplicar a hipótese de indução no grafo Γi(n − 1)X e obter que existe X2 ∈ (Cn−1

i )X tal
que X2 ∩ MX = ∅. Seja z ∈ X tal que ψX(z) = X2. Então ({z} ∪ X2) é uma parte de Cn

i
com intersecção nula com M.

Resta provar que todo circuito de Γk
i (n) que não está inteiramente contido em uma

das partes X ∈ Cn
i possui comprimento maior que 2i(k + 1). Tomemos um circuito

(x1, . . . , x`) de comprimento mı́nimo em Γk
i (n) que não esteja inteiramento contido

em uma parte X ∈ Cn
i .

• Caso 1: (x1, . . . , x`) não usa aresta de Γi−1(∣Cn−1
i ∣). Neste caso, o circuito está con-

tido em X ∪ Γi(n − 1) para algum X ∈ C ∣C
n
i ∣

i−1 . Afirmamos que o circuito não pode
conter vértices em X. De fato, suponha que exista i tal que xi ∈ X e sejam
xi−1, xi+1 ∈ ψX(x) os vizinhos de xi no circuito. Como as arestas xi−1xi, xixi+1 e
xi−1xi+1 têm todas peso k, segue que (x1, . . . , xi−1, xi+1, x`) é um circuito que con-
tradiz a minimalidade de (x1, . . . , x`). Logo, (x1, . . . , x`) está inteiramente contido
em Γi(n − 1)X. Segue da hipótese de indução que ∣(x1, . . . , x`)∣ > 2i(k + 1).

• Caso 2: (x1, . . . , x`) usa uma aresta de Γi−1(∣Cn−1
i ∣). Seja (x′1, . . . , x′`) o circuito em

Γk
i−1(∣C

n−1
i ∣) obtido a partir de (x1, . . . , x`) após a remoção dos vértices que não

pertencem a Γi−1(∣Cn−1
i ∣). Agora note que o caminho entre x′i e x′i+1 em (x1, . . . , x`)

tem comprimento pelo menos 2k + 1, uma vez que é necessário arestas de com-
primento k para entrar e para sair de Γi−1(∣Cn−1

i ∣). Seja k′ = 2k + 1. Aplicamos a
hipótese de indução a (x′1, . . . , x′`) para obter

∣(x′1, . . . , x′`)∣ ≥ 2i−1(k′ + 1) = 2i(k + 1),

o que implica ∣(x1, . . . , x`)∣ ≥ 2i(k + 1), como desejado.

6.3 Número de vértices do grafo Γi(n)
Seja g(i, n) o número de partes do grafo Γi(n). Nesta seção daremos uma cota inferior
para g(i, n), (note que esta será uma cota inferior para o número de vértices de Γi(n)).
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Para expressar uma cota para g(i, n) de maneira mais concisa, introduzimos as
seguintes operações (chamada de Knuth’s up arrow notation), que são todas associativas
a direita.

• a ↑ b = ab = a × a ×⋯× a
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
b cópias de a

.

• a ↑↑ b = a ↑ a ↑ ⋯ ↑ a
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
b cópias de a

.

• a ↑(i) b = a ↑↑ ⋯ ↑
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

i

b = a ↑↑ ⋯ ↑
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

i−1

a ↑↑ ⋯ ↑
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

i−1

⋯↑↑ ⋯ ↑
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

i−1

a

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
b cópias de a

.

Segue da definição de Γi(n) que g(i, 1) = 2 (para todo i ≥ 0), g(0, n) = n + 1 (para
todo n ≥ 1) e que vale a seguinte relação de recorrência:

g(i, n) = g(i, n − 1) ⋅ g(i − 1, g(i, n − 1)).

Vamos verificar por indução que g(i, n) ≥ 2 ↑(i) n. De fato, a desigualdade vale para
os casos em que n = 1 ou i = 0 e, em geral, temos

g(i, n) = g(i, n − 1) ⋅ g(i − 1, g(i, n − 1)) ≥ g(i − 1, g(i, n − 1)) ≥ 2 ↑(i−1) g(i, n − 1) ≥ 2 ↑(i−1) 2 ↑(i) (n − 1) = 2 ↑(i) n,

como desejado.
Apesar da construção Γi(n) ter um número muito grande de vértices, é possı́vel

demonstrar a existência de um grafo G de tamanho da ordem k2l, tal que χ(G) ≥ k e
g(G) ≥ l.

7 Lema Local de Lovász

◇ ◇ ◇ Aula 9 (08 de Novembro) — Bruno Pasqualotto Cavalar ◇ ◇ ◇
Em uma demonstração que usa o método probabilı́stico, frequentemente encontra-

mos a seguinte situação: definimos uma coleção de eventos “ruins” A = {A1, . . . , Am}
e queremos mostrar que existe algum ponto no espaço de probabilidade que não sa-
tisfaz nenhum desses eventos. Isto é, queremos mostrar que que P (⋂A∈A A) > 0 ou
equivalentemente P (⋃A∈A A) < 1.

7.1 Primeiro Momento / Cota da união

Uma primeira tentativa para mostrarmos que P (⋃A∈A A) < 1 consiste em usar o fato
que

P( ⋃
A∈A

A) ≤ ∑
A∈A

P(A).

Observação 7.1. A cota acima, chamada de cota da união, também pode ser vista como
uma aplicação do método do primeiro momento. De fato, seja X = ∑A∈A 1A a variável
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aletaória que conta o número de eventos em A que ocorrem. Temos

P( ⋃
A∈A

A) = P(X > 0) ≤ E(X) = ∑
A∈A

E(1A) = ∑
A∈A

P(A).

Proposição 7.2. Seja G um hipergrafo k-uniforme com m < 2k−1 arestas. Então G é 2-
colorı́vel.

Demonstração. Vamos colorir cada vértice de G com a cor azul ou vermelha de maneira
uniforme e independentemente das escolhas de cores dos demais vértices. Para cada
aresta e de G definimos o evento Ae = [aresta e é monocromática]. Temos P(Ae) =
2/2k = 21−k. Portanto, a probabilidade de existir alguma aresta monocromática é dada
por

P( ⋃
A∈A

A) ≤ ∑
A∈A

P(A) ≤ m ⋅ 21−k < 1.

Segue que existe uma coloração que não deixa nenhuma aresta monocromática.

7.2 Digrafo de dependência

Dado um digrafo D = (V, E) e um vértice v ∈ V, definimos N+(v) = {w ∈ v ∶ (v, w) ∈ E}.
Uma coleção de eventos B = {B1, . . . , Bk} é mutuamente independente se para todo

J ⊆ [k] temos P (⋂j∈J Bj) = ∏j∈J P(Bj). Note que é possı́vel que B1, . . . , Bm sejam dois-a-
dois independentes mas não sejam mutuamente independentes. Definimos conjuntos
de variáveis aleatórias mutuamente independentes de maneira análoga.

Um evento A é mutuamente independente de eventos B1, . . . , Bk se, para quaisquer
conjuntos disjuntos J, J′ ⊆ [k] temos

P
⎛
⎜
⎝

A ∣ (⋂
j∈J

Bj) ∩ (⋂
j∈J

Bj)
⎞
⎟
⎠
= P(A).

Note que é podemos ter A mutuamente independente de B1, . . . , Bk mesmo quando
A, B1, . . . , Bm não são mutuamente independentes.

Proposição 7.3 (Princı́pio da independência mútua). Seja P um conjunto de variáveis
mutuamente independentes e suponha que A é uma coleção de eventos tal que cada A ∈ A
é completamente determinado por algum subconjunto PA ⊆ P . Então se A, B1, . . . , Bk ∈ A
são eventos tais que PA ∩PBi = ∅ para todo i ∈ [k], então A é mutuamente independente de
B1, . . . , Bk.

Seja A um conjunto finito de eventos. Um digrafo D = (A, E) é dito um grafo de
dependência de A se

para todo A ∈ A: A é mutuamente independente dos eventos em A∖ (N + (A) ∪ A).

Note que uma coleção A pode admitir diversos grafos de dependência.
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7.3 Lema Local de Lovász

Lema 7.4 (Lema Local de Lovász Simétrico). Seja G um grafo de dependência de uma
coleção finita A de eventos. Se existe um número p e um inteiro d satisfazendo

• P(A) ≤ p para todo A ∈ A;

• ∣N+(A)∣ ≤ d para todo A ∈ A;

• ep(d + 1) ≤ 1,

então P(⋂A∈A A) > 0.

Adiamos a prova A seguir, mostramos duas aplicações do Lema Local de Lovász
Simétrico.

Proposição 7.5. Seja G = (V, E) um grafo k-uniforme tal que cada aresta intersecta no
máximo com outras d arestas. Se e(d + 1) ≤ 2k−1, então G é 2-colorı́vel.

Demonstração. Colorimos cada vértice de vermelho ou azul aleatoriamente de forma
uniforme e independente das escolhas de cores dos demais vértices. Para cada aresta
e ∈ E, seja Ae o evento que indica se e é monocromática. Cada Ae é completamente
determinado pela cor dos vértices contidos em e. Pelo princı́pio da independência
mútua, temos que o digrafo tal que

N+(Ae) = {A f ∶ e ∩ f = ∅, e /= f ∈ E}

é um grafo de dependência de {Ae}e∈E. O resultado segue do Lema Local de Lovász.

Teorema 7.6 (Alon, Linial (1989)). Seja D = (V, E) um grafo dirigido com grau de saı́da
mı́nimo pelo menos δ e grau de entrada máximo no máximo ∆. Então para todo inteiro k > 0
que satisfaz k ≤ δ/(1+ ln(1+ δ∆)), existe um circuito dirigido em D de comprimento divisı́vel
por k.

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que todo vértice tem grau
de saı́da exatamente δ (uma vez que podemos remover arcos até que tal condição seja
satisfeita e encontrar um circuito no grafo resultante).

Seja χ ∶ V → {0, . . . , k − 1} uma coloração aleatória em que a cor χ(v) de cada
vértice v é escolhida independentemente e com distribuição uniforme. Seja Av o
evento de que não exista w ∈ N+(v) tal que χ(w) = χ(v) + 1 (mod k). Defina

I(v) = {w ∈ V ∶ N+(v) ∩ ({w} ∪ N+(w)) = ∅}.

Fixado um vértice v, afirmamos que Av é mutuamente independente dos eventos
em {Aw ∶ w ∈ I(v)}. De fato, para todo conjunto S ⊆ Iv temos, pela Lei da Probabilidade
Total,

P(Av ∩ ⋂
w∈S

Aw) =
n−1
∑
j=0

P(χ(v) = j)P(Av ∩ ⋂
w∈S

Aw ∣ χ(v) = j)

Agora note que, ao nos restringirmos ao espaço em que χ(v) = j, o conjunto de vértices
cujas cores determinam Av e disjunto do conjunto de vértices cujas cores determina
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⋂w∈S Aw. Logo, aplicamos o princı́pio da independência mútua para obter

P(Av ∩ ⋂
w∈S

Aw) =
n−1
∑
j=0

P(χ(v) = j)P (Av ∣ χ(v) = j) ⋅P(⋂
w∈S

Aw ∣ χ(v) = j)

= P(Av) ⋅
n−1
∑
j=0

P(χ(v) = j) ⋅P(⋂
w∈S

Aw ∣ χ(v) = j)

= P(Av) ⋅P(⋂
w∈S

Aw) ,

como desejado.
Logo, o digrafo dos eventos {Av ∶ v ∈ V} em que cada evento Av manda arcos para

os eventos Aw tais que w ∉ I(v) é um grafo de dependêcia dos eventos {Av ∶ v ∈ V}.
Note que, para todo v ∈ Av, o grau de saı́da de Av nesse grafo de dependência é no
máximo δ + δ(∆ − 1) = δ∆ e que P(Av) = (1− 1

k)δ. Como

e ⋅ (1− 1
k
)δ ⋅ (δ∆ + 1) ≤ e ⋅ e−

δ
k ⋅ (δ∆ + 1) = e1− δ

k (δ∆ + 1) = e− ln(1+δ∆) ⋅ (δ∆ + 1) = 1,

segue, pelo Lema Local de Lovász Simétrico, existe alguma coloração χ tal que, para
todo vértice v existe um vértice p(v) ∈ N+(v) tal que χ(p(v)) = χ(v) + 1.

Fixado um vértice arbitrário v1 ∈ V, considere a sequência v1, v2, v3, . . . tal que
vi = p(vi−1) ∀i > 1. Seja j o menor ı́ndice tal que existe ` > j satisfazendo vj = v`. Então
(vi, vi+1, . . . , v`) é, claramente, um circuito de comprimento múltiplo de k.

7.4 Demonstração do Lema Local de Lovász

Nesta seção apresentamos uma prova do Lema 7.7. Para tal, faremos a demonstração
da seguinte versão mais geral do Lema 7.7.

Lema 7.7 (Lema Local de Lovász Geral). Seja A uma coleção de eventos e D = (A, E) um
grafo de dependência de A. Suponha que exista uma função x∶A → (0, 1) tal que

P(A) ≤ x(A) ⋅ ∏
B∈Γ(A)

(1− x(B)).

Então
P (∩A∈AA) ≥ ∏

A∈A
(1− x(A)) > 0.

texto

Demonstração do Lema 7.4 (Lema Local de Lovász Simétrico). O resultado é trivial para d =
0. Para d > 0, basta considerar a função x∶A → (0, 1) tal que x(A) = 1/(d + 1) < 1 para
todo A ∈ A. De fato, temos

x(A) ⋅ ∏
B∈N+(A)

(1− x(B)) ≥ 1
d + 1

(1− 1
d + 1

)
d
≥ 1

e(d + 1)
≥ p ≥ P(A),

isto é, a função x satisfaz a hipótese do Lema 7.7
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Demonstração do Lema 7.7 (Lema Local de Lovász Geral). Afirmamos que é suficiente pro-
var que todo S ⊆ A satisfaz

P(A ∣ ⋂
B∈S

B) ≤ x(A) para todo A ∈ A, A ∉ S. (1)

(note que para provar a asserção acima, é necessário garantir P (⋂B∈S B) > 0) De fato,
suponha que todo S ⊆ A satisfaça (1) e seja A = {A1, . . . , Am}. Então

P(
m
⋂
i=1

Ai) = (1−P(A1)) ⋅ (1−P(A1 ∣ A2)⋯(1−P(An ∣
n−1
⋂
i=1

Ai)) ≥
n
∏
i=1

(1− xi),

como desejado.
Provaremos que todo S ⊆ A satisfaz (1) por indução em ∣S∣. Se S = ∅ então temos,

por hipótese, que P(A) ≤ x(A)∏B∈Γ(A)(1− x(B)), da onde segue P(A) ≤ x(A).
Agora suponha ∣S∣ > 1 e que a desigualdade (1) vale para conjuntos de cardinali-

dade menor que ∣S∣. Seja S1 = S ∩ Γ(A) e S2 = S ∖ S1. Se S1 = ∅, então

P(A ∣ ⋂
B∈S

B) = P(A) ≤ x(A),

uma vez que A ∉ S e A é mutuamente independente de todos os eventos em S.
Suponha agora que S1 /= ∅ e note que

P(A ∣ ⋂
B∈S

B) = P
⎛
⎝

A ∣ ⋂
B∈S1

B ∩ ⋂
C∈S2

C
⎞
⎠
=

P (A ∩⋂B∈S1 B ∣ ⋂C∈S2 C)
P (⋂B∈S1 B ∣ ⋂C∈S2 C)

. (2)

O numerador da termo da equação acima pode ser limitado superiormente por

P
⎛
⎝

A ∩ ⋂
B∈S1

B ∣ ⋂
C∈S2

C
⎞
⎠
≤ P

⎛
⎝

A ∣ ⋂
C∈S2

C
⎞
⎠
= P(A) ≤ x(A) ∏

B∈Γ(A)

(1− x(B)).

Seja S1 = {B1, . . . , B`}. Temos também

P
⎛
⎝ ⋂B∈S1

B ∣ ⋂
C∈S2

C
⎞
⎠
= P

⎛
⎝

B1 ∣ ⋂
C∈S2

C
⎞
⎠
⋅P

⎛
⎝

B2 ∣ B1 ∩ ⋂
C∈S2

C
⎞
⎠
⋯P

⎛
⎝

B` ∣ B1 ∩⋯∩ B`−1 ∩ ⋂
C∈S2

C
⎞
⎠

≥ (1− x(B1))⋯(1− x(B`−1)) (por hipótese de indução)
≥ ∏

B∈Γ(A)

(1− x(B)).

Substituindo os limitantes obtidos para o numerador e o denominador do lado direito
da equação (2), obtemos o resultado desejado. Concluı́mos, portanto, que todo S ⊆ A
satisfaz a equação (1).

7.5 Versão algorı́tmica

Para conseguir uma versão algoritmica do LLL, Moser e Tardos consideraram um
cenário levemente modificado do Lema Local de Lovász, mas que ainda é válido na
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maior parte das aplicações conhecidas.
Seja P um conjunto finito de variáveis aleatórias mutuamente independentes num

mesmo espaço de probabilidade. Suporemos que todo evento de A é determinado
por um subconjunto dessas variáveis. Diremos que uma atribuição de valores para as
variáveis de P viola o evento A ∈ A se essa atribuição faz com que A aconteça. Para
cada evento A ∈ A, denote por vbl(A) um conjunto minimal das variáveis de P que
determina A. Defina também

Γ(A) ∶= {B ∈ A ∶ vbl(B) ∩vbl(A) ≠ ∅},

e Γ+(A) ∶= Γ(A) ∪ A.
Seja D o digrafo com conjunto de vértices A e tal que a vizinhança de um evento

A é Γ(A). Como A é mutuamente independente de todos os eventos em A∖ (Γ(A) ∪
{A}), temos que D é um digrafo de dependência para A. O celebrado algoritmo de
Moser-Tardos é como segue.

Algorithm 2 Algoritmo de Moser-Tardos
para todo P ∈ P faça vP ← uma valoração aleatória de P enquanto ∃A ∈ A ∶ A é
violado quando (P = vP ∶ ∀P ∈ P) faça escolha arbitrariamente um evento violado
A ∈ A para todo P ∈ vbl(A) faça vP ← uma nova valoração aleatória de P devolva
(vP)P∈P

Cada vez que um evento A é escolhido na linha 4 dizemos que ele foi reamostrado.
Note que a eficiência do método depende de que i) o número de reamostragens não
seja muito grande; ii) valores aleatórios para cada variável P ∈ P possam ser efici-
entemente amostrados; iii) verificar (e encontrar) a ocorrência de um evento também
possa ser feito eficientemente. A versão construtiva do LLL de Moser e Tardos trata
do primeiro problema.

Teorema 7.8 (Moser e Tardos). Seja P um conjunto finito de variáveis aleatórias mutu-
amente independentes num mesmo espaço de probabilidade e A uma coleção finita de eventos
determinados por essas variáveis. Se existe uma função x ∶ A → (0, 1) tal que

P(A) ≤ x(A) ∏
B∈Γ(A)

(1− x(B)) para todo A ∈ A,

então existe uma atribuição de valores às variáveis de P que não viola nenhum dos eventos
de A. Além disso, o número esperado de reamostragens do evento A ∈ A que o algoritmo
aleatório acima faz é no máximo x(A)

1−x(A)
. Portanto, o número total de amostragens esperado é

∑A∈A
x(A)

1−x(A)
.

7.5.1 Ferramentas da prova

Seja C ∶ N → A uma função que lista os eventos na ordem em que são reamostrados.
Se o algoritmo termina, C é parcialmente definido, apenas até o número total de
reamostragens. Chamamos C de registro do algoritmo.

Uma árvore testemunha τ = (T, σT) é uma árvore finita enraizada T juntamente com
um rotulamento σT ∶ V(T) → A dos seus seus vértices por eventos tal que os filhos de
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um vértice u ∈ V(T) recebem rótulos de Γ+(σT(u)). Se filhos distintos de um mesmo
vértice sempre recebem rótulos distintos dizemos que a árvore testemunha é própria.
Denotaremos V(τ) ∶= V(T) e para todo v ∈ V(τ) escrevemos [v] ∶= σT(v).

• Dado um registro C, associaremos com cada passo de reamostragem t uma
árvore testemunha τC(t) que servirá como justificativa para a necessidade desse
passo.

• Definimos τ
(t)
C (t) como uma árvore com apenas um vértice raı́z isolado rotulado

com C(t).

• Então, “voltando no tempo” pelo registro, para cada i = t − 1, t − 2, . . . , 1 distin-
guimos dois casos:

1. Se existe um vértice v ∈ τ
(i+1)
C (t) tal que C(i) ∈ Γ+([v]), então escolhemos

entre todos os tais vértices aquele que tem maior distância da raı́z, e colo-
camos um novo filho u para v que rotulamos C(i), obtendo a árvore τ

(i)
C (t).

2. Caso contrário, definimos τ
(i)
C ∶= τ

(i+1)
C (t).

• Dizemos que uma árvore testemunha τ ocorre no registro C se existe t ∈ N tal
que τC(t) = τ.

Lema 7.9. Seja τ uma árvore testemunha e C o registro (aleatório) produzido pelo algoritmo.

1. Se τ ocorre em C, então τ é próprio.

2. A probabilidade de τ aparecer em C é no máximo ∏v∈V(τ) P([v]).
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