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1 Paradoxo de Banach-Tarski

000 Aula 1 (01 de Margo) — Yoshiharu Kohayakawa 000

Uma isometria entre dois conjuntos X,Y ¢ R"” é uma funcdo ¢ : X - Y bijetora
que preserva distancias, isto é, tal que d(x1,x2) = d(¢(x1),¢$(x2)) para todo x,y € X.
Dizemos que X e Y sdo congruentes se existe uma tal fun¢do e denotamos esse fato por
XzY.

Sejam X, Y c R". Dizemos que X e Y sdo equidecomponiveis se se existem conjuntos
X1,..., Xk € X, dois a dois disjuntos e conjuntos Yi,...,Y; € Y dois a dois disjuntos
tais que

1. X = Ui'(:l Xz’r Y = Ui‘czl Yz
2. X;2Y;paratodo1l<i<k.

Denotamos o fato de que X e Y é equidecomponivel por X = Y e também escrevemos
X =, Y para denotar que X e Y sdo equidecomponiveis em no maximo k partes.

Note que = é uma relagdo de equivaléncia. De fato, ndo é dificil mostrar que se
X=zYeY=, Z entdo X =, Z.

Exercicio 1.1. Sejam X, Y ¢ R? poligonos. Entdo X =8 Y se, e somente se, X = Y.

Teorema 1.2 (Banach-Tarski). Suponha que By, B, < R3 sdo bolas disjuntas de mesmo raio
em R3. Entdo By u B, =19 By.

Pendente
00 Aula 2 (08 de Margo) — Yoshiharu Kohayakawa 000

1.1 Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder-Banach

O resultado demonstrado nesta aula permitird resolver o seguinte exercicio.

Exercicio 1.3. Seja A= {peR?: |p| < %} um disco de didmetro unitdrio no plano e B =
[0,1] x[0,1] um quadrado de lado unitério. Prove que existem particdes A = Aju Ay e
B=ByuB; (ie,com AjnAy =@ e BjnBy=g) taisque A; ~Bj e Ay~ By, onde X ~ Y
significa que X e Y sdo semelhantes.

Teorema 1.4 (Cantor-Bernstein-Schrdoder-Banach). Se A e B sdo conjuntos tais que |A| <
|B| e |B| < |A|, entdo A ~ B.
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Provaremos a seguinte versdo mais forte desse Teorema.

Teorema 1.5 (Cantor-Bernstein-Schréder-Banach). Suponha que f : A - Beg:B - A
sdo fungoes injetoras. Entdo existem particoes A = A1 w Ay e B = By w By tais que f(A1) = By
e g(B2) = A1

Demonstragio. Dado x € A, consideramos a seguinte sequéncia

x, 87 (%), (g7 (1)), g (fH (87N (X)), )

Pomos A1 = {x € A : (*) tem namero finito e impar de elementos}. Por exemplo, se
x ¢ 3(g), entdo (*) tem um unico elemento e x € A;. Pomos A, = AN Aj e By = f(A7).
Pomos também B, = ¢71(Ay) = {be B: g(b) € Ay}.

Afirmamos agora que valem os seguinte fatos.

e B=ByuBb,.

Demonstragio. Fixe y € B e considere x = g(y). Se x € Ay, entdo y € By. Suponha
entdo que x € A;. Pela definigdo de Ay, existe x' = f~1(y) = f~1(g7'(x)). Nova-
mente pela defini¢do de A; devemos ter x’ € A;. Mas entdo y = f(x') com x’ € Ay
e, portanto, y € f(Aj) = By. O

b BlﬁBQ:Q.

Demonstragio. Suponha que exista y € B; n B,. Entdo existe x’ € A; tal que f(x') =
y e existe x € A tal que g(y) = x. Considere agora a sequéncia (*) para o elemento
x. Vemos que x € Aq, contradicao. [

* g(By) = Ay.

Demonstragio. Fixe x € Ap. Por defini¢do de Aj, existe y tal que g(y) = x. Clara-
mente, como By = ¢71(A;) e x € A; temos que y € By. Segue que ¢(By) = Ay, [

Segue dos trés fatos acima que Aj, Ay, B1, By sdo conjuntos como no enunciado do
Teorema. ]

Solugdo Exercicio 1.3. Sejam A e B, respectivamente, o disco e o quadrado do enun-
ciado. Defina f : A -» B como a fungdo identidade e g : B —» A, (x,y) (%,%)
Como A = f(A) e B~ g(B), ao aplicar o Teorema 1.5 obtemos particdes A = AjuA; e
B = B; u B, como desejado.

Na figura do disco A abaixo, a cor vermelha corresponde ao conjunto A; e a azul
ao conjunto Aj. Os ntimeros indicam o tamanho da sequéncia () para os pontos
daquela regido do conjunto A.
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A figura abaixo mostra ambos os conjuntos A e B e suas respectivas parti¢oes.

2 Poligonos equidecomponiveis geometricamente

000 Aula 3 (08 de Marco) — Victor Luiz Martins de Sousa 000
Dizemos que dois poligonos A, B c R? sdo equidecomponiveis no sentido geométrico
se

1. Existem poligonos Aj,..., A,, com interiores dois-a-dois disjuntos, satisfazendo
A = U:lzl Al'

2. Existem poligonos By, ..., B;, com interiores dois-a-dois disjuntos, satisfazendo
B = U;/l:]. Bl'

3. Para todo 1 <i<n, temos A; = B;, isto é, existe uma isometria entre A; e B;.

Escrevemos A £ B para denotar que A e B sdo equidecomponiveis (no sentido geométrico).

2.1 Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien
Sejam A e B dois poligonos. Uma condicdo trivialmente necessaria para que A £B¢

que A e B tenham a mesma 4rea. Provaremos nesta se¢do o resultado a seguir, que
mostra que esta condigdo é também suficiente.

4
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Teorema 2.1 (Wallace-Bolyai-Gerwien). Se A e B sio poligonos de mesma drea, entido A g
B.

Lema 2.2. SeA%B e B%C, entﬁoA%C.

Demonstragdo. A idéia da prova consiste em sobrepor a decomposicdo de B que mostra
que A e B sdo equidecomponiveis com a decomposi¢do de B que mostra que B e C
sdo equidecomponiveis.

Como A £ B, entao existem decomposicoes (i.e. particdes em poligonos com inte-
riores dois-a-dois disjuntos) A = U ; A; e B = U B; e isometrias f; : A; - B; (para
todo 1 <i<n). Como B g C, também existem decomposicoes B = Uj”il B]’. eC= U]-”il e
isometrias g; : Bj > C; (para todo 1 <j <m).

Como U7, ].”il (B;nB ]’ ) € uma decomposicdo de B, podemos definir decomposi¢des
A= UAi,j eB= UBi,]' onde

Ai,]' = f_l(Bi @l B]’) e Ci,j = g(Bi N B]/)

Ademais a fungdo h;; = (f;o g;) atesta que A;; é isométrico a C;; para todo 1 <i<n,
1<j<m.

Por fim, notamos que podemos supor que todos os A; e B; sdo poligonos convexos.
Dai segue que A;; e B; ; também sédo poligonos. O

Lema 2.3. Para todo tridngulo T, existe um retingulo R tal que T iR

Demonstragio. Seja T = ABC e suponha sem perda de generalidade que CAB e ABC
sdo angulos agudos. Sejam M, N os pontos médios dos segmentos CA, BC, respecti-
vamente e seja P a projecdo do ponto C sobre o segmento AB. A figura abaixo mostra
que ABC é equidecomponivel a um retangulo.

C

A

1 B
p O

Lema 2.4. Se ABCD é um retdngulo e S é um segmento de reta, entio ABCD § A'B'C'D/,

onde A'B’ tem o mesmo comprimento que S.

Demonstragio. Seja s = |S| o comprimento do segmento S. Podemos supor sem perda
de generalidade que s < |AB| < 2s.



MEDIDAS INVARIANTES (YOSHTHARU KOHAYAKAWA) 15 DE MARCO
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Como A]DF = Aggg © AHG = Apcg, temos ABCD = AEI] [

Prova do Teorema 2.1. Seja S um segmento de comprimento s arbitrdrio. Fixe uma triangulacao
A = U} T;. Pelos Lemas 2.2 e 2.3, cada triangulo T; é equidecomponivel a um retangulo
de base s e, portanto, A é equidecomponivel a um retdngulo R4 de base s.

Analogamente, B também é equidecomponivel a um retangulo Rp de base s. Mas

como A e B tétm a mesma area devemos ter R4 = Rp. Segue que A iB (Lema 2.2). [

Exercicio 2.5. Sejam X,Y ¢ IR? poligonos. Entdo X =8 Y se, e somente se, X = Y.

3 Paradoxo de Banach-Tarski (cont)

000 Aula 4 (15 de Mar¢o) — Yoshiharu Kohayakawa 000

3.1 Medidas Invariantes

Uma medida é uma fungdo C — R, com C ¢ X, que satisfaz as seguinte propriedades:
1. ndo-negatividade: m(A) >0, para todo A €C.
2. aditividade: m(Au B) =m(A) +m(B), para todo A,BeC com AnB=g.

Aqui, consideraremos sempre o caso em que X = R" para algum 7 > 0.

Uma medida m é invariante por movimento rigido se m(A) = m(a(A)) para toda
fungdo « : R"” — R" que preserva distancia e para todo A € X tal que a(A) € X. Uma
medida m é normalizada se «(Q;,) =1, onde Q,, =[0,1]" c X e Q, €C.

Fato 3.1. Seja X = R? e C o conjunto das regides poligonais. Entdo a func¢do m :C - R
tal que m(A) = drea de A é uma medida normalizada e invariante por movimento
rigido.

A medida de Borel-Lebesgue é uma medida m : C - R sobre um conjunto C
que estende o conjunto de regides poligonais, composto pelos chamados “conjun-
tos borelianos”. A medida m assim obtida é o-aditiva isto é para qualquer sequéncia



MEDIDAS INVARIANTES (YOSHTHARU KOHAYAKAWA) 15 DE MARCO

Aq, Ay, €C de conjuntos dois-a-dois disjuntos vale que
m(JAi) =) m(A;).
i=1 i=1

Uma pergunta natural é se ndo existe uma medida c-aditiva, normalizada e inva-
riante por movimento rigido com C = P(IR?) (ou, mais genericamente com C = P(R")).
O seguinte resultado responde negativamente tal pergunta.

Teorema 3.2 (Vitali). Seja m :P(R") — R uma medida definida sobre todos os subconjuntos
de R". Se m é invariante por translagdes e m(Q,) = 1, entdo m ndo pode ser o-aditiva.

Para provar o resultado acima, precisaremos do seguinte Lema.

Lema 3.3. Existe um conjunto A c R" satisfazendo as sequintes propriedades:

1. Qp contém uma infinidade de cépias transladadas de A, duas-a-duas disjuntas.

2. R" pode ser coberto com uma quantidade enumerdvel de copias transladadas de A.

Demonstragio. Faremos o caso n = 1. Se x,y € R sdo tais que x -y € Q, dizemos que
x ~y. Ndo é dificil verificar que ~ é uma relacdo de equivaléncia sobre R. Para cada
classe de equivaléncia de ~ escolha’ um representante no intervalo [0, 3]. Definimos
A como sendo o conjunto desses representantes.

Para mostrar a propriedade (1) tomamos

AZ~=A+.L i=1,2,...
i+1
Esses conjuntos A; sdo dois-a-dois disjuntos pois se x,y € Q e x # y, entdo (A +x)n
(A+y) = @. De fato, se ze A+x e z € A+y, entdo temos, respectivamente, z—-x € A
ez-y e A. Entretanto (z-x)-(z-y) =y—-x € Q e portanto z -y e z - x pertencem a
mesma classe de equivaléncia. Segue da definicdo de A que z-y =z -x, isto é, y = x.
Para mostrar a propriedade (2), basta notar que R ¢ U,.g A +r. De fato, fixe x ¢ R
e seja xo € A, o representante da classe x em A, isto é, o elemento tal que x ~ xo. Logo
devemos ter x e A+r,comr=x-xp € Q. ]

Prova do Teorema 3.2. Suponha que exista uma medida m : P(R"”) - R como no enun-
ciado. Note que toda medida m é monétona, isto é, se X ¢ Y, entdao m(X) < m(Y) (pois
m(Y) = m(X) +m(Y \ X)). Tome A como no Lema anterior e sejam A;, Ay,--- € Qy
conjuntos transladados de A, dois-a-dois disjuntos e seja B = U;°; A; ¢ Q. Temos

im(A) _ immi) _m(B) < m(Qu) =1,

da onde segue que m(A) = 0.
Por outro lado, sejam A;, Ap,--- ¢ Qy conjuntos transladados de A, dois-a-dois
disjuntos tais que R c Ui = 1" A;. Entdo

1= m(Qu) < m(R") < m@lAi) _ im(Ai) ~0,

note que esse passo faz uso do Axioma de Escolha

7
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um absurdo. n

Perqunta: Existe medida m : P(R") - R invariante por transla¢do e normalizada no
R"? Note que o Teorema 3.2 mostra que ndo podemos exigir o-aditividade.

Banach mostrou que existe uma tal medida para os casos n =1 e n = 2. Por outro
lado, Hausdorff provou que tal medida ndo existe se n > 3. Seja S = §2 = {x e R3: | x| =

1.

Teorema 3.4 (Paradoxo de Hausdorff). Existem decomposicies S = AjuAuCye S =
Az w Ay As w Cy tais que os conjuntos A; sdo todos congruentes e C1 e Cy sio enumerduveis.

O resultado acima atesta que ndo existe medida m : P(S) - R invariante por
translagdo tal que m(S) = 1. De fato, como C; e C; sdo enumeraveis, uma tal medida
m deve satisfazer m(Cy) = m(Cy) = 0. Portanto, as decomposi¢des do Paradoxo de
Hausdorff implicam, respectivamente, que m(A;) = 3 e m(A;) = %, absurdo.

Vamos provar o resultado a seguir que, apesar de ser mais fraco que o Paradoxo de
Hausdorff, é suficiente para mostrar que ndo existe medida m : P(S) - R invariante
por translagdo tal que m(S) = 1.

Teorema 3.5. Existe A c S =52 cR3 tal que

1. Existe uma infinidade de conjuntos D1, D,,--- c S, todos congruentes a A e dois-a-dois
disjuntos.

2. Existem conjuntos A1, Ay, Az, A4, todos congruentes a A, tais que S = A1 U Ay u Az u
Ay.

000 Aula 5 (29 de Marco) — Yoshiharu Kohayakawa 000

3.2 Rota¢des em Rj

Seja SO(3) o conjunto das rotagdes sobre a origem em R3. E um fato de que SO(3)
é um grupo. Para verificar esse fato, note que uma rotagdo pode ser representada por
uma matriz ortogonal R que preserva a orientacdo dos eixos, isto é, que satisfaz a
propriedade especial® det(R) = 1.

Fixados dois elementos ¢, € SO(3), consideramos sequéncias (finitas) da forma:

PUyPPp® .- € SO(3), (1)
com ay,az, - # 0.

Lema 3.6. Suponha que ¢ e  sio rotagdes em torno dos eixos x e y (respectivamente) por um
dngulo « tal que coswa é transcendental. Entdo ¢ e 1 geram um grupo de dois geradores,
isto é, p° é a ninica expressio da forma 1 que é igual a identidade.

3.3 Prova da Versao Fraca do Paradoxo de Hausdorff (Teorema 3.5)

No que se segue, fixamos um par ¢, 1 como no Lema acima. Seja G o grupo formado
po elementos da forma 1.

2A notagdo SO vem de special orthogonal group
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Dados x,y € S, dizemos que x ~ y se existe g € G tal que y = g(x). Entdo ~ é uma
relagdo de equivaléncia cujas classes de equivaléncia sdo denominadas drbitas. Defina

C={xeS:existe x € G, x # ¢, tal que x(x) = x}

o conjunto dos pontos em S que sdo pontos fixos de algum elemento de G diferente
da identidade. Note que se x ~y e x € C, entdo y € C. De fato, se existem x,g€ G, x # e
tal que x(x) =xey=g(x), entdoy = (gxg 1) (v) e (gxg~!) # e. Logo C é uma unido de
Orbitas.

Fixe um conjunto H c S composto por um representante de cada 6rbita em S~ C.
Seja U o conjunto de elementos da forma 1 com a3 # 0. Definimos

A={x(x):xeH,xelU}.
Vamos provar as asser¢des do Teorema.
1. Tomamos D; = (") (A) paran=1,2,....
Afirmagdo 3.7. Se n # m, entdo p(") (A)nyp(M(A) =@

Demonstragio. Suponha que existe y € (M (A) n (™ (A). Entdo devem existir
X1,Xx2 € U e x1,x € H tais que y = 9" (x1(x1)) e y = p™(x2(x2)). Entdo temos
x1(x1) = P (x2(x2)), o que implica x1 = (X7 9" ™ x,)(x2). Mas como H
possui um tnica representante de cada orbita, devemos ter x7'y(") x, = ¢, isto
é, x2 =P x 1. Segue da definigdo de U que n—m =0, ou seja, n = m. O

2. Mostraremos que existe p € SO(3) tal que S= Aup(A)up 1 (A)up t(p(A)).
Afirmacdo 3.8. SN\Cc Au¢p(A).
Demonstragio. Seja y € S\ C e seja x € H tal que y ~ x. Logo existe x € G tal que

y=x(x).Se ¢ € U, entdo y € A. Por outro lado, se x = p2¢%---, entdo ¢~y e U e,
portanto, (¢~1x)(x) € A. Mas como y = ¢(¢p~1(x(x))), segue que y € p(A). O

Como C é enumerdvel, existe p € SO(3) tal que Cnp(C) = @. De fato, existe
apenas um numero enumeravel de rotagdes que ndo satisfazem tal igualdade, a
saber no maximo duas para cada par de elementos em C. Usando a afirmagdo
acima, concluimos que

p(C)cSNCcAup(A)

e, portanto, que

C=p ' (A)up (p(A)).

000 Aula 6 (05 de Abril) — Yoshiharu Kohayakawa 000

3.4 Prova do Paradoxo de Banach-Tarski

Nesta se¢do provaremos o Paradoxo de Banach-Tarski (Teorema 1.2)

Lema 3.9. Sejam X,Y ¢ R". Suponha que existam Vc XelU CY taisque Xz, UeV =, Y.
Entdo X =,,, Y.
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Demonstragido. Como X = U, existem conjuntos Xi,..., Xy e Uy,..., Uy tais que X =
Ui-‘zl X;, U= Uile U; e para todo 1 < i < k temos X; = U, isto é, existem isometrias
¢; X; - U;.

Como Y = V, existem conjuntos Yy,..., Y, e Yq,..., Y, tais que Y = L-J].”il Y]-, Y =
Uj”il Y; e para todo 1< j<m temos Y; 2 V}, isto €, existem isometrias 9;: Y; - V;.

Defina fungdes f : X - U e g:Y - V pondo f(x) = ¢;(x) para todo x € X; e
g(y) = ¢;(y) para todo y € Y;. Note que f e ¢ sdo fungdes injetoras. Pelo Teorema 1.5,
existem Aj, Ay € X e By,By € Y tais que X = Aju Ay e Y = By uB; e e satisfazendo
f(A1) =B; e g(By) = Ay. Entdo podemos escrever

k
X=A1uAy=A19g(By) =J(X;in A1) u U%(Y N By).
i=1
De maneira andloga podemos escrever

k
U (XinAq)u UYnBz
=1 ]1

Essas duas decomposicdes de X e Y atestam que X =x,,, Y. O

Prova do Teorema 1.2 (Paradoxo de Banach-Tarski). Dado x € S, definimos rx = (0,x] =
{Ax:0<A <1} como o segmento de 0 a x. Dado C ¢ S, também definimos

:Ul’x.

xeC

Sejam Aj,Ap, A3, A4 ¢ S e Dy,Dy,--- ¢ S como no Teorema 3.5. Definimos os
seguintes conjuntos disjuntos: C; = A1, C; = Ay~ Ay, C3 = A3N(A1UAp) e Cy =
AsN (AU Ayu Az). Temos S = Cq u---uCyq. Assim, supondo sem perda de generali-
dade que S é a casca esférica de By, temos a decomposicdo

4
B1 N {0} = UC;
i=1

Seja 7y : By - By uma isometria. Entdo podemos decompor By u B, em 9 partes como a
seguir:

4 4

BiuBy = (Clu{0})u tgcf Y t{v(Cf) o {7(0)}.

i= i=
Note que C; u{0} = Dj u{0}. Ademais, C; é congruente a uma parte de D) (2 <i<4)
Finalmente, (C;) é congruente a uma parte de D} , (1<i<4)e {7(0)} é congruente
a qualquer subconjunto unitdrio em Dg. Consequentemente existe V ¢ B; tal que
By uBj =9 V. Temos By =1 By c B; u B;. Segue do Lema 3.9 que By =19 B1 U By. [

E possivel generalizar o Teorema 1.2 para dimensdes maiores e para bolas com
raios distintos.

Teorema 3.10. Sejan >3 e X,Y c R" tais que X > By e Y o By, onde By e B; sio bolas de
raio positivo. Entdo X =Y. [

10
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4 Teorema de Dehn

000 Aula 7 (12 de Abril) — Marcelo Soares Campos 000

Dizemos que dois poliedros A, B ¢ IR3 sdo equidecomponiveis (no sentido geométrico)
se podemos escrever A = Aju---U Ay, para poliedros Aj,..., A, de interiores dois-a-
dois disjuntos, e B = By u---u By, para poliedros By,..., B, de interiores dois-a-dois
disjuntos, de tal forma que A; = B; para todo 1 <i < n. Neste caso escrevemos A B

Defina uma transformacgdo linear f : R - IR, onde RR é visto como espago vetorial
sobre Q, tal que f(71) =0 e f(arccos(3)) = 1. Para que a fungéo f esteja bem definida,
precisamos do lema a seguir, que mostra que 7t e arccos(}) sdo elementos linearmente
independentes nesse espago vetorial.

arccos( %)

Lema 4.1. é irracional.

Demonstragdo. Suponha que arccos(3) = 71, com m,n € Z. Aplicando a fungéo cos em
ambos os lados obtemos

1
cos(n arccos(g) =+1.
Usando a identidade

cos(nx) =n Z( Z)k%(l—ws(@)k/

temos

cos(narccos(3) nkz(:)( )k%( —g)k.

Multiplicando ambos os lados por 3":
+3" = 3" cos(n arccos( ) =n Z( D)k +k+ 1)(” y k)2k3”‘k.

Note que as parcelas 1 <k <n -1 do somatdrio acima sdo divisiveis por 3. Logo para
que valha a igualdade acima, a tltima parcela (k = n) também deve ser divisivel por
3, o que implica 3 dividir uma poténcia de 2, um absurdo. O

Seja P o conjunto de todos os poliedros em IR3. Para todo poliedro P € P definimos
E(P) como o conjunto das arestas de P. Dada uma aresta e de um poliedro, denotamos
por a, o seu dngulo diedral, isto é, o angulo entre as duas faces que definem e. Também
denotamos o comprimento de uma aresta e por |e|.

Definimos o invariante de Dehn como a seguinte funcéo:

¢:P-R
P Y felf(ae).

ecE(P)

Lema 4.2. Sejam Py e P, poliedros com interiores disjuntos tais queu P = Py u P, é também
um poliedro. Entdo

¢(P) = ¢(P1) +p(P2).

11
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Demonstragio. Considere o plano h que corta P e da origem aos poliedros P; e P,. S6
precisamos analisar os casos de arestas e; € P; e e; € P, cuja interse¢do com h é néo-
nula (as demais correspondem a arestas em P de mesmo tamanho e mesmo angulo
diedral). Tais arestas podem ser geradas de trés maneiras:

1. O plano h corta o interior de uma face de P, gerando novas arestas ey € P; e ey € P>
(cujos interiores estio contidos no interior de uma face de P). [FIGURA]

Temos le| = |ez| ae, + e, = 71. Logo
lexlf (e,) +leal f(we,) = lea|(f (ae; ) + f(aey)) = lea|f (e, +ae,) = 0.

2. O plano h intersecta uma aresta e € P em exatamente um ponto, gerando novas arestas
e1 € Py e ey € P, de tamanhos diferentes mas com o mesmo dngulo diedral [FIGURA]

Temos |e1| + |ez] = |e] e &, = ate, = ate. LOgo
lealf (e, ) +lealf (ae,) = (lea +le2]) f(ae) = le|f (ae).

3. O plano h é tal que hne = e para uma aresta e € P, gerando arestas e € Py e ey € P; de
mesmo tamanho mas com Angulos diedrais distintos. [FIGURA]

Temos |e1| = |ez| = |e] € ae, + e, = ate. LOgo
el f (e, ) + leal f (e, ) = le|f (ae; + e, ) = [e]f (ae).

]

Teorema 4.3 (Teorema de Dehn). Seja C um cubo e T um tetraedro, ambos de volumes
unitdrios. Entdo C e T ndo sdo equidecomponiveis.

Demonstragdo. Primeiro note que

¢(C)= > lelf(m/2) =0,

ecE(C)

pois f(11/2) = f(r)[2=0e

P(T)= > |e|f(arccos%) #0,

ecE(T)

uma vez que arccos 3 = 1. Logo ¢(C) # ¢(T).
Suponha que existam poliedros Aj,..., A, com interiores dois-a-dois disjuntos e
By, ..., By com interiores dois-a-dois disjuntos tais que A; = B; (1<i<n)e C=UL; A4;

12
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e T =U., B;. Entdo

=Y p(A)) (Lemma 4.2 + indugdo)
i=1
= ;4’(31') (pois A; = B;)
=¢ (6 Bi) (Lemma 4.2 + indugdo)
i=1
=¢(T),
contradizendo o fato de que ¢(C) # ¢(T). O

5 Ladrilhamento de Retangulos

o0 o Aula 8 (12 de Abril) — Bruno Cavalar 000

Teorema 5.1. Seja x um niimero irracional positivo e R c¢ R* um retdngulo de lados 1 e x.
Entdo é impossivel ladrilhar R com um niimero finito de quadrados.

Demonstragio. Consideramos IR como um espacgo vetorial V sobre Q. Temos portanto
que 1 e x sdo linearmente independentes em V.

Considere uma transformacao linear f: R - R tal que f(1)=1e f(x)=-1.5e S é
um retdngulo de lados a e b, definimos v(S) = f(a)f(b). Disto segue que v(R) =-1e
que se Q é um quadrado, entdo v(Q) > 0.

Suponha que existe um ladrilhamento de R em um ndamero finito de quadrados
Q1,Q2,...,Qy. Estenda os segmentos de reta que definem cada um dos quadrados Q;
de forma a obter um ladrilhamento de R em retangulos Ry 1, ..., Rym tais que R; j tem
base g; e altura b; (1<i<n, 1<j<m). [FIGURA]

Temos

v(R) = f(1)f(x)
i“l)f (i b])
=1 j=1

-

2. f(Rij).

Pelo mesmo argumento, todo quadrado Qy tem sua valuacdo igual a soma das valuagdes
dos retangulos R;; contidos em Qy, isto &, v(Qx) = YR Qs 0(R;;) (para todo 1 <k < 0).

13
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Mas como cada retangulo R;; estd contido em exatamente um quadrado Qy, segue
que

n om /
~1=0v(R) =3 > f(Rij) = k; 0(Qx) 20,

i=1j=1

uma contradigdo. O

6 Valuacdes nao-arquimedianas

000 Aula 9 (26 de Abril) — Bruno Cavalar 000
Seja K um corpo (geralmente tomaremos K = Q). Uma valuacdo é uma fungdo
v: K - Ryp que admite as seguintes propriedades:

i) v(0)=0;
ii) v(xy) =v(x)v(y) para todo x,y € K;
iii) v(x)+v(y) < max{v(x),v(y)} para todo x,y € K.

Note que para toda valuagdo v : K - R,y devemos ter v(1) = 1 (pois v(1) =
v(1)v(1)), v(-1) =1 (pois v(1) = v(-1)v(-1)) e, portanto, v(-a) = v(a). Além disso,
para todo 0 # a € K, temos v(a)v(a1) =v(aa~1) = v(1) = 1 e, portanto, v(a) = 1/v(a1.

Proposicao 6.1. Toda valuagio v : K - Ry satisfaz a sequinte propriedade:
iv) Sev(x) #v(y), entdo v(x+y) = max{v(x),v(y)}.

Demonstragio. Suponha sem perda de generalidade que v(y) > v(x). Temos

v(y) =v(x+y—-x) <max{v(x+vy),v(x)}.

Se max{v(x +y),v(x)} = v(x), terfamos v(y) < v(x) um absurdo. Logo max{v(x +
y),v(x)} = v(x +y) e, portanto

u(y) <v(x+y) <v(y),
da onde segue que v(y) = v(x +v). O

Proposicdo 6.2. Sejam a,by,...,b, € K tais que v(a) > v(b;) para todo 1 < i < n. Entdo
v(atby£---+by) =v(a)

Demonstragio. Segue da Proposigdo 6.2, por indugdo em n. O

Seja p um namero primo. Note que qualquer racional 0 # r € Q pode ser escrito da
forma

a
r= pkE,

coma,b,keZ,b>0emdc(a,p)=mde(b,p)=1.
Definimos a norma p-ddica |- |, : @ - R,o da seguinte forma:

1. Se 0 # r = pkf, entdo |r|, = p*.

14
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2. Ser =0, entdo |r|, = 0.
Proposigao 6.3. A norma p-ddica |-|, : Q - Ry é uma valuagdo arquimediana.

Demonstracio. Basta provar o item iii) da defini¢do de valuagdo arquimediana. Seja
r=pkf e s=p'S e suponha que k > 1. Note que |r|, = p™ > p~! =|s|,,. Temos

k-1
k8 € g k@ € | ptad +be
sl = P8 gl = P B = |
k-1
Como mdc(bd, p) = 1, entéo |~ Zj+bcp§1.Logo r+slp < p! =|slp = max{|r|y,[s|,}. O

Para o caso p = 2, temos |3, =2 > 1. E um fato que a valuagio || : @ » Ryo pode
ser estendida para o conjunto dos ntimeros reais, de forma a obter uma valuagdo
v : R - Ry satisfazendo v(%) > 1. Consideraremos essa tal valuacdo no restante
na préxima segdo. Posteriormente, mostraremos uma outra forma de se obter uma
valuacdo dos reais que satisfaz v(%) >1 (ver Teorema 6.8).

6.1 Teorema de Mosky

O objetivo desta sec¢do é provar o seguinte resultado.

Teorema 6.4. Toda disseccio do quadrado S = [0,1]? em tridngulos tem um niimero impar de
tridngulos.

A seguir consideramos uma valuagdo v : R - IR satisfazendo v(%) > 1 (ver fim
da secdo anterior) e definimos a seguinte coloracdo do plano:

c:R? > {azul, verde, vermelho}
azul , sev(x) >ov(y) e v(x)>0v(l);
(x,y) — < verde ,sev(y) >o(x)ev(y) >1;
vermelho ,se v(1) >v(y) e v(1) > v(x).

Lema 6.5. Sejam py, = (xp,Yp), pg = (Xg,Yg) € pr = (Xy,yr) pontos azul, verde e vermelho
respectivamente. Entdo

Xy Yo 1
det|x, yo 1

xp Yr 1

tem valuacdo maior ou igual a 1.

Demonstragio. Seja z = xpyo1. Temos

0(2) = v(xp)0(yg)o(1) 2 1.

Qualquer outra parcela do determinante pode ser ser escrita da forma z’ = +ABC,
com A € {xp,yp,1}, B € {xg,y4,1} e C € {x,yy,1}. Segue que v(A) < x5, v(B) < yg e
v(C) < 1. Note também que alguma dessas igualdade deve ser estrita, caso contrério as
entradas na matriz correspondentes a A, B, C estariam, todas, acima da diagonal. Logo
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v(z") =v(A)v(B)v(C) < v(z). Segue da Proposic¢do 6.2 que a valuagdo do determinante
é maior ou igual a v(z). N

Chamaremos de tridngulo arcoiris um tridngulo cujos vértices tém cores duas-a-
duas distintas.

Lema 6.6. Toda reta no plano contém pontos de no mdximo duas cores e a drea de um tridngulo
arcoiris ndo pode ser %, com n impar.
Demonstragio. Quaisquer pontos (xp,Ys), (Xg,Yg) € (Xr,yr) colineares sdo tais que o
determinante do Lema 6.5 é nulo e portanto ndo podem ter cores duas-a-duas distin-
tas.

Sejam (xp, V), (Xg,Yg) € (X;,yr) vértices (com cores azul, verde e vermelho, respec-
tivamente) de um tridngulo de area a e d o determinante do Lema 6.5. Temos

v(a) = v(%d) = v(%)v(d) >o(d) > 1.

Por outro lado, mostramos que v(%) =1 se n é impar. O

Teorema 6.7. Toda dissecgio do quadrado S = [0,1]? tem um niimero impar de tridngulos
arcoiris.

Demonstragio. Considere os segmentos formados pela dissec¢do na borda do qua-
drado. Afirmamos que hd um ntimero impar de segmentos azul-vermelho (isto é, cu-
jas extremedidades sdo coloridas, respectivamente, com as cores azul e vermelho). De
fato, como o ponto (0,1) é da cor verde, entdo as retas (0,0)(0,1) e (0,1)(1,1) nédo po-
dem ter segmentos azul-vermelho, caso contrério teriam pontos das trés cores. Além
disso, a reta (1,0)(1,1) ndo pode conter pontos vermelhos (pois v(x) = v(1) = 1). Logo
os dnicos segmentos azul-vermelho na borda de S sdo os da reta (0,0)(1,0). Como
o ponto (0,0) tem cor vermelha e o ponto (1,0), deve haver um ntiimero impar de
segmentos azul-vermelho nessa reta, caso contrdria ela teria pontos das trés cores.

Agora, note que todo tridngulo arcoiris tem um namero impar de segmentos azul-
vermelho. De fato, tais segmentos s6 podem aparecer no lado do tridngulo cujos
vértices tém cores azul e vermelho, respectivamente. Novamente, deve haver um
nimero impar de segmentos nesse lado do tridngulo, caso contrario ele conteria pon-
tos das trés cores.

Note também que todo tridngulo que ndo é arcoiris tem um ntmero par de seg-
mentos azul-vermelho. De fato, se um tridngulo néo é arcoiris, entdo ele deve ter um
ntmero par (ou zero ou dois) de lados cujos vértices tém cores azul e vermelho, res-
pectivamente. Novamente, cada um desses lados tém um ntiimero impar de segmentos
azul-vermelho, totalizando um ntimero par de tais segmentos em todo o tridngulo.

Por fim, consideramos um grafo G definido a seguir. Cada vértice de G esta as-
sociado a um tridngulo da dissec¢do de S e ha um vértice extra x associado a regidao
externa a S. Dois vértices de G sdo adjacentes se hd um segmento azul-vermelho na
fronteira de suas respectivas regides. Note que pelo o que foi discutido anteriormente,
o vértice x deve ter grau impar e os demais vértices de G de grau impar devem ser
exatamente aqueles associados a tridngulos arcoiris. O resultado segue do fato que
todo grafo tem um ntmero par de vértices de grau impar. O
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000 Aula 10 (03 de Maio) — Bruno Cavalar 000

6.2 Valuacdes em grupos abelianos
Uma tripla (G, -, <) é um grupo abeliano ordenado se
1. (G,-) é um grupo.
2. (G, <) é uma ordem total, isto é, valem as seguintes propriedades:

(@) sex<yey<x entioy=x (x,y€G);
(b) sex<yey<z entdiox <z (x,y,z¢€G);

(c) paratodo x,y € G,oux<youy<x.
3. se x,y € G sdo tais que x <y, entdo xz < yz para todo z € G.

Um exemplo de grupo abeliano ordenado é a tripla (R, -, <). Diremos apenas que G
é um grupo abeliano ordenado, quando ndo hé possibilidade de confusdo quanto a
operagdo - e a ordenagdo < que definem a tripla (G, -, <).

Dado um grupo abeliano ordenado G consideraremos o conjunto G u {0}, com
0 € G, e estendemos a operacdo - e a relacdo < da seguinte forma:

1. 0-a=a-0=0, paratodoaeG;
2. 0<g, paratodoaeG.

Seja K um corpo. Uma valoragdo nio-arquimediana em um grupo abeliano ordenado
G é uma fungéo v: K - Gu {0} satisfazendo

1. v(x) =0 se, e somente se, x = 0;
2. v(xy) = v(x)v(y) para todo x,y € K;
3. v(x+y) <max{v(x),v(y)} para todo x,y € K.
Queremos mostrar o seguinte resultado.
Teorema 6.8. Existe uma valuagio arquimediana v : R - G u {0} tal que U(%) > 1.

Dada uma valuagéo v : K - G u {0}, definimos R, = {x e K: v(x) <1} como o anel
de valuacdo de v. Note que R, é, de fato, um anel.

Lema 6.9. Um subanel préprio R de K é um anel de valuacio para algum v (em algum gripo
ordenado G) se, e somente se, K = RuR™1 (R™1 = {x~1:x e U(R)).

Demonstragdo. (=) Basta notar que se x ¢ R, entdo v(x) > 1. Logo v(x71) < 1, isto &,
x~1eR e, portanto, x = (x71)"1 e R71.

(<) Suponha que K = Ru R~1. Vamos definir um grupo ordenado G e uma valuagéo
v de forma que R = Ry. Seja U o grupo das unidades de R, isto é, o conjunto dos
elementos que tém inverso em R. Note que U é um subgrupo de K* = K« {0}.
Defina G := K*/{7. Dados dois elementos xU,yU € G fazemos xU < yU se, e
somente se, xy~! € R. Vamos mostrar que < é de fato uma ordem em G:
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1. Se xU <yU e yU < xU, entdo xy' e Reyx~! € R. Logo (xy 1)1 € R, 0 que
implica xy~! € U. Segue da defini¢do de grupo quociente que xU = yU.

2. Se xU <yU e yU < zU, entdo xy~' e R e yz1 € R. Logo xy~lyz~1 = xz7 1 € R,
isto é, xU < zU.

3. Se ndo vale xU < yU, entdo xy~! ¢ R, da onde segue que (xy~1)"! € R e,
portanto, yx~! € R, ou seja, yU < xU.

4. Se xU <yU, entdo xy~! € R. Logo (xz)(yz)~! = xzz7ly~1 € R, isto é, xz < yz.

Definimos v : K - Gu {0} fazendo v(x) = xU para todo x € K~ {0} e v(0) =
0. Temos que provar que v é de fato uma valuagdo. A primeira propriedade
segue imediatamente da defini¢do. Também temos v(xy) = (xy)U = (xU)(yU) =
v(x)v(y), o que implica a segunda propriedade. Para a terceira propriedade,
note primeiro que 1 € R. De fato, se 1 ¢ R, entdo terfamos 1 € R™! e portanto
1=1"1€R. Agora, suponha que xU e yU sejam tais que xU < yU, isto é, xy~! € R.
Entdo como
(x+y)yt=xy! +3~ €R,

€R eR

temos v(x +y) = (x +y)U < yU = v(y) = max{v(x),v(y)}.

Resta mostrar que R é o anel de valuacdo de v. Note que
xeRexleRexU<Uwv(x) <.

Portanto, de fato temos R = {x € K: v(x) < 1}.
O

Lema 6.10. Se B € R é um subanel maximal (com respeito a inclusio) satisfazendo % ¢ B,
entdo B é um anel de valuacio.

Demonstragio. Suponha por absurdo que B satisfaca as hipéteses do enunciado mas
ndo seja um anel de valuagdo. Pelo Lemma 6.9 deve existir « ¢ R\ (Bu B~1). Consi-
dere o conjunto B[a] dos polindmios em « com coeficientes em B. Temos B c B[«] e,
portanto, % € B[a], caso contrdrio B ndo seria maximal. Logo, como 1 € 2B[«], devem
existir ug, ..., Uy, € B tais que

1=2ug+2uqga + -+ 2uyma™. (2)
Analogamente, também temos 1 ¢ ZB[zx‘l] e portanto existem vy, ..., v, € B tais que
1=20vg+2v3a  +-- + 20,07 (3)

Suponha sem perda de generalidade que m e n sdo minimais nas equagdes (2) e (3) e
que m > n. Multiplicando a equacao (3) por a”, obtemos

(1-200)a™ = 201 + - + 20,00 ", (4)
Multiplicando a equacéo (2) por (1-2vj) obtemos

1=2(up(1-2vp) +vg) +2u1 (1 -2vg)a + -+ + 2up (1 - 2vy)a™ (5)
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Substituindo o termo (1 -2vp)a™ pelo lado direito da equagdo (4), obtemos uma
equacdo que contradiz a minimalidade de m. O

Lema 6.11 (Lema de Zorn). Seja (@ # P,<) um conjunto parcialmente ordenado. Suponha
que toda cadeia (A;){, de P admita um limite superior, isto é, um elemeneto U € P tal que
A; <U para todo i > 1. Entdo P tem um elemento maximal. O

Demonstragio do Teorema 6.8. O conjunto P dos subaneis de R que nao contém 3 é
parcialmente ordenado (por inclusdo). Note que P # @ pois Z € P.

Além disso, P satisfaz as hipéteses do Lema de Zorn. De fato, se By € By < ...
uma cadeia, entdo B := U;»1 B; contém % e é um subanel de R (uma vez que se x ¢ B;
y € Bj, entdo x € B; e, portanto, x+y € B; € B e xy € B; € B).

o o

Portanto existe subanel B € R maximal com % ¢ B. O resultado segue do Lemma 6.10.
O

600 Aula 11 (10 de Maio) — Arnaldo Mandel R

6.3 Valuacoes e Grupos Livres
6.3.1 Quatérnios

Seja R um dominio de integridade, isto é, um anel comunitativo em que o produto de
quaisquer elementos ndo-nulos é ndo-nulo. Suponha que car R # 2 e seja Q o corpo de
fracoes de R. Por exemplo, poderiamos tomar R=Z e Q = Q.

Dados 0 # a,b € R definimos o conjunto dos quatérnios

a,b
(%)
R
como um espaco vetorial de dimensdo quatro sobre IR dotado de uma operacado asso-
ciativa e distributiva e multiplicacdo definida como a seguir. Escrevemos os elementos

de T na forma
o+ Bi+ yjok,

onde os elementos 1,1, j, k formam uma base de T e satisfazem as seguintes identida-
des:

2=q,?=be

i
ij =k =—ji.
Temos, por exemplo,
j = j(~ji) = -2 = ~bi,
k* = ij(~ji) = —ij*i = —bi® = —ab,
kj = ijj = bi = —jk,
ik = (i) = (i*)] = ja = j(i%) = (ji)i = ~ki.

Os quatérnios de Hamilton sdo H = (_1]1'{1).
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Definimos também o conjunto dos quaternios puros como

P={Bi+yj+dk:p,v,0€R}.
Proposicdo 6.12. Se g € P, entio g° € R.

Demonstragio. Seja q = Bi +yj + dk. Temos
q° = (Bi+j+ok)?

0 0 0
= B2+ ~%b - 6%ab + (Binj+iPi) + (Bisk+57pi) + (vjdk+0ky])

= B"+y*b-5%ab e R.

Proposic¢do 6.13. Seja g = (x+ p). Entdo g% € R se, e somente se, p =0 ou a = 0.

Demonstragdo. Temos g% = (a + p)? = (a? + p?) + 2ap. Pela proposi¢do anterior, temos
que g% € R se e somente se 2ap = 0. O resultado segue da premissa de R ser um
dominio de integridade. O

Considere um elemento g =a+p € T, com &« € R e p € P. Definimos a norma de q
como
N(q) = (e +p)(a-p) = a® - p* = a® - B2a— b+ 5%ab.

Proposicdo 6.14. Seja q € T. Se N(q) é inversivel, entdo q é inverstvel.

Demonstragio. Seja q = a+p, com « € R e p € P. Se N(q) é inversivel, entdo temos
g7t = (a-p)N(g)™. O

Corolario 6.15. H é um anel de divisdo.

Demonstragdo. Em H, N(a+ i +yj+6k) = a? + % + % + 5% Logo se g # 0, entdo N(g) > 0
e, portanto, q é inversivel. O]

O centro de um anel A é definido como Z(A) = {g € A : qx = xq para todo x € A},
isto é, como o conjunto dos elementos que comutam com qualquer x € A.

Exercicio 6.16. Z(T) =R

Seja U(T) o conjunto dos elementos inversiveis de T. Denote por autT o conjunto
de automorfismos de T. Definimos a funcao

p:U(T)—autT

w e (x> w lxw).

Note que temos p(wu) = p(w)p(u) e p(w™t) = p(w)~1. Além disso, segue da defini¢do
de centro que Kerp = Z(U(T)) =U(R).

Exercicio 6.17. Para todo w € U(T), a fungdo p(w) é invariante em P, isto é, p(w)(P) ¢
P.
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Como podemos identificar P com R3, segue que para T = H, p induz elementos de
GL(3), isto é, que p(w) é uma transformacdo linear em P ~ IR3 para todo w € T. Mais
do que isso, temos que p induz elementos em SO(3). De fato, note que

lp(@)(x)]? = N(p(w)(x)) = ~(p(w)(x))* = p(w)(-x*) = p(w)(N(x)) = N(x) = [

6.3.2 Grupos livres

Em um grupo, dizemos que um par (u,v) é livre se (u,v) é livre gerado por u e v.
Dizemos que (u,v) é livre médulo centro se u,v é livre em G/ Z(G)-
Dizemos que (g, 1) é semilivre médulo centro se

1. §" ¢ Z(G) para todo n e Z ~ {0};
2. h¢ Z(G), i2 e Z(G); e

3. ndo existem inteiros ndo-nulos ny, ..., 1y tais que

g"hg™h---g"h e Z(G).

Proposicdo 6.18. Se (g,h) é semilivre modulo centro, entdo (g, hgh) é livre. O

Lema 6.19 (Lema do Ping Pong). Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X. Sejam
¢,h € G, com h? € Z. Suponha que existam X1, X, ¢ X tais que

1. X1,X0#@;
2. X1nXp =@
3. Z(G)- X1 € X1 e Z(G) - X5 € X».
Se h(X7) € X; e §"(Xp) € Xy para todo inteiro n (), entdo (g, h) é semilivre médulo centro.

Demonstragio. Suponha por absurdo que existam inteiros 1y, ..., 1, ndo-nulos tais que
w:=g"hg"h---hg"*h € Z(G).

Seja x um elemento arbitrdrio em X,. Como w € Z(G), temos por hipdtese que w - x ¢
Xj. Por outro lado, como w = gwg~!, segue das hipéteses h(X71) ¢ Xp e ¢"(X2) € X3
que w-x € X1, um absurdo. O

Teorema 6.20. Seja R um dominio de integridade com car R # 2 e corpo de fragdes Q. Sejam
0#a,b,a, B e R. Suponha que exista uma valuagiio ndo-arquimediana v em R[i](~ R[\/a]) tal

quev(a) =v)b) =v(B) =1ev(l+ai) # v(1-ai). Entdo (1+ai, 1+ Bj) é semilivre em (”Qh).

Demonstragio. Seja F = R+Rie T = (”éb). Temos T = F + Fj, pois (a+ i) + (7 +di)j =
a+ Bi+yj+ k. Seja G = U(T) um grupo agindo sobre X = T com g-x = xg. Tome

Xp={x+yjv(x) =v(y); e Xop={x+yj:v(x)#v(y)}
Considere x +yj € X;. Temos
(x+y)) (T +ai)" =x(1+ai)" +y(1-ai)"].

21



Harry ENDING THEOREM (MARCELO TADEU SALES) 17 DE MAIO

Como v(x(1+ai)") = v(x)v(1+wai)" e v(y(1-ai)") = v(y)v(l -ai)", segue que (x +
yj)(1+ai)" € X,. Para podermos aplicar o Lema do Ping Pong, falta mostrar que
(x+yj)(i+Bj) € X;. De fato, temos

(x+yj)(i+Bj) = (ix+bPy) + (Bx - iy)j

Como v(ix) = v(x) # v(y) = v(By), segue que v(ix +bpy) = max{v(x),v(y)}. Analo-
gamente, também temos v(Bx —iy) = max{v(x),v(y)}, o que implica (x +yj)(i+ Bj) €
Xj. O

7 Happy Ending Theorem

000 Aula 12 (17 de Maio) — Marcelo Tadeu Sales 000
Seja ES(n) o nimero minimo de pontos no plano em posigdo geral (isto é, trés-a-
trés ndo colineares) tal que é garantida a existéncia de um subconjunto de n pontos
que formam um n-4gono convexo.
Erdés e Szekeres provaram (1935) que
2n - 4) 4n

ES(n)s(n_2 +1mﬁ

e conjecturaram que ES(n) = 272 + 1. Em 1961, Erd6s e Szekeres (1961) construiram

exemplos que mostram que
ES(n) >2"2 +1.

Veremos aqui uma prova recente que mostra que ES(n) < 2+0(1)

Teorema 7.1 (Andrew Suk, 2016).

4/5

ES(n) > 2"+2n

7.1 Preliminares

Sejam py = (x1,Y1),..., Pk = (Xx, Yx) pontos no plano e suponha que xj < x < -+ < Xy
(note que para qualquer conjunto de pontos em posicdo geral sempre podemos fixar
um sistema de coordenadas tal que suas abscissas sejam todas distintas). Dizemos
que {p1,p2, ..., px; formam um k-cap se a linha poligonal p1p; ... py for concava, isto
é, se tg(p1, p2) > tg(p2, p3) > -+ > tg(pr-1, px) onde tg(p;, p;) = z;_yi

De maneira andloga, dizemos que {p1, p2..., px} formam um k-cup se a linha poli-
gonal pipy ... px for convexa, isto é, se tg(p1, p2) < tg(p2, p3) <--- <tg(px_1, Px)-

Teorema 7.2 (Caps e Cups). Seja f(k,1) o niimero minimo de pontos do plano em posigio
geral tal que é garantido a existéncia ou de um k-cup ou de um I-cap. Entio

Flk1) = (k;ff) i1,

Demonstragido. Vamos provar apenas a desigualdade f(k,I) < (k]ﬂ;}) +1, por indugdo

em k+1[. Se k = 2, entdo quaisquer dois pontos determinam um k-cap. Logo f(k,2) =
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2< (162) +1. Da mesma forma, temos f(2,1) =2 < (kaz) 1
Para o passo da indugdo, vamos mostrar que

FU ) < flk=1,1)+ f(k,1-1) - 1.

Sejan = f(k-1,1)+ f(k,I-1) -1 e sejam pj,..., pn pontos ordenados pela abscissa.
Coloque m = f(k—1,1) e considere os seguintes conjuntos de m pontos

ul = {Plr- . -sz—lrpm}
Uz ={p1,-- s Pm-1, Pms1}
US = {plz- - s Pm-1, pm+2}

Ug(i-1y = (P Pm1,Pn}

Se algum deles contiver um I-cap, ndo hd nada a fazer. Suponha entdo que cada U;
contém um conjuto de pontos U; = {u},uf,...,u;"l} (ordenados pela abscissa) que
formam um (I -1)-cup. Seja Y = {u]{‘l, e, ”fle%,l—l)} o conjunto formado pelos tltimos
pontos de cada um desses (k —1)-cups. Se Y contiver um k-cup ndo ha nada a fazer.
Suponha que Y contém um (I - 1)-cap A. Sejam uf! e u5"! o primeiro e o segundo
ponto de A com menor abscissa, respectivamente.

Se tg(uf1,uk"1) > tg(uk=2,uk1), entdo U, uul~! forma um k-cup. Caso contrério

A uuk? forma um I-cup. Segue, usando a hipétese de inducio, que

k+I1-5\ (k+I-5 k+1-4
f(k,l)gf(k—1,1)+f(l,k—1)+1é( k_3 )*( k-2 )*13( k-2 )
como desejado. -

Seja H = ([n], ([g])) o hipergrafo 3-uniforme completo cujo conjunto de vértices é

[n]. Dizemos que uma 2-coloracéo c : ([g]) — {0,1} das arestas de H é transitiva se
para todo iy < ip < i3 <i4 € [n] vale que

se c({i1,ip,i3}) = c({ip, i3,i4}), entdo {iy,...,is} € monocromatico,
isto é, todas as triplas em {iy,...,i4} tém a mesma cor.

Teorema 7.3. Seja g(k,1) o niimero minimo de vértices em um hipergrafo 3-uniforme com-
pleto com uma 2-coloragio transitiva de forma a garantir a existéncia de um k-clique da cor 0
ou um I-clique da for 1. Entdo g(k,1) = f(k,1).

Demonstragio. Para mostrar que f(k,I) < g(k,I) considere um conjunto de n = g(k,!)
pontos no plano e construa um hipergrafo completo onde cada tripla é colorida com
a cor 0 ou 1 se formar um cup ou um cap, respectivamente. Agora basta notar que
essa coloracdo é transitiva.

Mostraremos, entdo, que g(k,!) < f(k,1). Novamente, mostramos por indugdo que
(k1) < (k;if) +1. A afirmacdo é vacuamente verdadeira para k = 2 ou [ - 2. Para
o passo de indugdo, mostraremos que g(k,I) < g(k-1,1)+g(k,I-1) - 1. Ponha m =
g(k-1,1) e considere os conjuntos X; = {1,2...,m-1,m+i-1},parai=1,...,9(k1-
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1). Suponha que nenhum deles contenha um [ clique da cor 1. Entdo cada X; deve
conter um subconjunto U; = {u},...,u i.‘*l} que forma um clique da cor 0. Seja Y =

{u} k= 1} 811 Se ¥ nao contiver um k-clique da cor 0, entdo Y deve conter um conjunto

A que forma um (I - 1)-clique da cor 0. Sejam uf~1 < u5~1 0s dois menores elementos
de A.
Suponha que c(u u’,‘ Luk=1) = 0. Fixe i < j < k-2. Como c(ur, =1y =

devemos ter c(ur, k=1 4k 1) = O, por tran51t1V1dade Como c(ur,ur, ; 1) = O, tambem
segue da transitividade que c(ui, u}, uf1) = 0. Logo U, uuk~! é um clique da cor 0. Por

outro lado, se c(uf2, uk"1, uk"1) =1 podemos usar a transitividade de maneira andloga
para mostrar que A uuf~! é um clique da cor 1. O

Dado um n-dgono X = {x1,...,x,} no plano definimos o suporte de X como a
colecao de regides C = {T1,...,T,}, onde T; é a regido externa ao n-dgono definida
pelas retas (x;_1,x;) e (Xi1, Xi42)-

figura: num pentdgono regular as regides sdo tridngulos. Num tridngulo, sdo
regides ilimitadas

Dado um conjunto X de pontos no plano, dizemos que X é um ¢, quando os
pontos de X formam ou um cup ou um cap. Se |X| = k, dizemos que X é um k-cf.

A seguir mostraremos que todo conjunto suficientemente grande de pontos do
plano contém um k-cip tal que todas as regides de seu suporte contém uma fragdo
significativa do conjunto original de pontos.

Lema 7.4. Sejam k > 3 e P um conjunto finito de pontos no plano em posigio geral tal que
|P| > 4k. Entio existe um conjunto X ¢ P tal que X é um k-cify e as regives Ty, ..., Ty do
suporte de X satisfazem

P
|TiﬂP| 2 W

Demonstragido. Vamos estimar o ntimero y de 4k-§f}gs em P. Para isso contamos o

nimero de pares da forma (Z,S), onde Z é um 4k—§3}13 e S é um conjunto de 44
pontos de P que contém Z. Por um lado, o ntimero de tais pares é igual a

n -4k
44 — 4k )7
uma vez existem exatamente ( 44%") conjuntos de 4% pontos que contém um dado k-

cup Z. Por outro lado, como qualquer conjunto de f(4k,4k) pontos contém um 4k-cih
e

4k -2

o ndamero de pares da forma (Z,S) é, no minimo, ( 4’Zk). Concluimos que

(4) ()

Y= 7maey T ey
— 4
(44’<—4k) ( ak )
Dizemos que um conjunto W de 2k-pontos intercala com um 4k-§3§ Z={x1,x3,..., X4}
se W= {x1,x3,..., X491 ouse W= {xp,x4,...,Xg}. Vamos contar o nimero de pares

F(4k, 4K) < (8k - 4) +1 <28k - 49k
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(W,Z), onde Z é um 4k—§3§ e W é um conjunto de 2k-pontos que intercala Z. Temos

(41)
%)

th #(W,Z) > 2y > 22

onde ty é o nimero de 4k-cip que W intercala. Logo deve existir W satisfazendo

. 2(41)
(%) ()
2n(n-1)-+(n -4k +1)(2k)! >2(2k)'(n—4k)2k
T (ADn(n-1)(n-2k+1)(4k) (A)(4k)!

(n—-4k)2k  p2k 2k
(44k)4k > 22kn32k? > 233k

Suponha sem perda de generalidade que W é um cap. Sejam T, ..., Ty as regides do
suporte de W e defina b; = |T; n P| para todo i = 1...2k. Temos

2k 2%
033k2 = H bi-

Sejam iy, . .. iy, indices tais que b;, < b;, <--- <b;, . Defina a = b; . Como

2k

1_{ bi = (bl blk)(blkJrl lzk) < “knk/
1=

obtemos
n? n n
isto é, &« > ——

an > 53 233k’ 233k 240k'

Concluimos que cada uma das regides Tik+1' .. lzk' que estdo no suporte de W,
contém pelo menos 1/(240%) pontos de P. Para Conclulr a demonstracdo, basta con-
siderar o k-cap X = {w;_,,...,w;, }, uma vez que cada regido desse k-cap contém

alguma das regides T;,, ..., Tj,- H

Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e finito. Dizemos que uma sequéncia
(a1,...,a;) de elementos de P é uma cadeia se ay < ap < --- < a;. Dizemos que um con-
junto A = {ay,...,a} € P é uma anticadeia se para todo 4; £ a; todo 1<i,j <k.

Dada uma anticadeia A e uma particdo C = {Cy,...,C;} de P em cadeias, entdo
devemos ter |A| < |C|, uma vez que cada C; pode conter no mdximo um elemento de
A. Segue, em particular, que o tamanho de uma anticadeia em P de tamanho maximo
é menor ou igual ao tamanho de uma parti¢do em cadeias de P de tamanho minimo.
Usaremos o resultado a seguir, que afirma que, nesse caso, vale a igualdade.

Teorema 7.5 (Teorema de Dilworth). Seja (P,<) um conjunto parcialmente ordenado e
finito. O niimero mdximo de elementos em uma anticadeia de P é iqual ao niimero minimo de
cadeias em uma partigdo de P em cadeias. O

Corolario 7.6. Sejam a,b > 0 tais que |P| = ab. Entdo P contém ou uma anticadeia de tamanho
pelo menos a, ou uma cadeia de tamanho pelo menos b.
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Demonstragido. Suponha que o niimero maximo de elementos em uma anticadeia seja
s < a. Pelo Teorema de Dilworth, existe uma parti¢do de P em s cadeias. Logo, alguma
delas deve conter pelo menos |P|/s > b elementos. O

7.2  Demonstracao do Teorema 7.1

Considere um conjunto P de pontos em posicdo geral no plano de cardinalidade

|IP| = N = pn+2n'lS, Aplicamos o Lema 7.4 com k = t+3, onde t = \/n para obter um
conjunto (t+ 3)-535 X com suporte {Ty, ..., T;.3} satisfazendo

N N

|TiﬂP|ZW2W.

A seguir, assumiremos que X é um (f +3)-cap. O prova para o caso em que X é um
(t +3)-cup serd andloga.

Para todo 1 <i < (t+3), seja P; = T; n P. Definimos uma ordem parcial em P; da
seguinte forma: dados dois pontos p # g € P;, fazemos

p < g se, e somente se, g € conv(p,Xj_1,X;:2),

isto é, p < g se g pertence ao tridngulo cujos vértices sdo p, x;_1 e x;,». Note que p e g
sdo compardaveis se, e somente se, a reta (p,q) intersecta a reta r; = (x;_1, Xjy2).
. 1o s )
Seja a = n~5. Dizemos que uma regido P; é

e do tipo A se P; contém uma anticadeia de tamanho pelo menos |P;|%; ou
e do tipo B se P; contém uma cadeia de tamanho pelo menos |P;|1 2.

Pelo Corolério 7.6 toda regido é ou do tipo A ou do tipo B. Note que existem ou v/t
regides do tipo A ou /t regides consectutivas do tipo B (de fato, considere /t conjun-
tos disjuntos de \/t regides consectutivas: se nenhum deles for composto apenas de
regides do tipo B, devemos ter pelo menos uma regiao do tipo A para cada um desses
conjuntos). Analisaremos esses dois casos separadamente.

e Caso 1: Existem pelo menos \/t regides do tipo A. Como hd pelo menos /t regides
do tipo A, podemos escolher um conjunto de s = 31/t = 3n'/* regives P , ..., P;,
duas-a-duas ndo consecutivas do tipo A. Note que P; contém uma anticadeia
Aj,_de tamanho

/
N n
Ail 2 P> () =2

3/4

n*3 421315 501,310

3/4

> p2nteanign (211)2”3/4 > (n+2ni —4)2"

3
2ni -4
> (n;n;_z )+1 :f(n,Zn%).

3
Logo, em cada P;, deve haver ou um n-cup ou um 2n4-cap formado por pontos
em uma anticadeia. Se algum P;, contiver contiver um n-cup, ndo ha nada a ser

. ~ . 3
feito. Suponha entdo que cada P;, contém um 2n4-cap compostos por pontos em
uma anticadeia. Afirmamos que U;_; P;, é um n-cap. De fato,
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e Caso 2: Existe pelo menos \/t regides consectutivas do tipo B. Suponha sem perda
de generalidade que P, ..., P ; sdo regides consectutivas do tipo B. Para cada
inteiro 1 < i < \/t, fixamos uma cadeia de pontos Q; de tamanho pelo menos
|P|1=%. Dizemos que um conjunto de pontos A ¢ Q; é convexo a direita, se AU
{x;} forma um poligono convexo; ou convexo a esqueda, se Au{x;,1} forma um
poligono convexo.

Afirmacio 7.7. Para todo 1 < i < \/t, a cadeia Q; contém ou um (n— (i - 1)n%)—
conjunto de pontos convexo a direita ou um (in%)—conjunto de pontos convexo a es-
querda.

Demonstragdo. Associe cada tripla {p;,, pi,, pi,} € Q; a cor 0, se ela for uma tripla a
esquerda ou a cor 1, se for uma tripla a direita. Note que toda tripla é associada a
alguma cor e que a coloragdo assim definida é transitiva. Segue do Teorema 7.3,
que se |Q;| > g(k,1), entdo Q; ou contém um k-conjunto de pontos convexo a
direita ou um [-conjunto convexo a esquerda. Como para quaisquer inteiros

k,I >0 temos

g(k,1) = (k;:‘L) +1 < 2kid g <ok

P 3/4 ) < .
é suficiente mostrar que |Q;| > 2"*"" . Mas como P; é uma regido do tipo B temos

Qi = [P

1
N 1-n5

= 250t
— (2n+2n4/5750n1/2)17n_1/5 _

- 2n+2n4/5 50125 _213/5 4 501,3/10

_ 2n+n4/5+o(n4/5)

3/4
7

> 2n+n

como desejado. O

Afirmacao 7.8. Seja E um conjunto de pontos convexo a esquerda em uma regido P;
do tipo B e e D um conjunto de pontos convexo a direita em uma regido P;,q do tipo B.
Entdo E u D forma um poligono convexo.

Demonstragio. Seja U = Eu D. Para mostrar que U forma um poligono convexo,
basta mostrar que quaisquer quatro pontos formam uma quadrilatero convexo
(de fato, se U ndo for convexo, entdo deve haver algum ponto no interior de um
tridangulo de uma tridngulagdo do casco convexo de U).

Sejam p1, p2, p3, pa € U. Suponha que p1,p2 € E e p3,ps € D. Como p; e p; estdo
em uma cadeia, a reta (p;,p2) ndo pode cruzar a regido P;,1. Analogamente
(p3, pa) ndo cruza a regido P;. Logo p1, p2, p3, p4 formam um quadrildtero con-
vexo. Agora suponha que p1,p2,p3 € E e ps € D. Como py, p2, p3 estdo em uma
cadeia, os pontos x;,1 e ps devem estar na mesma regido definida pelas retas
(p1,p2), (P2, p3), (p1, p3). Portanto, como p1, p2, p3, Xi4+1 formam um quadrildtero
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convexo, 0 mesmo deve ser verdade para os pontos py, p2, p3, p4. Os demais casos
seguem por simetria. [

Suponha que Q; ndo possua um n-conjunto convexo a direita e que Q ; néo
possui um \/tp = n-conjunto de pontos convexo a esquerda (nesses casos nao ha
nada a provar). Segue da Afirmagdo 7.7 que existe i tal que Q; possui um ip-
conjunto convexo a esquerda e Q;,1 possui um n - ip conjunto convexo a direita.
Esses dois conjuntos de pontos formam um n-d4gono convexo.

8 Flag Algebra

000 Aula 13 (31 de Maio) — Fernando Mario de Oliveira Filho 000

8.1 [Exemplo: Teorema de Mantel

Teorema 8.1 (Mantel 1910). Todo grafo livre de tridngulos de tamanho n tem no mdximo
|n2/4] arestas.

Assintoticamente, o Teorema de Mantel afirma que todo grafo livre de tridngulos
tem densidade de arestas no maximo % Nesta secdo, veremos uma demonstracao
dessa versdo assintética do Teorema de Mantel que usa técnicas que estdo por trds da
teoria de Flag Algebras para grafos.

Seja p(F;G) a probabilidade de um conjunto U ¢ V(G), de cardinalidade |U| = |F|,
escolhido uniformemente ao acaso ser tal que G[U] = F, isto é, tal que o grafo induzido
por U é isomorfo a F. Em outras palavras temos

p(F;G) = (l‘%')_lC(F;G),

onde c(F;G) é o ntimero de cdpias homomorficas (ndo-rotuladas) de F em G. Temos,

por exemplo, c(0—o, (&) =(3) =3.

Seja H uma colecao de grafos proibidos. Dizemos que G é H-livre se G ndo possui
subgrafo induzido isomorfo a H, isto é, se p(F,G) =0 para todo F € H.

Fixe um grafo C. Definimos

ex(C,H) = sup lim p(C;Gy),
(Gi)kso ¥

onde o supremo é tomado sobre todas as sequéncias (Gy)x»( crescentes (dizemos que
uma sequéncias (Gy)kso € crescente se (|Gk|)is0 € crescente) de grafos H-livres. Nessa
linguagem, podemos enunciar o Teorema de Mantel da seguinte forma.

Teorema 8.2 (Teorema de Mantel, versao assintética).

ex(o—0, { A ) < %

Fixe uma familia H# de grafos e seja G o conjunto de todos os grafos (a menos
de isomorfismos) H-livres. Dizemos que uma sequéncia (G )0 é convergente se para
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todo F € G existe limy_, ., p(F; Gy).
Proposicao 8.3. Toda sequéncia crescente (Gy)yso possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragio. Como p(F;G) € [0,1], podemos identificar a func¢do &x : F — p(F,Gy)
com um ponto do espago [0,1]9. Mas como [0,1] é um espago compacto, segue do
Teorema de Tychonoff que [0,1]9 é compacto. Portanto, toda sequéncia (&) nesse
espago contém uma subsequéncia convergente. O

Dizemos que ¢ : G — R é um funcional limite se existe uma sequéncia conver-
gente (Gy)iso tal que ¢(F) = limy_, p(F;Gy) para todo F € G. Defina & = {¢ :
¢ é funcional limite}. Note que podemos rescrever ex(C,H) como

ex(C, H) = sup{(C) : ¢ € P}.

Logo, uma maneira de se obter uma cota superior para ex(C, ) consiste em computar
sup{¢(C) : ¢ € '} para algum ' 2 P.

Demonstragio do Teorema 8.2 (Razborov, Bondy). Fixe H = { (&} Seja G um grafo #-
livre. Toda aresta de G pertence a |G| -2 subgrafos de G de trés vértices. Portanto,
temos

c(4% G) +2c( R G) = (IG]-2)c(0—0; G).

Dividindo a equagdo acima por (|3|), obtemos

(5% G) +2p( L\, G) =3p(0—0;G).

Logo, todo ¢ € ® satisfaz

P(7) +20( L) =3¢(0—0). 6)

A seguir obteremos outra condicdo que deve ser satisfeita por qualquer ¢ € ®. Para
isso, precisaremos estender a definicdo de p(F;G) para grafos que possuem alguns
vértices rotulados.

Seja F e G grafos contendo, respectivamente, vértices v, € V(F) e wy € V(G) com
rétulo 1 (os demais vértices de F e G ndo sdo rotulados). Definimos p(F;G) como a
probabilidade de um conjunto U ¢ V(G) \ {w;}, de cardinalidade |U| = |F| -1, esco-
lhido uniformemente ao acaso, ser tal que G[U u{w,}] ~ F (isto é, se ha um isomor-
fismo de ¢ de grafos entre G[U u{w}] e F satisfazendo ¢(w1) = v1).

Seja G é um grafo H-livre e v € V(G). Definimos G? como o grafo isomorfo a G
com rétulo 1 em v. Por exemplo, se G = Of\o e v é o vértice de grau dois de G, entdo

G = A
Usaremos tais defini¢des para estimar p( O}X),G) Note que para todo v € V(G),

cada par de vértices na vizinhanga de v forma (junto com v) uma cépia de A em G.
Logo, temos

P(AC) - (Iéﬂ)‘l UEZG (d(zv)) ) (|G|)

-1

o(I1-1y_ 3 :
A7) g B e
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Agora afirmamos que se |G| — oo, entdo p( A, G?) - p(e—o, G¥)?. De fato, basta notar

que jjjp( O/o\), G?) é a probabilidade de dois vértices distintos (escolhidos ao acaso) se-
rem vizinhos de v, enquanto p(e—o, G¥)? é a probabilidade de dois vértices escolhidos
de forma independente serem vizinhos de v.

Seja ¢ um funcional limite associado a uma sequéncia (Gy )0 de grafos. Temos

9() = lim p( A, Gp) = lim ﬁ >, (L G) = lim @ >, p(e—0;G})*.

veGy veGy

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Swartz na tltima soma da equagdo acima, ob-
temos

2
oL 2 lim s ( >, p(o—o; Gié)) .
veGy,
Note que Yo p(0—0; G}) = p(0—0; Gy )|Gk|, uma vez que p(e—o; G})|G{ - 1| = Zvec;;—l d(v) =
2p(o—o; G)('sz |). Substituindo essa igualdade na inequagdo anterior, obtemos ¢( (f\)) >
limy_, ., 3p(0—o0; Gx)?, ou seja,

P(S}) = 3¢p(0—0)2. 7)

Como todo ¢ € @ deve satisfazer as condigdes (6) e (7), o valor 6timo do seguinte
programa semidefinido é um limitante superior para ex(o—o, { (&}) = sup{¢(o0—o0) :

¢ e D}

max ¢(0—o)

sa. ¢(5%) + 20( ) = 3p(o—o); (6)
() 2 3p(0—0)%
¢ €[0,1]9

Note que qualquer solugdo dual do programa semidefinido acima fornece cotas supe-
riores para ex(0—o, { (&}) Em particular, fazendo 2-(7) - (6), obtemos a desigualdade

0< (5%, < 3¢(0—0) - 69 (0—0)?,

da onde segue que 2¢(0—0)? < p(0—0), isto &, que p(0—0) < %, como desejado. O

000 Aula 14 (07 de Junho) — Fernando Mario de Oliveira Filho 000

8.2 Defini¢des iniciais
Fixe uma familia H de grafos proibidos e seja G o conjunto de grafos H-livres.

Um tipo de tamanho k é um grafo em G com vértices em [k]. Dado um tipo ¢
de tamanho k e F € G, definimos uma imersio de ¢ em F como uma fungdo injetora
6 :[k] - V(F) que define um isomorfismo entre os grafos o e F[Img¥6].

Uma o-flag é um par (F,0) onde F € G é um grafo e  é uma imersdo de ¢ em
F. Por simplicidade, as vezes omitimos a imersdo 0 e dizemos apenas que F é uma
o-flag. Duas o-flags (Fy,61) e (F, 02) sdo isomorfas se existe um isomorfismo ¢ entre F;
e F, tal que ¢(01(7)) = ¢(i) para todo 1 < i <|o|. No que se segue, faremos j
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O conjunto de todas as c-flags de tamanho n serd denotado por F;. Também
definidmos F7 = U5 75/ como o conjunto de todas as o-flags.
Dadas o-flags Fy, ..., F; e um inteiro n, dizemos que Fy, ..., F; cabem em n se

t
n=lo| 2 ) (Il - o).
i=1

Também dizemos que Fj, ..., F; cabem em uma o-flag G se Fy,. .., F; cabem em |G|.
Sejam Fy,..., F,Ge F9 tais que Fy, ..., F; cabem em G, definimos

p(Fl,. . .,Ft}G) = IP(PZ s G[UZ uImgG]),

onde 6 é a imersdo de ¢ e onde Uj,...,U; ¢ V(G) \ Img# sdo conjuntos dois-a-dois
disjuntos, de cardinalidade |U;| = |Fj| - |0, escolhidos uniformemente ao acaso.

Teorema 8.4 (Regra da Cadeia). Sejam Fy,...,F;,G € FY tais que Fy,..., F; cabem em
G. Seja n um inteiro tal que para todo 1 < s < t, vale que Fy,...,Fs cabem em n e que
Fsi1,...,F, H cabem em G, onde H é uma o-flag de tamanho n. Entdo

p(Fl,...,Ft,'G)= Z p(Pl,...,PS;F’)p(F’,FS+1,...,Pt,'G). OJ
FleFy

O proximo resultado mostra que p(Fy, F»; G) estd arbitrariamente préximo de p(F;; G)p(F; G)
para o-flags G de tamanho suficientemente grande.

Teorema 8.5. Para todo Fi, F, € F7, existe f(n) = O(%) tal que se F;, F, cabem em G entdo

lp(F1, F5;G) - p(F1;G)p(F; G)| < f(IG]). O

8.3 Flag Algebra

Uma sequéncia de o-flags (Ax)ks0 € convergente se para todo F € F7 existe limy_, ., p(F; Ag).
Seja
RF7={f:F" ->R:|sup f| < oo}.
o espago vetorial sobre R das fun¢des de 77 — IR com suporte finito. Representaremos
um elemento f € RF? como uma soma formal (finita) da forma Y p. 7 f(F)F.

Um funcional linear é qualquer fungdo linear ¢ : R — IR. Um funcional linear ¢ é
um funcional limite se para toda sequéncia convergente de o-flags (Ag)xso, temos

#(F) = lim p(F; Ay),

para todo F € F7. Note que como F7 é uma base de RF“ (como espaco linear sobre
R), um funcional linear é completamente determinado pela sequéncia convergente
(Ak)k0-

Como consequéncia da Regra da Cadeia, certos elementos de 77 devem ter a
mesma imagem em R para qualquer funcional limite ¢. Mais especificamente, temos
o seguinte resultado.
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Proposicao 8.6. Sejam F ¢ F7 uma flag e ¢ : RF? — R um funcional limite. Para todo
n > |F| temos:

4><F>=4>( 2 p(F;F'>F’).
FleFy

Demonstracio. Seja (Ax)r-o uma sequéncia convergente que determina o funcional
limite ¢. Temos

fP( 2, P(F;F’)F’)= >, p(EE)¢(F')
FleFy FleFg
= . p(EF) lim p(F'; Ay)
FleF§ -
=lim Y p(F;F)p(F;Ax)
TOFeFg

= I}im p(F; Ax)
= ¢(F).
0

A seguir, iremos considerar o espago vetorial .47 obtido (a partir de RF7) ao iden-
tificarmos quaisquer elementos que, por consequéncia da Proposicdo 8.6, devem ter a
mesma imagem para qualquer funcional limite.

Mais formalmente, definimos o espaco linear

Ko ={{F= ¥ p(F;F')F':FeF,n>|F|}).
FleFy

Note que para todo funcional linear ¢, a Proposigdo 8.6 implica K ¢ Ker¢. Agora
consideramos o espago A7 := RF7/xe, obtido fazendo o quociente de RF“ por K.
Dado F € RF? denotaremos o elemento (F + K7) € RF’/xo apenas por F, de forma a
simplificar a notagdo.

Seja ¢ : RF? - R um funcional limite. Como K ¢ Ker ¢, entdo ¢ é [pode ser
estendido a] um funcional limite em A’.

Definiremos, a seguir, uma operacao bilinear de multiplicagdo - : A7 x A7 - A7 de
forma a obter uma élgebra (\A7,-). Dadas duas flags F, F, € 77, definimos

F-F= % p(F, F;F)F e A°.
FeFy]

onde n é um inteiro arbitrario tal que F; e F, cabem em n. Nao ¢é dificil mostrar que
esse produto estd bem definido em A7, isto é, independe da escolha de n. De fato,
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dados inteiros n > m tais que F; e F, cabem em, ambos, n e m, temos

>, p(FLEyH)H= ), P(FLFZ}H)( 3 p(H;P)F)

HeFy, HeFy, FeFy

= > F ) p(F,F;H)p(H;F)
FeF] HeFy,

= Z p(Fl,Fz,'F)F.
FeFy

Uma vez definida a operacéo - para flags, podemos estendé-la bilinearmente para uma
operagdo - : RF7 x RF7 — A?. O resultado a seguir mostra que a extensdo natural de -
para uma operagdo em A7 x A7 - A7 também estd bem definida.

Proposicao 8.7. Seja f € K7 e g e RFY. Entdo f-g=0¢€ A°.

Demonstragio. Vamos considerar o caso particular em que existem F,G € F7 e inteiro
m tais que f = F - Yppe p(F; F')F' e ¢ = G. Temos

f-g=F-G- ) p(EF)(F-G)

FleFy,
=F-G- > p(F;F) > p(F,GHH
FleFg, HeFyg
=F-G- ) p(F,G;H)H=0.
HeF},
O caso geral segue por linearidade. O

Logo - é um produto comutativo em A?. A dlgebra (A7, ) serd denotada apenas

por A°.
Proposicao 8.8. O elemento neutro de A7 é o € A.

Demonstragio. Basta provar que para toda flag F € F;] temos F - ¢ = F. De fato,

F-o= % p(Fo;HH= ) p(F;HH=F.
HeF? HeF?

n+l1 n+l

]

Seja Hom(A?,R) o conjunto de homomorfismos ¢ : A -~ R e Hom" (A%, R) o
conjunto de homomorfismos ¢ : A” — R tais que ¢(F) > 0 para todo F € F7.

Proposi¢do 8.9. Se ¢ : A - R é um funcional limite, entdo ¢ ¢ Hom" (A7, R).

Demonstragio. Seja (Ag)rs0 uma sequéncia convergente tal que ¢(F) = limy_ ., p(F; Ax) >
0 para todo F € 7. Basta mostrar que ¢ é homomorfismo.

° 47(0) = limy_, o P(U', Ak) =1.
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e Paratodo F,G e F¢,

¢(F-G) =4>( >, p(F, G,-H>H)

HeFy

= >, p(F,GH)¢(H)

HeF]

= . p(F,G;H) lim p(H; Ay)
HeFg e

=lim ) p(F,G;H)p(H; Ay)
koo HeFg

= ;}E?o p(F,G; Ax)

= lim p(F; A)p(G; A) + O(1/k)
= lim p(F; Ay) lim p(G; Ay)

= p(F)¢(G).

O Teorema a seguir mostra que vale a reciproca da Proposicao 8.9.

Teorema 8.10. Uma funcio ¢ : A - R é um funcional limite se, e somente se, ¢ ¢
Hom™ (A%, R). O

000 Aula 15 (14 de Junho) — Fernando Mario de Oliveira Filho 000
Seja (A7)* ={¢: A7 > R : ¢ é linear } o espago duala A?. Dados f ¢ A% e ¢ € (A7)*
definimos o produto inteiro (f,¢) = ¢(f).
Definimos o cone semidntico de A% como

S ={feA%:(¢,f) 20 para todo ¢ e Hom" (A7, R)}.

Note que pelo Teorema 8.10 . codifica todas as rela¢des assintéticamente vélidas para

grafos livres de . Por exemplo, ao tomarmos # = { (&}, devemos ter 1@ -o0—o0 € .77,
onde @ é o tipo vazio. Defina

(L) ={pe(A%)" : (¢, f) >0 para todo f € F"}.
Como todo ¢ e Hom" (A2, R) pertence a (.¥?)* e satisfaz (¢, @) = 1, devemos ter
ex(C,H) = max{(¢,C): ¢ e Hom" (A%, R)} <max{(¢,C): (#?)* e (¢,2) =1},

Ao considerar o problema dual do problema de maximacdo do lado direito con-
cluimos que

max{(¢,C): (¥?)* e (¢,2) =1} <min{A: Ag-Ce S e AR},

De fato, sejam ¢ e A tais que (¢, C) é uma solugdo do problema de maximagdo e A,
uma solugdo do problema de minimizagdo. Como Az - C € .7, segue da defini¢do de
(2)* que (¢,A2,C) 20, isto é, que A = A(¢p,2) > (¢, C).
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Logo, todo conjunto C ¢ .2 fornece a seguinte cota superior para ex(C, H):

ex(C,H) <min{A: Az -CeC(C}.

8.4 Método semidefinido

Um método para obtermos um conjunto (ndo-trivial) C € .’? consiste em considerar
elementos f € A? que podem ser expressos como soma de quadrados, isto é, ele-
mentos da forma f = g2 +---+ g2. De fato, ¢(f) = ¥ ¢(g1)? > 0 para para qualquer
¢ € (A?2)* 2 Hom" (A?). Infelizmente, conjuntos C assim obtidos ndo fornecem, em
geral, uma boa cota superior para ex(C,#). Ao invés disso, fixaremos um tipo o e
introduziremos um operador [-], que projeta elementos de A% em elementos de A%
com a propriedade que [.7], ¢ .#?. Dessa forma, poderemos considerar conjuntos
C=[C%], < .2, onde C7 c .7 é o conjuntos das somas de quadrados em .A°.

Defina [.], : R¥% -— RF? como o operador linear que satisfaz, para toda flag
F e Fv,

[F], =90 (F)AlF,

onde |F € 72 ¢é a flag obtida a partir de F desconsiderando o tipo o e g,(F) é a

probabilidade de uma injegdo 6 : [k] — V(F) escolhida uniformemente ao acaso ser tal
que (IF,0) ~F.

Proposigdo 8.11. [K7], c K?

Demonstragio. Seja F - ¥ pere p(F; H)H € K7. Temos

NP— 5 P(F;H)Hﬂ = 4o(F)IF~ Y p(F;H)qo(H)IH
HeF; - HeFon

=qe(F)\F- Y | > p(F;H)q.(H)|H?
HZeF? | Herg:
JH=H?

=qo(F){F-q,(F) > p(F;H?)H? ¢ K”.
HPeF?

]

Segue da proposi¢do acima que [], estd bem definido como um operador li-
near [],: A7 - A

Teorema 8.12. [./7], c./? O

A seguir veremos como elementos que sdo somas de quadrados podem ser co-
dificados como matrizes positivas semidefinidas (p.s.d.) Q € F x F» - IR. Seja
0 # ¢ € RF7. Definimos o grau de ¢ como degg = max{|F| : g(F) # 0}. Para ele-
mentos f € A7 definimos o grau de f como o menor grau dentre todos os elementos
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equivalentes a f, isto é, deg f = min{degg: f = g+ K7, g ¢ RF7}. Defina também

Vg FO - A7

F~F.

Teorema 8.13. Sejam f € A% e n > |o|. Para algum t > 1 existem existem elementos
g1,---,8t € A7, todos de grau no mdximo n, tais que f = g3 +---g7 se, e somente se existe
uma matriz p.s.d. Q : Fif x Fj] = R tal que f = vs Qg .

Demonstragio. Suponha que f = g3 +---+ g7 com degg; < n. Usando a regra da cadeia,
podemos expressar cada g; como g; = Yrrere a; i F'. Seja ¢; = (a;p/)prere 0 vetor de
coeficientes tal que g; = c!v,,,. Temos

t t t
f = Zgzz = Z(Cfvtf,n)z = Z(v(tr,nci)(clt'va,n) = Zva,nQva,n/
] i=1

t
i:l l:l 121

onde Q = Zle(cicf) e, portanto, p.s.d.

Por outro lado, suponha que Q é uma matriz p.s.d. de posto t tal que f = v}, QU .
Entdo Q = Zle cicf para certos vetores de coeficientes c;. Defina g; = cfvg,n. De modo
analogo ao feito anteriormente, devemos ter f = ¥'!_ g2 O

Fixe um tipo ¢ um inteiro n > |o| e seja v = v;,,. Considere o conjunto
C={r+[0'Qu],: Qe FixF, >Rpsd.eres]}.

Como o conjunto {v!Quv : Q € F7 x F - R p.s.d.} é composto por elementos que
sdo somas de quadrados (Teorema 8.13) e, portanto, pertencentes a .7, segue do
Teorema 8.12 que C ¢ .#?. Logo, podemos obter um limitante superior para ex(C,H)
resolvendo o seguinte problema de otimizacdo

min A
sa. Ag-C=r+[v'Qu]
re.s?

QeFyxF) - Rps.d.

Dadas matrizes A, B definimos o produto inteiro (A, B) = A’B. Em particular, para
todo vetor v vale que v!Qu = (vvf, Q). Logo, podemos reescrever [v!Qu], como

[o"Qol,, = [(o0", Q)] = {[ov'], Q)-

Fixe N > n e seja (A, Q,r) uma solugdo do problema de otimizac¢do acima. Toda flag
G e 7§ deve satisfazer

p(Az-C) = p(r;G) +(p([vo'] . G), Q).

onde p([vvf],;G) é a matriz (p([vo!] (F, F/)/'G))F,F'e}‘ﬁ- Como p(r;G) > 0, o seguinte
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programa semidefinido fornece uma cota superior para ex(C; H).

min A
sa. A—p(C;G) > (p( [[th]]g}G)/Q) VG ey (8)
Qe fg x ]-""17 - R p.S.d.

Note que fixados o, 1, N, podemos obter computacionalmente cada matriz p([vvt], ; G)
(para todo G € F¥) e entdo computar o valor do programa acima. Desta forma, obte-
mos cotas superiores para ex(C,H) de uma forma completamente mecanica.

8.5 Exemplo método semidefinido: Teorema de Mantel

Seja H = {A} e C = o0—o. Usaremos o programa 8 com n =2, N =3 e ¢ = @ para obter

uma cota superior para ex(o—o, { (&)})
Temos v = v, ,, = {00,060} e

(Rex 3%*)

Agora podemos calcular as matrizes p([vvf], ; G) para todo G € F¥ = {dﬁb’ ogo’ &}

p([00] 5 67) =
p([ov'], 6% =

p( [[vvf]]g;ﬁo) -

Q

W~ O W~ O =
VW~ O W~ O O

4 0
Também temos p(o—o; ;7 ) =0, p(o—o; = 1 e p(o—o; Jg)) = £. Logo, o programa 8

neste caso particular é:

min A

s.a. /\2<
1
3

—_
O =
o O
N—
\/\/\Z.O/
@)
—_———

o 0O
M ——

Jy WrFRW~ O Wi
I
e

Qefgxfg R

Uma solugéo 6tima para esse problema é A = ,Q = 3 (_11 _11) Neste caso, obtemos
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uma solugdo que fornece a melhor cota possivel para ex(o—o, (&)) = 3.

9 Teorema de Erd8s, Ginzburg e Ziv

000 Aula 16 (21 de Junho) — Yoshiharu Kohayakawa 000

Teorema 9.1 (Erd6s, Ginzburg e Ziv 1964). Toda sequéncia de 2n -1 inteiros contém uma
subsequéncia de n elementos cuja soma é divisivel por n.

Veremos a seguir que o Teorema 9.1 segue da versdo abaixo que se restringe ao
caso em que 1 € primo.

Lema 9.2. Seja p um inteiro primo. Toda sequéncia de 2p — 1 inteiros contém uma sub-
sequeéncia de p elementos cuja soma é divistvel por p.

Demonstracido do Teorema 9.1. Usamos inducdo em n. Se n = 1, entdo o resultado é tri-
vial. Suponha que n > 1 e que o teorema vale para inteiros menores que n. Seja
ai,...,Ap,-1 uma sequéncia dada e seja p um primo que divide n. Assumimos que
p < n, caso contrério o resultado segue do Lema 9.2. Seja m = n/p.

A seguir, afirmamos que é possivel encontrar conjuntos Iy, . .., I,;,-1 € [2n-1] dois-
a-dois disjuntos e todos de cardinalidade p tais que

bj:=> a;=0 (mod p)

zeI]-

para todo j = 1,...,2m - 1. De fato, suponha ja definidos I,...,[;, com I < 2m —-1.
Temos

[27[—1] \UI]

jsl

=2n-1-Ilp>2n-1-2m-2)p=2p-1.

Logo, pelo Lema 9.2 existe I;,1 € [2n-1] \Ujq ; tal que b1 = Yy, = 0 (mod p),
como requirido.

Considere agora a sequéncia (cj)1<j<om-1, onde c; := b;/p. Por hipétese de indugéo
(em m) existe conjunto J € [2m - 1] de cardinalidade |]| = m tal que ¥;¢j¢j =0 (mod m).
Mas entdo basta considerar o conjunto I = Uj; I;. Note que |I| = |J|p = mp = n. Ademais,

temos 1
4= Y Y a=pY L Ta=p =0 (mod n),
iel je iel; jel Vel jel
uma vez que ;¢ =0 (mod m). N

A seguir veremos trés provas para o Lema 9.2.

9.1 Primeira prova do Lema 9.2

Seja dada uma sequéncia 4y, ..., a2, 1. No que se segue supomos que
Ogal S"'Sa2p—l <P1

e trabalhamos sobre Z, = Z/pZ.
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Se tivermos 4; = a;,, 1, para algum 1 < i < p, entdo a subsequéncia 4;,...,4;,p 1 €
tal que
aj+-+app1=pa; =0 (mod p).

Assim, supomos a; # jyp-1 para todo1 <i < p. Paratodoi=1,2,...,p-1, defina
Ai=A{aja;p 1} e

Bi=Ai+---+ A,
onde definimos A+B:={a+b:a¢€ A,be B} (soma de Minkowski).

Afirmamos que |B;| >i+1 paratodoi=1,2...,p-1. De fato, como |B;;1| > |Bj| para
todo i, se a afirmagdo ndo for vélida deve existir algum k < p -1 tal que |Bg| = |By,1|- Por
simplicidade, ponha B = By e A1 = {c,d}. Como |By,1| = |B| € Bx;1 = (B+c)u(B+d),
devemos ter B+c = B +d. Seja C = B +c. Note que C é invariante por somar e := d —c.

Em geral temos
C=C+e=C+2e=...C+(p-1)e.

Mas como e # 0, segue que C = Z,,.

Agora, como |B;| >i+1, entdo B,_1 = Z,. Em particular, —a;,_1 € B,_1. Logo existem
indices k;j € {i,i+p—-1} (parai=1,2...,p-1) tais que

—op-1 = Ay + -+ A, (mod p),

isto é,

ey + -+, +0p1 = 0 (mod p),

1

como desejado. O

9.2 Segunda prova do Lema 9.2

Seja

p-1
S = Z (Z ai) .
Ic[2p-1] \iel
Il=p

Podemos expressar S como uma soma de monomios (considerando que cada a; é uma
indeterminada) da forma
ki
c [1

ie[2p-1]

onde k = (ki, ..., kop_1) € tal que X7, ki = p-1e1<|k|<p-1, onde k| := #{i:k; # 0}
denota o ntiimero de entradas ndo-nulas de k.

Fixe k e seja ¢ = |k|. Observe que os conjuntos I que contribuem para cj sdo aqueles
que satisfazem I 2 supp(k), onde suppk = {i : k; > 0} denota o conjunto das entradas
ndo-nulas de k. E facil ver que o ntimero de tais conjuntos I satisfaz

2p—1—€)

#{I:Iquppk}:( bt

e que tais conjuntos I contribuem, todos, com a mesma quantidade para cada cx. Logo
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todo ¢y é multiplo de (ZPP__lZ_ ). Mas como

(ZP— 1 —lf) _@p-1)(@2p-2)-p
p-t (p-D-1
segue que p|ck e, portanto, que S =0 (mod p).

Por outro lado, suponha por absurdo que a conclusdo do Lema 9.2 seja falsa.
Entdo para todo I ¢ [2p-1] com |I| = p temos Y ;.;a; #0 (mod p). Logo, pelo Pequeno
Teorema de Fermat devemos ter

o que implica

p-1
(Z al-) =1 (mod p)
Ic[2p-1 p

iel
(F5") -t
[|=p

contradizendo o fato que S = 0. O

s= ]1:(2’7_1)
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