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1 Transformada Rapida de Fourier e Multiplicacao de Polino-
mios

1.1 Conceitos Basicos de Grupos e a Transformada de Fourier

26/08/2014 — Fernando Mério de Oliveira Filho

Iniciaremos relembrando alguns conceitos basicos de grupos.

Defini¢ao 1.1.1. Um grupo é uma tripla (G,e,+), onde G é um conjunto, e € G é um elemento de G
chamado identidade e +: G x G — G é uma operagao que satisfaz as seguintes propriedades.

i. (Associatividade) Para todos x,y,z € G, temos (x +y) + 2z =z + (y + 2);
ii. (Elemento neutro) Para todo z € G, temos e + z = x;
iii. (Elemento oposto) Para todo z € G, existe y € G tal que y + 2z = e.

O elemento y do Item iii é chamado de oposto de x e é denotado por —z. Muitas vezes abusaremos da
notagéo denotando por z —y a férmula x + (—y). Também abusaremos da notagao falando apenas que G
é um grupo, em vez de mencionar a tripla inteira e, salvo mengao explicita ao contrario, a operagao sera
sempre + e a identidade serd sempre e.

Um grupo G que também satisfaz a propriedade abaixo é chamado de grupo abeliano.

v. (Comutatividade) Para todos z,y € G, temos z +y = y + .

Alguns exemplos cldssicos de grupos abelianos sao Z,, = {0,1,...,n — 1} com a operagdo de soma
médulon e o toro T = {z € C: |z| = 1} com a operacao de multiplicagdo (nesse ultimo caso manteremos
a notagao multiplicativa para evitar confusoes).

Exemplos simples de grupos nao abelianos sao o grupo M,,«,,(R) das matrizes inversiveis de ordem n x
n munidas da operacao de multiplicacdo de matrizes e o grupo &,, das permutagoes de tamanho 7 (fungoes
bijetoras de [n] em [n]) munidas da composigao de fungoes.

Deixamos algumas propriedades bésicas de grupos como exercicio.

Exercicio resolvido 1.1.2. Suponha que GG é um grupo com identidade e. Valem as seguintes assercoes.

—_

. (Caracterizagao do neutro) Para todo z € G, temos x + & = x se e 86 se = = ¢;
Elemento oposto & direita) Para todo z € G, temos x + (—z) = e;

Elemento neutro & direita) Para todo € G, temos = + e = ;

2. (

3. (

4. (Unicidade do elemento neutro) Se z,y € G sdo tais que  + y = y, entdo x = ¢;

5. (Unicidade do elemento oposto) Se xz,y, z € G sdo tais que y +x = z + & = e, entéo y = z;
6. (

Bijecao através da operacao) Para todo y € G, a funcéo g,: G 3 & — x +y € G é bijetora.
Lembramos agora a definigao de homomorfismos e isomorfismos de grupos.

Definicao 1.1.3. Um homomorfismo de grupos do grupo G no grupo H é uma funcao f: G — H que
preserva a operagao, isto é, uma funcéo tal que f(x + y) = f(x) + f(y), para todos z,y € G.

Um isomorfismo de grupos é um homomorfismo de grupos que é também bijetor.

Dizemos que um grupo G é isomorfo a um grupo H (e denotamos por G = H) se existe um isomorfismo
de grupos de G em H.

O exercicio abaixo diz que homomorfismos também preservam identidade.
Exercicio resolvido 1.1.4. Se f é um homomorfismo de grupos do grupo G no grupo H, entao te-
mos f(eg) = em, onde eg e ey sdo as identidades de G e H respectivamente.
Um tipo particular de homomorfismos merece atencao especial.
Definicao 1.1.5. Um caracter de um grupo G é um homomorfismo de grupos de G para o grupo T =
{z € C: |z| =1} (munido da multiplicagdo usual), isto é, um caracter é um homomorfismo y: G — T.
Denotamos o conjunto dos caracteres de G por G.



E facil ver que, dado um grupo G, o conjunto dos caracteres de G munido do produto ponto-a-ponto
de fungdes é um grupo abeliano e, dado um caractere Y, seu elemento oposto (denotado y~! devido
a notacao multiplicativa) é exatamente seu conjugado complexo ponto-a-ponto (i.e., para todo g € G,
temos x~'(g) = x(9))-

Muitas vezes veremos caracteres como elementos do espaco vetorial C¢ das funcdes de G a C. O
teorema abaixo nos diz quanto é o produto interno entre dois caracteres.

Teorema 1.1.6. Se x e ¥ sao caracteres de um grupo abeliano finito G, entao

XY= (W0 = 3 x@(e) = {IG, e x = ¥

zeG

0, se X # 1.

Demonstracdo. Se x = 1, entao temos

Yo x@w(@) =Y Ix@))P = 1=a
zelG z€G z€G

Suponha agora que y # 1, entdo existe y € G tal que ¥(y) # x(y), logo temos x(y)¥(y) # 1.
Por outro lado, temos

X)) Y x@w(@) = > x@)x@@w) = > x@+ v +y) =Y x(2)9(=),

zeG zeG z€G zeG

donde segue que

e, portanto x*¢ = 0. ]
Corolario 1.1.7. Para o grupo Z,, cada u € Z,, define um caracter

Xu: ZLn — T
T e27riuz/n.

Ademais a funcao Z, 3 u +— x4 € Zy é um isomorfismo de grupos.

Demonstracdo. Sejam u,x,y € Z,, arbitrarios e observe que

u(@ + 1) = exp (27r7ju((:c +ny) mod n)) — exp (W)

2miur 2miu
= exp ( - ) exp ( - y) = Xu(®)Xu(y),

logo x. de fato é caracter de Z,, (também temos trivialmente que |x,(z)| =1 para todo x € Z,,).
Observe agora que

27i((z + y) mod n)u
n

Xeoty(u) = exp < ) = o)Xy (u),

logo a fungdo g: Z,, 3 u > Xy € Zy é um homomorfismo de grupos, resta provar apenas que essa fungao
é bijetora.
Suponha que x # y e observe que

Xa:(]-) — e27ria;/n 7& 6271'z’y/n _ Xy(]-)a

logo a fungao g é injetora.
Porém, o Teorema 1.1.6 nos diz que o conjunto Z,, é ortogonal no espaco vetorial C%, isso significa
que

|Z,| < dimC = |G,

e como g é injetora temos que a imagem de g possui cardinalidade maior ou igual a |G|. Portanto g é
bijetora (pois seu dominio é finito). |



Lembramos agora a definicao de produto direto de grupos.

Definicao 1.1.8. O produto direto dos grupos G e H é o grupo G x H munido da operagao definida por

(91.h1) + (92, h2) = (g1 + g2, h1 + ha),
para todos ¢g1,92 € G e hy,hy € H.
A identidade de G x H é o elemento (eg, eq), onde e é a identidade de G e ey é a identidade de H.

O exercicio abaixo caracteriza os caracteres de um produto direto.

Exercicio resolvido 1.1.9. Se x é caracter de G e v é caracter de H, entao

x®¢Y: GxH — T
(9,0) +— x(9)¢(h)
é caracter de G x H.
Ademais, se p é caracter de G X H, entao existem y caracter de G e ¢ caracter de H tais que ¢ = x®1.

Lembramos do seguinte fato de algebra.

Fato 1.1.10. Se G é um grupo abeliano finito, entao existem ki, ko, ..., k, € N* tais que

GngIXZ;@X”'XZk.

n
Finalmente definimos a Transformada de Fourier.

Definigdo 1.1.11. Seja G um grupo abeliano finito e considere o espaco vetorial C¢ munido do produto
interno

(fog) =Y fl@)g(a),

zeG

para todos f, g € CY.
Considere também fixada uma decomposi¢ao de G como produto direto de Zj’s como no Fato 1.1.10.
A Base Canénica de C é a base (ey)ucq, onde

(2) 1, sex=u;
eu(x) =
0, sex#u;

para todos u,z € G.

A Base de Fourier de CE é a base (Xu)uea, onde x,, é o caractere associado a u conforme o Corold-
rio 1.1.7 e o Exercicio 1.1.9.

A Transformada de Fourier (ou Transformada Direta de Fourier) de um elemento f € C% é a funcéo

-~

G —C
u ’_><faXU>

Da definigdo da Transformada de Fouriere do Teorema 1.1.6, segue que

1 ~
I=1a > Flu)xu,

ueG

que é comumente dita Transformada Inversa de Fourier do elemento f.
Para o caso em que G = Z,,, temos

f(u) = Z f(x)e 2mue/m  para todo u € Zy;
TELn

1 ~ )
flz) = - Z f(w)e?™e/m  para todo x € Zny,.
UELn,

Como G é abeliano, segue também que x,(z) = x.(u), para todos u,x € G.
A proposigao abaixo mostra a relacao entre a Transformada Direta e a Transformada Inversa de Fou-
rier.



Proposicao 1.1.12. Se f € C¢ e g = f, entao temos

9(x) = |G| f(z),
para todo x € G.

Demonstracao. Segue direto de




A Solucoes dos exercicios resolvidos

Exercicio resolvido. (1.1.2) Suponha que G é um grupo com identidade e. Valem as seguintes asser-
goes.

1. (Caracterizacao do neutro) Para todo = € G, temos = + x = = se e 86 se & = ¢;
2. (Elemento oposto a direita) Para todo = € G, temos = + (—x) = ¢;
Elemento neutro & direita) Para todo x € G, temos = + e = ;

5

-
-
-
4. (Unicidade do elemento neutro) Se x,y € G sdo tais que = +y = y, entdo © = ¢;
. (Unicidade do elemento oposto) Se z,y,z € G sdo tais que y +x = z + x = e, entdo y = z;
- (

6. (Bijegao através da operacao) Para todo y € G, a funcao g,: G 3  — x4+ y € G ¢ bijetora.
Demonstracao. Para a assercao da caracterizacao do elemento neutro, temos
r+r=r=(—z)+(r+z)=(—2)+tr=ctrz=c=x=c¢.
Por outro lado, se z = e, entao trivialmente z +x =e+e =ce.
Para a assercao do elemento oposto a direita, observe que se = € G, temos que
(x+(—2)+ @+ (—x) =r+e+ (—x) =2+ (),
logo, da caracteriza¢ao do elemento neutro, segue que = + (—x) = e.

Para a assercao do elemento neutro a direita, observe que se z € G, temos que
rt+e=x+((-x)+a)=e+z ==
Para a assercao da unicidade do elemento neutro, basta observar que x + y = y implica que x + y +
(—y) =y + (—y), logo temos = = e.

Para a assercao da unicidade do elemento oposto, basta observar que y + = = z 4+ x implica que y +
x4+ (—xz) = z+x+ (—x) e pelas asser¢oes do elemento oposto & direita e elemento neutro a direita, segue
que y = z.

Finalmente, para a assercao da bijecao através da operagao, observe que se g,(z) = g,(2), entdo y +
x =y+z, logo = z. Por outro lado, para todo z € G, temos que g,((—y)+2z) =y+(-y)+z=2. B

Exercicio resolvido. (1.1.4) Se f é um homomorfismo de grupos do grupo G no grupo H, entdo
temos f(eg) = eq, onde e e ey sdo as identidades de G e H respectivamente.

Demonstracdo. Basta observar que

flea) = flec +ec) = flea) + flea),
logo, da caracterizacdo da identidade (Exercicio 1.1.2), segue que f(eqg) = eg. [ |

Exercicio resolvido. (1.1.9) Se x é caracter de G e v é caracter de H, entao

x®Y: GxH — T
(g:h) +— x(9)p(h)

é caracter de G x H.
Ademais, se ¢ é caracter de G X H, entao existem y caracter de G e 1 caracter de H tais que ¢ = y®1).



Demonstragdo. Observe primeiramente que se (g1, h1), (g2, ha) € G X H, entdo temos

X @ ¥((g1,h1) + (g2, h2)) = x @ Y((91 + g2, b1 + h2)) = x(91 + g2)¥(h1 + h2)
= x(91)x(92)¥(h1)p(h2) = x(g91)¢(h1)x(g2)¢(h2)
=X ®¥((g1,h1))x @ ¥((g2, ha)).

Portanto y ® v é caracter de G x H.

Seja agora ¢ um caracter qualquer de G x H. Sejam eq e ey as identidades de G e H respectivamente
e defina x(g9) = ¢(g,en) para todo g € G e ¥(h) = p(eq, h) para todo h € H.

Observe que, para todos g1, g2 € G, temos

x(91 +g2) = ¢((g1 + 92,er)) = o((g1,em) + (92,em)) = ©((91, ) (92, exr)) = x(91)x(92)-
Analogamente, para todos hy, ho € H, temos
Y(h1 + h2) = ¢((eg, b1 + h2)) = ¢((e, M) + (ea, ha)) = p((ec, h))p((ea, h2)) = P (h1)Y(he).

Portanto y é caracter de G e ¥ é caracter de H.
Observe agora que para todo (g,h) € G x H, temos

X ®%((g,h) = x(9)¢(h) = ¢((g,en))e((ea, b)) = ¢((9 + ea,ex + h)) = ¢((g,h)).

Portanto ¢ = x ® ¥. |



B Notacao

N={0,1,2,3,...}
=N\ {0}
Ry={zeR:z>0}
[n] ={1,2,...,n}, paran € N
J,, denota a matriz n X n com todas as entradas 1

f(n) ~ g(n) significa nll)rfoo ;E:i =1

f(n)
(n)

(n))

(n)) e f(n) = Qg(n))
(n)

n))

fn)

fn)
f(n

O(g(n)) significa lim sup < 400

n—+oco | 9

Q(g(n)) significa g(n) = O(f
O(g(n)) significa f(n) = O(g
O(g

/

)
f
f(n) = o(g(n)) significa lim sup

n—-+o0o

A

n) < g(n) significa f(n) =

f| _
gn)|

f(n) = w(g(n)) significa g(n) = o(f(n))
m(n) = [{a € [n] : a é primo}|, paran € N

|z] denota o maior inteiro menor ou igual a z, para € R
[2] = = -]
A .
={B C A:|B| =k}, para A um conjunto

o~

N
ZANES
l

) ={B C A:|B| <k}, para A um conjunto

n | m significa n divide m, para n,m € Z,m #0
Ng() ={w € V(G) : vw € E(G)}, para G um grafo e v € V(G)
dg(v) = |Ng(v)l|, para G um grafo e v € V(G)

= U N¢g(zx), para G um grafo e X C V(G)
reX

0c(X) ={2y € E(G) : x € X}, para G um grafo e X, Y C V(G)
da¢(X,)Y)={zy € E(G):z € X ey € Y}, para G um grafo e X, Y C V(G)

§(G) = min{dg(v) : v € V(G)}, para G um grafo

A(G) = sup{dg(v) : v € V(G)}, para G um grafo
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