O Teorema da Funcao Implicita

No que segue, se (M,d) é um espago métrico, p € M e r > 0 entdo B[p;r] denota a
bola fechada de centro p e raio r.

Lema 1. Seja (M,d) um espago métrico. Dados A € [0,1[, p € M e r > 0 entdo existe
e > 0 tal que toda contragao ¢ : B[p;r] — M com constante de Lipschitz X e d(¢(p),p) < €
tem imagem contida em Blp;r].

Demonstragao. Se z € B[p;r] calculamos:

d(p(x),p) < d((z),¢(p)) + d(d(p),p) < Ad(z,p) +& < Ar +e.

Basta entao escolher e <r(1 —X). H

Corolario 1. Seja (M,d) um espago métrico completo. Dadosp € M, r >0 e X € [0,1]
entao existe € > 0 tal que toda contracao ¢ : B[p;r] — M com constante de Lipschitz \ e
d((b(p),p) < & possui um unico ponto fixo.

Demonstragao. Pelo Lema 1, podemos escolher ¢ tal que toda contragao ¢ : Blp;r| - M
como no enunciado do coroldrio possui imagem contida em Blp;r|. A conclusao segue entao
do Teorema do Ponto Fixo de Banach. &

Coroldrio 2. Sejam (M,d) um espago métrico completo, A C M um aberto e A € [0,1].
Denote por Contry(A, M) o espaco das contragoes ¢ : A — M com constante de Lipschitz
A, munido da topologia da convergéncia simples. Entao o conjunto F formado pelas
contragoes ¢ € Contry (A, M) que admitem ponto fixo é aberto em Contry(A, M). Além
do mais, a fungao Fix : F — A que associa a cada ¢ € F seu (automaticamente tnico)
ponto fixo é continua.

Demonstragao. Em primeiro lugar, se ¢ € Contry (A4, M) entdo ¢ tem no maximo um

ponto fixo; de fato, se ¢(p) = p e ¢(q) = q entdo:

d(p,q) = d((p), ¢(q)) < Ad(p,q) = d(p,q) = 0.

Sabemos entao que a aplicacao Fix esta bem definida. Sejam agora ¢ € F, r > 0 fixados
e denote por p € A o ponto fixo de ¢. Vamos construir uma vizinhanca U de ¢ em
Contry (A, M) que esteja contida em F e tal que toda 1» € U possui seu ponto fixo em
B[p; r]. Isso mostrard simultaneamente que F é aberto e que Fix é continua. Para construir
U, diminuimos r > 0 de modo que B[p;r] C A e escolhemos € > 0 como no Corolario 1.
Dai é sé tomar:

U = {4 € Contry(A, M) : d(y(p), 6(p)) = d(¢(p),p) < e}
Isso completa a demonstracao. B

No que segue, se X, Y s@o espagos de Banach entao Lin(X,Y) denota o espago de
Banach dos operadores lineares continuos de X em Y.
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Teorema. (da fungao implicita) Sejam X, Y, Z espacos de Banach, U C X,V C Y

abertos e f : U x V — Z uma funcao. Fixe xg € U, yo € V e defina ¢ = f(xo,y0) € Z.

Suponha que:

(i) para todoy €V, a fungao U > z — f(z,y) € Z € continua;

(ii) para todo x € U a funcaoV >y — f(x,y) € Z é diferencidvel;

(iii) a fungdo G : U x V — Lin(Y, 2) é continua em U x V;

(iv) o operador linear g—i(xo, Yo) : Y — Z é um isomorfismo.
Entao existem abertos Uy 3 xg, Vo 2 yo com Uy C U, Vj C V e tais que para todo
x € Uy existe um tnico y = o(x) € Vy tal que f(x,y) = ¢; além do mais, a fungao
o : Uy — Vy € continua.

Demonstragao. Para todos x € U, y € V temos:

0

flay) = ¢ = flay) —c— g—gm,y@ = —a—jj(xo,yo) e by =y (1)

onde, para x € U, a aplicacao ¢, : V — Y é definida por:

020 =~ (G (@) [Fle) — e = G tanw) o],

Afirmamos que existem A € [0,1[ e vizinhangas abertas (70 c U, Vo € V de xg, yo
respectivamente tais que para todo x € ﬁo a aplicagdo ¢.|v, : Vo — Y é uma contracao
com constante de Lipschitz A. De fato, como a aplicacao linear continua (g—i(xo,yo))_l
é Lipschitziana, pela desigualdade do valor médio, é suficiente mostrar que, dado ¢ > 0
entao exitem vizinhangas abertas (70 Cc U, Vy CV de xg, yo respectivamente tais que para

todo x € Uy a aplicacao diferenciavel:

ro(y) = f(z,y) — c— Z—§<xo,yo> "

é tal que ||d7'm(y)H < ¢ para todo y € V5. Obviamente:

_of

0
de(y) - a—y(%y) - 8_£(x07y0)7

e a conclusao segue da continuidade de g—i.

Observe que para todo x € [70 ja sabemos que existe no maximo um y € Vj tal que
f(z,y) = ¢, pois a contragao ¢,|y, tem no maximo um ponto fixo. Usando agora a notagao
do Corolario 2 do Lema 1, temos que a aplicacao:

¢: Uy > x —> ¢uly, € Contry(Vo,Y)

é continua, onde Contr)y(Vp,Y) é munido da topologia da convergéncia simples (de fato, a
continuidade de ¢ é equivalente a continuidade de = — ¢, (y) para todo y € Vj fixado, o
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que segue de (i)). Como yp é um ponto fixo de ¢,,, segue do Corolario 2 do Lema 1 que

existe uma vizinhanga aberta Uy de z¢ em Uy tal que ¢,|y, € F para todo = € Uy, i.e.,
¢, possui um unico ponto fixo y € Vy. Equivalentemente (vide (1)), para todo =z € Uy
a equacao f(z,y) = c possui uma tnica solugdo y € V. Finalmente, para mostrar a
continuidade de o, simplesmente observe que o = Fixo ¢. B

Observacgao. Nas condigoes do Teorema acima, se x € Uy é um ponto tal que

of

Dy (z,0(2)):Y — Z

¢ um isomorfismo e tal que f é diferenciavel no ponto (x7 a(a:)), entao o ¢é diferenciavel no
ponto x e:

do(z) = —(%(w,a(m)))l o g—i(:c,a(:l:)).

De fato, a diferenciabilidade de f no ponto (ac, a(a:)) nos permite escrever:

O (wo(w)) - ht 2 () b+ plh, Y] + 1),

flz+ho(@)+k)=f(z,0())+ By

para todos h € X, k€Y comz+h € U, o(x)+ k € V, onde p é uma funcdo continua na
origem tal que p(0,0) = 0. Fazendo k = o(z + h) — o(x) na igualdade acima, obtemos:

of of
. (x, a(:v)) -h+ 5’_y (:c, a(az)) (a(x +h) — a(x))
+p(h,o(x+h) —a(@)) (Al + |o(z +h) = a(z)]]) =0,

para todo h € X com z + h € Uy, j& que f(z,0(z)) = f(x + h,o(z+ h)) = c. Daf:
olx+h)=0o(x)— <g—‘§(x, a‘(x))>_1 [g_i(m, o(z)) - h] +r(h), (2)
onde:

r(h) = — (2_5 (2,0(x))) ootz + 1) — o@)] (1Al + oz + ) — o(@)]).

Resta agora mostrar que limy_,g % = 0. Como o é continua, temos que
lim p(h, h) — =0
lim p(h, 0 (2 + ) — o(x))

e portanto a conclusao seguird se mostrarmos que o quociente:

lo(z +h) = o(z)]
17l

3



¢ limitado para h # 0 numa vizinhanca da origem. De (2), obtemos:

o(z+h) —o(x) = i(h) + P2 (h)|o(x + k) — ()], (3)
onde:
P1(h) = —<g—£(1‘, a(gg))>_1 [%(gg, 0(33)) -h+ p(h, o(x+h)— U(x)) ||h||]

va(h) = ~ (5L (.0) " [p(h ol + 1) o)),

Note que o quociente ||¢“1}5‘h)||

|
limy,_,0 ¥2(h) = 0. De (3) vem:

¢é limitado para h # 0 numa vizinhanca da origem e que

lo(z+h) —o(@)|| < [P+ l[d2(W)] lo(z+h) —o(@)]] < [l (h)]] +%Hd(x+h)—0(w)ll,

para h # 0 numa vizinhanga da origem. Concluimos entao que:

%Ha(x +h) —o(@)] < (b))

para h # 0 numa vizinhanca da origem, o que termina a demonstracao.



