O TEOREMA DE REPRESENTACAO DE RIESZ PARA
MEDIDAS

DANIEL V. TAUSK

Ao longo do texto, X denotard sempre um espaco topoldgico fixado. Além
do mais, as seguintes notacoes serao utilizadas:

e supp f denota o suporte de uma funcao f: X — R, i.e., o fecho do
conjunto {z € X : f(z) # 0};

e C.(X) denota o espago das fungoes continuas f : X — R com su-
porte compacto;

e sea,be R, aVb (resp., a Ab) denota o méximo (resp., o minimo)
entre a e b;

e se f, g sao funcoes a valores reais com o mesmo dominio, denotamos
por fVg (resp., f Ag) a fungao definida por (fV g)(z) = f(z)Vg(x)
(vesp., (f A g)(x) = f(z) A g(a)), para todo a:

e se f, g sao funcgoes a valores reais com o mesmo dominio, escrevemos
f < g quando f(z) < g(z), para todo x;

e se f é uma fungao a valores reais e se a,b € R, denotamos por [f > a]
(resp., [f = a] ou [a < f < b)) o conjunto f~!(]a,+oo[) (resp., o
conjunto f~!([a,+oo[) ou f*(]a,b]));

o se (fn)n>1 € uma seqiiéncia de funcgoes a valores reais com o mesmo
dominio, escrevemos f, /" f se para todo z a seqiéncia ( fn(sc))n>1
é crescente e lim,_,o fn(z) = f(2); N

e se A é um subconjunto de X, denotamos por x, : X — {0,1} a
funcao caracteristica de A;

e se A é um subconjunto de X, denotamos por A° o complementar de
Aem X.

1. O TEOREMA PRINCIPAL

Nesta secao X denotard sempre um espaco topolégico localmente com-
pacto Hausdorff.

1.1. Definicao. Um funcional linear A : C.(X) — R é dito positivo se
A(f) > 0 para toda fungao nao negativa f € C.(X).

No que segue, consideramos um funcional linear positivo A : C.(X) — R
fixado. Obviamente A é monotonico, i.e., se f,g € Cc(X) e f < g entao

M) < Myg).

Date: 16 de abril de 2005.
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1.2. Definicao. Uma medida de Borel em X é uma medida p definida na
o-algebra de Borel de X. Uma medida de Borel u em X é dita regular
quando satisfaz as seguintes condicoes:
e w(A) = inf {u(U) : U D A aberto em X}, para todo Boreleano A
em X;
e 1(U) = sup {M(K) : KcU compacto}, para todo subconjunto
aberto U de X
e 1(K) < 400, para todo subconjunto compacto K de X.

1.3. Observagdo. Se p é uma medida de Borel regular entao:
1(A) =sup {u(K) : K C A compacto},

para todo Boreleano A C X com p(A) < +oo. De fato, dado € > 0 existe
um aberto U D A em X tal que (U \ A) < §; existe também um compacto
K cUcom puU\K) < §. Como u(K\A) <puU\A) <5, existe um
aberto V em X contendo K \ A tal que u(V) < §. Dal K’ = KNV é
um subconjunto compacto de A e A\ K’ C (U\ K) UV, de modo que
p(A\K') <e.

1.4. Lema. Dado um subconjunto compacto K C X e um subconjunto fecha-
do F C X com KNF =0 entao existe uma fun¢do continua f: X — [0, 1]
com flgk =1 e flp =0.

Demonstracio. Seja X = X U {w} a compactificagdo de Alexandroff de X,
i.e., os subconjuntos abertos de X sdo os subconjuntos abertos de X e os
complementares em X dos subconjuntos compactos de X. Temos que X
¢é compacto e Hausdorff e portanto normal. Como K ¢é compacto e X é
Hausdorff, segue que K é fechado em X. Se F denota o fecho de F em
X entio FNX = F, ja que F é fechado em X. Dai KN F = () e uma
aplicacao do Lema de Urisohn ao espaco normal X nos dd uma funcao
continua f : X - [0,1] com f|g =1e flz=0. A funcao desejada é obtida
considerando a restricao de f a X. O

1.5. Corolario. Se K ¢é um subconjunto compacto de um aberto U C X
entdo existe f € Co(X) tal que 0 < f <1, flx =1 esupp f C U.

Demonstragcao. Como X ¢é localmente compacto Hausdorff, existe um aberto
relativamente compacto V com K C V € V C U. Pelo Lema 1.4, existe
uma funcao continua f : X — [0, 1] tal que f|x =1 e f|ye = 0. Dal supp f
é compacto e estd contido em U. O

Uma funcao f: X — R é dita semi-continua inferiormente se para todo
xg9 € X e para todo € > 0 existe uma vizinhanca V de zg em X tal que
f(x) > f(zo) — €, para todo x € V. Equivalentemente, f : X — R é
semi-continua inferiormente se o conjunto [f > a] é aberto em X, para
todo a € R. No que segue, denotamos por S(X) o conjunto das fungoes
f X — [0,400[ ndo negativas e semi-continuas inferiormente. As seguintes
propriedades sao de facil verificacao:
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e se f,g € S(X) entao f+ g€ S(X);
e se feS(X)ec>0entao cf € S(X);
e se § é um subconjunto nao vazio de §(X) tal que o conjunto

(1.1) {9(z): g €5}

¢é limitado para todo x € X entao a funcao f = sup § definida por

f(z) =supg(z), z€X,
geF

estd em S(X).

1.6. Lema. Se f € S(X) ese§ = {¢p € Cc(X) : 0 < ¢ < f} entdo
J =supg.

Demonstragao. Dados zg € X e ¢ € ]0, f(zo)], devemos exibir ¢ € Cc(X)
com 0 < ¢ < f e ¢d(xg) > ¢. Seja U uma vizinhanga aberta de x( tal
que f(x) > ¢, para todo z € U. Pelo Corolédrio 1.5 existe g € Cc(X) com
0<g<1, g(xg) =1esuppg C U. A funcdo ¢ que procuramos é obtida
definindo ¢ = cg. (|

Segue da monotonicidade do funcional positivo A que se f € C.(X) é uma
funcao nao negativa entao:

(1.2) A(f) =sup{\(¢) : ¢ € Ce(X), 0< ¢ < f}.

No que segue, usamos a igualdade (1.2) para definir A\(f) € [0, +o0] para
toda f € S(X). Obviamente, se f,g € S(X) e f < g entao A(f) < A(g).

Um subconjunto § de S(X) é dito dirigido se dadas f,g € § existe h € §
com h> fVg.

1.7. Lema. Dado um subconjunto dirigido ndo vazio § C S(X) tal que o
conjunto (1.1) € limitado para todo x € X e se f =supg entdo:

A(f) = sup A(g).
9gEeT

Demonstracao. Segue da monotonicidade de A que:

sup A(g) < A(f)-
gET

A prova da desigualdade oposta é dividida em trés casos.

Caso 1. O resultado vale se § C Co(X) e f € Co(X).

Dado ¢ > 0, vamos encontrar ¢ € § com A(g) > A(f) —e. Pe-
lo Corolério 1.5 existe uma funcdo nao negativa fy € Cc(X) tal que
folsupp = 1. Escolha &’ > 0 tal que ¢’A(fo) <e. De f =supgF, vem:

lf-g=¢<1=0.

geT
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Como para cada g € § o conjunto [f — g > €] é compacto, temos que
existem g¢1,...,g, € § tais que:

n

Nf — g >e]=0.

i=1
Ja que § ¢ dirigido, existe g € § tal que g > g1 V -+ -V gp; dai:
[f -9 > EI] = ®7

ou seja, f(z) — g(z) < €', para todo x € X. Como o suporte de f — g
estd contido no suporte de f, temos f — g < £ fy e portanto:

M) = Ag) = Af —g) <€'AMfo) <,
provando que A(g) > A(f) —e.
Caso 2. O resultado vale se § C Cc(X).
Seja ¢ € Co(X) tal que 0 < ¢ <
sup,ez A(9) = A(¢). O conjunto:
Fo={9Nd:9€F} CC(X)
é dirigido e sup §4 = ¢. Pelo caso 1, temos:

sup A\(h) = A(9).
S

Como A(g) > A(g A ¢), para toda g € §F, temos:

sup A(g) > sup Mg A ¢) = sup A(h) = A(¢).
g€ 9€3 hegy

f. E suficiente mostrar que

Caso 3. O resultado vale em geral.
Para cada g € §, considere o conjunto:

SQZ{QSGCC(X)OSd)gg}
Segue do Lema 1.6 que g = sup §4. Claramente, o conjunto:
=%
geF

é dirigido e sup§’ = sup§ = f. Dai, pelo caso 2, temos:
sup (@) = A(f).
PET

A definigdo de A nos dé:

Ag) =sup {\(¢) : ¢ € gy},
para toda g € §; dai:

sup A(g) = sup A(@) = A(f).
geS oy
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1.8. Corolario. Seja (fn)n>1 uma seqiéncia em S(X) tal que fn, /' f, com
feS(X). Entao:

nh—{go A(fn) = sup A(fn) = A(f).

n>1
Demonstragao. Basta aplicar o Lema 1.7 ao conjunto dirigido
§= {fn in > 1}. O
1.9. Corolario. Dadas f,g € §(X) e c >0 entio \N(f +g) = A(f) + A(g) e
Alef) = eA(f).
Demonstragdo. O conjunto:
F={o+v:0,9€Ce(X), 0<9<f, 0¥ <g}
é dirigido e sup§ = f + g. Segue do Lema 1.7 que:
Af+g)= iuph(f) =sup {A\(¢) : ¢ € Ce(X), 0< o < [}
+sup {A(¥) : ¥ € Ce(X), 0<4p < g}

= A(f) + Ag)
A igualdade A(cf) = c\(f) segue observando que:
{cgi):ngCC(X),0§¢§f}:{§€CC(X):O§§§cf}. O

Para todo subconjunto aberto U C X temos que a fungao caracteristica
Xy € semi-continua inferiormente; podemos entao definir u(U) € [0, +o0]
fazendo:

w(U) = Axy)-
Temos o seguinte:

1.10. Lema. A aplicagao jv tem as sequintes propriedades:

(a) u(0) =0;

(b) dados abertos U,V C X entdo p(UUV)+pu(UNV) = pu(U)+ uV)
e em particular W(UUV) < u(U) 4+ w(V);

(c) € mondétona, i.e., dados abertos U,V C X com U C V entao
u(U) < u(V);

(d) se (Un)n>1 € uma seqiiéncia de subconjuntos abertos de X tal que
U, C Ups1 para todo n > 1 entdo ,u(UZo:l Un) = limy 0o p(Uy).-

Demonstragao. O item (a) segue do fato que A\(0) = 0. O item (b) segue do
Corolario 1.9 observando que x;; + Xy = Xy + Xpay- O item (c) segue
da monotonicidade de A. Finalmente, o item (d) segue do Corolario 1.8
observando que x;; /" Xy, onde U = J;Z, Un. O

Definimos agora uma aplicacao p* : p(X) — [0, 400] na colegao p(X) de
todas as partes de X fazendo:
(1.3) p*(A) =inf {u(U) : U D A aberto em X },

para todo A C X. Claramente a monotonicidade de p implica que p* é uma
extensao de p, i.e., p*(U) = u(U), para todo aberto U C X.
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1.11. Lema. A aplicagio p* : p(X) — [0,4+00] € uma medida exterior (veja
Defini¢ao A.1).

Demonstracao. A igualdade p*()) = 0 segue do item (a) do Lema 1.10, ja
que p* estende p. A monotonicidade de p* é trivial. Mostremos que p*
¢ o-subaditiva. Seja (A,)p>1 uma seqiiéncia de subconjuntos de X e seja
A=, Ap. Se p*(Ap) = 4oo para algum n > 1 entdo a desigualdade
p(A) < 0% w*(Ay) é trivial. Suponha entao que p*(A,) < +oo para
todo n > 1. Dado € > 0 entao para cada n > 1 existe um aberto U, C X
contendo A, com p(U,) < p*(An)+57. Do item (b) do Lema 1.10, obtemos:

u( LkJ Un) < iM(Un);
n=1 n=1

tomando o limite quando £ — oo e usando o item (d) do Lema 1.10 con-

cluimos que:
u( U Un) <> ().
n=1 n=1

Como A C ;2 Uy, temos:

pr(A) < (U Un) £ 300 < 30 (7 (A + 50) = (Yo (An)) +e.
n=1 n=1 n=1 n=1
A conclusao segue tomando o limite quando £ — 0. U

1.12. Lema. Dado um subconjunto A C X e uma aplicagcio f € S(X) com
[ > x4 entio A(f) > p*(A).
Demonstragao. Dado a € ]0,1] entdo A C [f > a] e portanto:
pH(A) < i ((f > al).
Como U = [f > a] é aberto, temos p*(U) = u(U) = A(xy); dai:
w(A) < AMxy)-

Além do mais, f > ay,, e portanto (veja Coroldrio 1.9):

Af) = Maxy) = aA(xy) > ap(A).
A conclusao ¢é obtida tomando o limite quando a — 1. [l

1.13. Corolario. A medida exterior u* € finita em subconjuntos compactos

de X.

Demonstragao. Seja K C X um subconjunto compacto e seja f € Cq(X)
uma funcdo nao negativa tal que f|x =1 (veja Corolario 1.5). Dai f > x
e portanto o Lema 1.12 nos da:

+oo > A(f) > u*(K). O
1.14. Corolario. Dados abertos U,V C X com U C V entao:
u(V) 2 w(U) + p* (VN U).
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Demonstragdo. Seja dada ¢ € Cc(X) com 0 < ¢ < x,;. Como Y, ¢ semi-
continua inferiormente, ¢ é continua e ¢ < x,,, temos x,, — ¢ € S(X); além
do mais (veja Corolario 1.9):

n(V) = Axy) = AMxy — @) + A9),
de modo que:

(1.4) Axy — @) = u(V) = A(9).
Tendo em mente que Xy, — @ > X, — Xy = Xyqyes © Lema 1.12 nos da:
(1.5) Axy — @) > (V. NU°).

De (1.4) e (1.5), obtemos:
u(V) 2w (V. OUS) + M)
portanto:
u(V) Zsup {p" (VU + AN(¢) : ¢ € Ce(X), 0< ¢ < xp}
= W (VU + Mxg) = (VAU + (). O

1.15. Lema. A o-dlgebra MM de todos os conjuntos p*-mensurdveis (veja
Defini¢ao A.2) contém os subconjuntos abertos de X .

Demonstragdo. Seja U C X um aberto e seja A C X um subconjunto
arbitrario. Devemos mostrar que:

i (A) = (AN U) + u*(ANT®).
Pela subaditividade de p*, é suficiente mostrar a desigualdade:
W(A) > W (ANT) + w' (ANTO).
Para isso, nés mostraremos que:
(V) 2 W (ANU) + i (AN U°),

para todo aberto V' C X contendo A. Aplicando o Corolério 1.14 aos abertos
VeUy=VNU, obtemos:

n(V) = p(Uo)+p"(VNUg) = p(VNU)+p*(VOU®) = p*(ANU)+p"(ANU®),
o que completa a demonstracao. O
1.16. Corolario. A o-dlgebra 9 contém os Boreleanos de X . O

Em vista do Teorema A.3, a medida exterior u* restringe-se a uma medida
completa em 9M; denotaremos essa restricao por p.

1.17. Lema. Toda fung¢io f € S(X) é Borel mensurdvel e [ fdu = \(f).

Demonstragao. Seja dada f € S(X). A Borel mensurabilidade de f segue
do fato que o conjunto [f > a] é aberto em X, para todo a € R. Provemos
a igualdade [y fdp = A(f). Para cada n > 1, escrevemos:

n2m™ E_1
Fo=nX (g + > Ton XERl<r< AP
k=1
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essa ¢ simplesmente a maneira padrao de produzir uma seqiiéncia de fungoes
simples f, : X — R nao negativas com f, / f. E facil ver que:

n2"

fn QnZXf>2n

para todo n > 1. Como os conjuntos [f > 2%] sao abertos, temos (veja
também Coroldrio 1.9):

n2m n2m

1 1
)‘(fn) = QTZA(X[J(>2%]) = 272 f > 2’ﬂ / fn du,

k=1 k=1

para todo n > 1. Dali, usando o Teorema da Convergéncia Monotonica e o
Corolario 1.8, obtemos:

Af) = lim A(fp) = hm fnd,u / fdp. O
1.18. Corolario. Dada f € C.(X) entdo f € u-integrdvel e:
[ rau=au.
b'e
Demonstragao. Escreva f = f* — f~ com ft=fVv0e f- =—(fA0),de

modo que f1, f~ € S(X); pelo Lema 1.17, temos:
[ rran=aun. [ an=a)
X X

Note que A\(fT) e A(f7) sao finitos, j4 que f*,f~ € Cc(X). Dai f é u-
integravel e:

N =M =N = [ rran= [ rrau= [ ran O
1.19. Lema. Para todo aberto U C X temos:
p(U) =sup {pu(K) : K C U compacto}.
Demonstragao. Pela monotonicidade da medida p é suficiente mostrar que:
w(U) < sup {pu(K): K C U compacto}.

Seja § a colegao de todas as aplicagoes f € C.(X) tais que supp f C U e
0 < f < 1. Claramente § é um subconjunto dirigido de S(X) e segue do
Corolario 1.5 que sup§ = x;;- O Lema 1.7 nos da entao:

sup A(f) = Axy) = w(U).
fes

Para toda f € § o Lema 1.17 implica que:

=/ fdp < p(supp f).
X
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Dai:
pw(U) =sup A(f) < sup {u(K) : K C U compacto}. O
fes

Finalmente, temos o seguinte:

1.20. Teorema (de representacao de Riesz). Seja X um espago topoldgico
localmente compacto Hausdorff e seja A : Co(X) — R um funcional linear
positivo. Entao existe uma unica medida de Borel reqular p em X tal que:

(1.6) /X Fdu=A(f),
para toda f € Co(X).

Demonstragao. Seja u a medida de Borel obtida pela restricao de u* a o-
algebra de Borel de X (veja Corolario 1.16 e Teorema A.2). A regularidade
de p segue do Corolario 1.13, da igualdade (1.3) e do Lema 1.19; além do
mais, a igualdade (1.6) segue do Corolério 1.18. Para completar a demons-
tragao, é suficiente mostrar a unicidade de p. Seja p’ uma medida regular de
Borel em X tal que [y fdu' = A(f), para toda f € Cc(X). Vamos mostrar
que i = u'. Como:

n(A) = inf {u(U) : U D A aberto em X },

p'(A) =inf {f/(U) : U D A aberto em X },
para todo Boreleano A C X, é suficiente mostrar que p e p’ coincidem sobre
os subconjuntos abertos de X. Seja U C X um aberto e seja § C C.(X) o

conjunto de todas as aplicagoes f € C.(X) taisque 0 < f < lesuppf CU.
Nés vamos mostrar que:
(1.7) p' (U) = sup A(f).

feF

Uma vez que (1.7) estiver demonstrado, seguird que p = p'; de fato, (1.7)
também vale com p no lugar de p e portanto u(U) = p/(U) para todo aberto
U C X. Provemos (1.7). Dada f € § entao f < x;;, de modo que:

AMf) = /deu’ < u'(U);

isso prova que:

sup A(f) < p/(U).
fe¥

Agora, dado um subconjunto compacto K de U, existe f € § com f|x =1
(veja Corolario 1.5); daf f > x e:

N = [ 1au = i)
Portanto:

sup A(f) > sup {y/(K) : K C U compacto} = p'(U). O
feT
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2. CONDICOES SUFICIENTES PARA REGULARIDADE

Seja X um espaco topoldgico. Recorde que um subconjunto de X é dito
de tipo F, se pode ser escrito como uma unido enumeravel de subconjuntos

fechados de X.

2.1. Proposigao. Seja X um espaco topoldgico no qual todo aberto é de tipo
F, (isso vale, por exemplo, se X € metrizavel). Se p é uma medida de Borel
finita em X entao:

(2.1) n(A) =inf {u(U) : U D A aberto em X},
(2.2) p(A) = sup {u(F): F C A fechado em X},
para todo Boreleano A em X.

Demonstracdo. Seja A a colecdo de todos os Boreleanos A C X tais que
as igualdades (2.1) e (2.2) sdo satisfeitas. E suficiente demonstrar que A
é uma o-algebra que contém os abertos de X. Obviamente a colecao A é
fechada por complementacao. Seja (A,),>1 uma seqiiéncia de elementos de
A e escreva A = ;2 A,. Dado € > 0, entao para cada n > 1 existem um
aberto U, em X e um fechado F;,, em X tais que F,, C A, C U, e:

€ 5
N(Un) < :U’(An) + 277 /J'(Fn) > N(An) - 27
Tomando U = ;2 Uy e F =2, F, entdo FC ACU e:

[e. 9]

p(U) = p(A) = p(U\A) < uUn\ An) <,

3
Il
_

W(A) = u(F) = f(A\F) < 3 plAa\ Fy) < e.

hE

Il
—

n

O conjunto U é necessariamente aberto, mas F' nao é necessariamente fe-
chado. No entanto, temos:

portanto existe n > 1 tal que p(Fy U---U F,) > u(A) —e. Isso prova que
A € A. Para completar a demonstracao, é suficiente verificar que A contém
os subconjuntos abertos de X. Seja A C X um aberto; a condigao (2.1) é
trivialmente satisfeita. A condicao (2.2) segue do fato que A é de tipo F,.
Logo A € A e a demonstracao estd completa. O

Recorde que um subconjunto de um espago topoldgico é dito o-compacto
se for igual a uma uniado enumeravel de subconjuntos compactos.

2.2. Teorema. Seja X um espaco topoldgico localmente compacto Hausdorff
tal que todo aberto de X ¢é o-compacto. Entdo toda medida de Borel pn em
X que seja finita sobre compactos € regular.
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Demonstragao. Se U C X é aberto entao a igualdade:
pw(U) =sup {u(K) : K C U compacto}
segue diretamente do fato que U é o-compacto. Resta entao mostrar que:
n(A) = inf {u(U) : U D A aberto em X },

para todo Boreleano A C X. Seja dado € > 0 e seja (K,),>1 uma seqiiéncia

de compactos tal que X = |J;2 | K,,. Para cadan > 1, escreva A, = ANK,,

de modo que A = |J;7; A,. Como A, ¢ relativamente compacto e X é

localmente compacto, existe um aberto relativamente compacto V,, C X

tal que A, C V,. Como u(V,) < 400 e o espago topolégico V;, satisfaz a

hipétese da Proposicao 2.1, segue que existe um aberto U,, C V,, contendo
A, tal que:

€

pUn) < p(An) + o

Tomando U = |J;2; Uy, entdo U é um aberto de X que contém A e:

w(U\ A) < Z (Un \ Ay) O

APENDICE A. A MEDIDA DETERMINADA POR UMA MEDIDA EXTERIOR

A.1. Definicao. Seja X um conjunto arbitrario. Uma medida exterior em
X é uma fungao p* : p(X) — [0,+00] definida no conjunto p(X) de todas
as partes de X satisfazendo as seguintes condicoes:
o () = 0;
e (monotonicidade) dados subconjuntos A, B C X com A C B entao
pr(A) < p*(B);
o (o-subaditividade) dada uma seqiiéncia (Ay,),>1 de subconjuntos de

X entao (U2 An) < 5200, 1(An).

A.2. Definigao. Se p* é uma medida exterior num conjunto X entao um
subconjunto £ C X é dito u*-mensurdvel se para todo subconjunto A C X
vale a igualdade:

W (A) = W (AN E) + u* (AN EF).
Observe que, ja que p* é subaditiva, um subconjunto ¥ C X é u*-
mensuravel se e somente se vale a desigualdade:
W (A) = pH (AN E) + i (A1 EF),
para todo A C X.

A.3. Teorema. Se u* é uma medida exterior num conjunto X entdo a
colecdo M de todos os conjuntos p*-mensurdveis € uma o-dlgebra de partes
de X e a restrigao de pu* a MM é uma medida completa.

Demonstragao. O resultado segue das afirmagoes que serao demonstradas a
seguir.
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Afirmacao 1. Se Fq, Ey € MM entdo F1 U FEy € M.
Dado A C X, temos:
(A1) p(A) = p" (AN Ey) + " (AN EY) = p" (AN Ey) + p" (AN EY N Ep)
+u (ANE{NEy) > p'[An (ByU(EY N Ep))| + p* (AN (B U Ey)°)
= p (AN (E1UEy)) + p* (AN (B U Ey)°);
isso prova que F U Fy € 9.

Afirmacgao 2. Se E1,FE, € M, AC X e E1N Ey =) entado:
(A.2) (AN (B1UEy)) = p* (AN Ey) + p* (AN Ey).
Como p*(A) < p*(AN (Ey U Ey)) + p* (AN (B U E»)°), segue de
(A.1) que:
(A.3) p(A)=p (AN E) + " (ANEf N Ey) + p* (AN Ef N ES).
Substituindo A por AN (E; U Ez) em (A.3) obtemos (A.2).
Afirmacao 3. Se E1,E; € M ¢ E1 N Ey =) entdo:
1 (Ey U Ep) = p*(Eq) + p*(E2).

Basta tomar A = E; U Ez em (A.2).
Afirmacao 4. Se E € 9 entao E° € M.
Trivial.

Afirmacao 5. Se (E,)p>1 € uma seqiéncia de conjuntos em M dois a
dois disjuntos entao a unido | Jo-, Ey, estd em 9.

Pela afirmacao 1, sabemos que Ui:l E, € M, para todo k > 1. Além
do mais, se A C X, a aﬁrmagéo 2 nos da:

,u( U ) Z,u (ANE,)

n=1
Dai:
WA = M*(Am ij En) +u*(Am ( CJ En>)
n=1 n=1
k k
; (AN Ey) + (Am(nUlEn> ).

e portanto a monotonicidade de p* nos da:

(A.4) 1 ZM (AN Ey) +u<Am<© ))

=1
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Fazendo k — oo em (A.4) e usando a o-subaditividade de p* obtemos:

(A5) 5(A) = Y i AN B+ (4n( U £) )
n=1

2 (anU ) (an (U m))

Isso prova que |J,~, E, € M.
Afirmacao 6. Se (E,)n>1 € uma seqiéncia em M entao | J,- | E, € M.
Sejam F| = FEy e El, = E,\ (E1U---UE,_1), paran > 2. Como
E.,=(EyU---UE,_1 UE%)°,

segue das afirmagoes 1 e 4 que E!, € 9, para todo n > 1. Além do
mais, os conjuntos E}, sdo dois a dois disjuntos e J,~; En = U, EJ,.
A conclusdo segue da afirmacéo 5.

Afirmacao 7. Se (E,)p>1 € uma seqiiéncia de conjuntos em M dois a
dois disjuntos e se A C X entdo:

(A.6) o (A N D En) - i WA EB).
n=1 n=1
Como:
p(A) < ,u*(Aﬂ U En) —G—u*(Aﬂ ( U En>c>,
n=1 n=1

segue de (A.5) que:

(A7) 1 (A) :iu*(AﬂEn)—i-u*(Aﬂ ( fj En))

n=1 n—=

A conclusdo é obtida substituindo A por AN ({UJy2; En) em (A.7).

Afirmacao 8. Se (E,)p>1 € uma seqiiéncia de conjuntos em M dois a
dois disjuntos entao:

i (U Ea) =X w(B).
n=1 n=1
Basta fazer A =J;2, E,, em (A.6).

Afirmacao 9. Se E C X e p*(E) =0 entio E € M.
Observe que:
WH(A) > @ (AN ES) = @ (AN E) + (AN EF),
jad que p*(ANE)=0. O
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