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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Sejam (X, .4, u) um espago de medida e
f X — R uma funcao integravel. Mostre que existe uma sequéncia (fp)n>1
de fungoes simples e integraveis f, : X — R tal que:

i [ 1f. ~ flan=0.

n—-+0o00

Solugao. Como f* e f~ sdo mensurdveis e ndo negativas, existem sequén-
cias (gn)n>1 € (hn)n>1 de funcoes simples, mensuraveis e ndo negativas tais
que:
gn/lf-i— e hy, /M f.

Tome f, = gn — hyn, de modo que f,, é simples e mensurdavel. Além do mais,
(fn)n>1 converge pontualmente para f e |fn| < gn 4+ hn < fH 4+ f7 = |f].
Dal a sequéncia de fungoes mensuraveis (| fn—7f Dn>1 converge pontualmente
para zero e |f, — f| < 2|f], sendo 2|f| uma funcdo integravel. Segue entdo
do Teorema da Convergéncia Dominada que:

lim /|fn—f|du:/0du20.
n——+0o00 X X



Questao 2. (valor 2,5 pontos) Seja ¢ : R — R uma fungao bijetora e
crescente de classe C! e seja u : B(R) — [0, +00] a medida definida por

mm—éwm,

para todo B € B(R), em que B(R) denota a o-algebra de Borel de R,
m : B(R) — [0,400] denota a medida de Lebesgue e ¢’ denota a derivada
de ¢. Considere a medida push-forward

v = dup: BR) — [0, +o0]

definida por
v(B) = u(¢~'[B]),
para todo B € B(R). Mostre que v = m.

Solugao. Note em primeiro lugar que como ¢ é de classe C! e crescente,
a sua derivada ¢’ é continua (logo mensurdvel com respeito & o-algebra de
Borel) e nao negativa, de modo que a medida p estd bem-definida. Além do
mais, ¢ é continua (logo mensurdvel com respeito & o-algebra de Borel), de
modo que também a medida v estd bem-definida. Considere a colecao:

S = {]a,b] ca,beR, agb}.

Temos que S é fechada por intersegbes finitas e que m|s é uma medida
finita e, em particular, o-finita. Como B(RR) é o o-anel gerado por S, para
mostrar que ¥ = m é suficiente mostrar que v e m coincidem em S. Com esse
propésito, sejam dados a,b € R com a < b. Temos que existem a’,b’ € R
com ¢(a’) =a e ¢(b') = b, j4 que ¢ é sobrejetora. Além do mais, como ¢ é
uma bijecao crescente, é facil ver que a’ <V e:

¢ ]a,b]] =], V']

bl

V(]a,b]) = u(]a’,b']) =/ ¢ dm=¢() —p(a)=b—a= m(]a, b])

a



Questao 3. (valor 2,5 pontos) Sejam (X, .A) e (Y, B) espagos mensurdveis
e seja (iy)zex uma familia de medidas finitas p, : B — [0, +o00[. Suponha
que para todo B € B a funcao

X 32+ pug(B) € [0, +o0]
seja mensuravel. Mostre que para todo C € A ® B vale que a fungéao
X 32— u,(Cy) €0, +00]

é mensurédvel, em que C, = {y € Y : (z,y) € C}.

Solugao. Note em primeiro lugar que, para todo x € X, a funcao
ir:Y 2yr— (z,y) € X XY

é mensuravel, ja que ambas as suas coordenadas sao mensuraveis. Dai, para
todo C € A ® B, temos que C, = i, [C] € B, de modo que a expressio
tz(Cy) estd bem-definida. Denotamos por A¢ : X — [0,+o0[ a funcao
definida por A¢(x) = p,(Cy), para todo x € X, em que C' € A® B. Seja:

S = {C € A® B: A¢ é uma fungao mensurével}.
Queremos mostrar que S = A ® B. Seja:
C={AxB:AcABEeB}.

Note que se C = A x Bcom A € Ae B € B, entdao A¢c é o produto da
fungao caracteristica de A pela fungao X > = — g (B) € [0,+00]. Como
ambas sao mensuraveis, segue que A¢ é mensuravel e portanto que C C S.
Do fato que C é fechada por intersecoes finitas, segue que a classe o-aditiva
gerada por C coincide com o o-anel gerado por C. Mas o o-anel gerado por
C (que coincide com a o-algebra gerada por C, jd que X xY €C) é A B
e portanto para mostrar que S = A ® B é suficiente mostrar que S é uma
classe o-aditiva. Com esse propdsito, note em primeiro lugar que S é nao
vazia, ja que contém C. Dados C,C’ € S disjuntos, temos que

Acucr (x) = Nx((c U C,)x) = p1(Cp U Cé) = Nﬂc(Cw) + ,ux(C;)
= Ac(®) + Acr (@),

para todo z € X, ja que (CUC(C"), = C, UCL, sendo essa unido disjunta.
Como A¢ e A¢r s@0 mensuraveis, segue que Aoyucr = Ac + Agr é mensuravel
e portanto que C UC’ € S. Assim, S é fechada por unioes finitas disjuntas.
Sejam agora C,C’" € S com C’ C C. Temos que

Ao (@) = o ((C\ C)e) = 1a(Ca) — p12(C) = Ac(@) — Ao (2),

para todo x € X, jd que (C\C"), = C,\C., C. C C, e a medida p, é finita.
Como A¢ e Ao sao mensuraveis, segue que Ac\cr = A¢ — A¢v € mensurdvel e
que C\C" € S. Logo S é fechada por diferengas préprias. Para completar a
solugao, vamos mostrar que S é fechada por unides de sequéncias crescentes.



Seja (C™)p>1 uma sequéncia em S tal que C"  C. Dali, para todo = € X,
temos C7 ~ C, e portanto

Ac(z) = pa(Cy) = lm pa(C) = lim Acn(2),

n——+o0o

para todo z € X. Assim (Acn)n>1 converge pontualmente para Ac e como
cada A\cn é mensuravel, concluimos que Agc é mensuravel e portanto que

Ces.



Questao 4. Nos itens abaixo, consideramos a reta real R munida da o-
algebra de Borel B(R) e da medida de Lebesgue m : B(R) — [0,+00] € o
plano R? munido da o-algebra de Borel B(R?) = B(R) ® B(R) e da medida
de Lebesgue m x m.

(a) (valor 1,0 ponto) Dado k € R, mostre que a translagao
tr . Rox—zxz+keR
preserva medida, i.e.:
m(t; 1 [B]) = m(B),
para todo B € B(R).

(b) (valor 1,5 pontos) Seja f : R? — R uma funcdo integravel e seja
¥ : R — R uma fungdo mensuravel. Mostre que a fungao

g:R?> (z,y) »—>f(:n,y—|—1l)(1‘)) cR

é integrével e que [p, gd(m x m) = [p, fd(m x m).

Solugao. Temos que a funcao ¢ = t; é mensuravel, ja que é continua. Para
resolver o item (a), devemos mostrar que a medida push-forward

psm: B(R) 3> B+ m(¢'[B]) € [0, +oc]
é igual a m. Considere a colecao:
S = {]a,b] ca,beR, a< b}.

Temos que S é fechada por intersegoes finitas e que m|s é uma medida finita
e, em particular, o-finita. Como B(R) é o o-anel gerado por S, para mostrar
que ¢,m = m é suficiente mostrar que ¢,m e m coincidem em S. Mas isso
segue diretamente do fato que

(¢m) (Ja.b]) = m(Ja — k.b— k) = (b— k) — (a— k) = b — a = m(Ja,b]),
para quaisquer a,b € R com a < b. Para o item (b), note primeiro que a
funcao

0:R*> (z,y) — (2,y +¢(x)) € R

é mensuravel, j4 que sua primeira coordenada é 7; e sua segunda coordenada
é Mo 4+ 1) oy, em que 7T e mo denotam as projecoes de R?. Dai g = fo#
também é mensuravel e portanto |g| é mensurdvel e nao negativa. Podemos
portanto aplicar o Teorema de Tonelli para |g|, obtendo:

/}RQ lg| d(m x m) Z/]R</R‘f(x,y+z/}(x))‘dm(y)) dm(z)

Z/]R</]R!f:c\°tw(z)dm) dm(z),



em que f; : R — R é definida por f,(y) = f(z,y), para todo y € R. Pelo
resultado do item (a) temos que, para todo x € R, a fungao t,,) preserva
medida e portanto pelo resultado do Exercicio 3 da quinta lista temos:

/ |fal © ty(e) dm = / £l dm.
R R
Dai

[ gt = [ ([ 1@l an@) dmie) = [ 17ldmem) <+,

em que na segunda igualdade usamos o Teorema de Tonelli para a fungao
|f|. Isso mostra que |g| e portanto g é integrdvel. Podemos agora usar o
Teorema de Fubini—Tonelli para g e repetir os passos acima, obtendo:

/]R2 gd(m xm) = /]R (/R [z, y+ () dm(y)> dm(z)

:/}R</1foot¢(z) dm) dm(x)

= [ ([ swmam@) dm) = [ famxm).


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista5-MAT5798-2018.pdf

Questao 5. (valor 2,5 pontos) Sejam (X, .4, ) um espago de medida e
f: X —[0,1] uma fungao integravel. Mostre que:

lim [ (f(x))" du(z) = p(f7H(1).

n—-+o00 X

Solugao. Como f é mensuravel, temos que f™ é mensurdvel, para todo
n (ja que, por exemplo, o produto de fungdes mensurdveis é mensuravel).
Dado =z € X, temos que lim, (f(x))n é igual a zero, se f(x) < leé
igual a 1, se f(x) = 1. Daf (f"),>1 converge pontualmente para a funcdo
caracteristica do conjunto f~1(1). Além do mais, como f toma valores em
[0,1], temos que 0 < f™ < f, para todo n > 1. O fato que a funcao f
¢é integravel implica entao que estao satisfeitas as hipétese do Teorema da
Convergéncia Dominada e portanto:

tim [ (@) an@) = [ xpery du= (7 ()



Questao 6. (valor 2,5 pontos) Sejam (X, .4, ) um espago de medida e
(fn)n>1 uma sequéncia de funcoes mensuraveis f, : X — R que converge
em medida para uma funcao mensuravel f : X — R. Suponha que exista
uma funcao integravel ¢ : X — [0,4o00] tal que |fn(z)| < ¢(z) para todo
xz € X e todon > 1. Mostre que f é integravel e que:

lim /fndu:/fdu.
n—-+o0o X X

Solugao. Como f, é mensuravel e |f,| < ¢, temos

/Ifnldué/ ¢dp < +oo,
X X

donde |f,| e portanto f,, é integravel. Do fato que (f,)n>1 converge em
medida para f segue que alguma subsequéncia de (fy,),>1 converge pon-
tualmente quase sempre para f. Como |f,| < ¢ para todo n, segue que
|f(x)| < ¢(x) para quase todo x € X e portanto, ji que f é mensuravel,

temos:
/ If!dué/ ¢du < +oo.
X X

Dai |f| e f s@o integraveis. Agora suponha por absurdo que a sequéncia de
integrais ( S x In d,u) ,~>1 @0 convirja para a integral de f. Nesse caso existe

€ > 0 tal que
[ = [ rau
X X

para uma infinidade de indices n. Existe entdo uma subsequéncia (fp, )r>1
de (fn)nZl tal que

(1) ‘/ankdu—/xfdn

para todo k > 1. Como (fy)n>1 converge em medida para f, temos que a
subsequéncia (fn, )r>1 também converge em medida para f, ja que

i p({ € X 5[ fu (@) = fa)] 2 0})

— tim p({r e X : |fule) - f2)] 2 0}) =0,

n—-+00

> g,

2 €,

para todo n > 0. Do fato que (fy, )x>1 converge em medida para f, segue que
existe uma subsequéncia ( fnki)izl de (fn,)k>1 que converge pontualmente
quase sempre para f. Mas |fy, | < ¢ para todo i e a fungdo ¢ é integravel,
donde o Teorema da Convergéﬁcia Dominada nos déa que:

li . dp = du.
i;yw/)(fkiu /Xfu



Em particular

<,

[ uan= [ rau

para todo 7 suficientemente grande, o que contradiz o fato que vale para
todo k > 1.




