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Questao 1. (valor 1,0 ponto) Calcule o limite:
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lim D@D
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Solugao. Como lim, 400 Inz = +00 € limys o0 In(z + 1) = 400, a regra
de L’Hospital nos da:
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A questao também pode ser resolvida sem a regra de L’Hospital. Para isso,
observe que:

l+lnz=Ine+Inz =In(ex) > In(x + 1),
desde que ex > x + 1, isto é, desde que z > _=5. Assim:

| 1 1
1nx§1n(x+1)§1+lnx:1§L+)<

para todo x > max {é, 1}. Como:

1
lim (— + 1) — 1,
z—+4oo \In x
segue do Teorema do Confronto que:
1
lim n(r +1)
z—+oo Inzx

=1.



Questao 2. Considere a fungao f : D — R definida por:
1
flx) =

22—z -2
para todo z € D, onde D = {xER:xQ—x—Q#O}.
(a) (valor 1,0 ponto) Estude o sinal de f’.
(b) (valor 1,0 ponto) Estude o sinal de f”.

(c) (valor 1,0 ponto) Esboce o grafico de f, levando em conta crescimen-
to/decrescimento, concavidade, intersecao com os eixos coordenados
e assintotas horizontais e verticais.

Solugao.

(a) Temos:
P —r—-2=0<z=20ux=—1,
donde o dominio de f é:
D=R\{2,—-1}.
A derivada de f é dada por:
2z -1 1-2z
fw) = (22 —x—2)2 - (22 — 2z —2)?’

para todo z € D. Assim, para todo x € D, temos:

1 1
f’(a:)>0<:>a:<§, f’(a:)<0<:>x>§.

(b) A derivada segunda de f é dada por:

v —2@? -z —2)2—2(1-2x)(a? -z —2)(2z — 1)
f(l’)— (IE2—$—2)4

—2(2? —x —2) +2(22 — 1)?
(22 —x —2)3

2322 -3z +3) 6(x>—x+1)
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Temos:

1N2 3
2
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para todo = € R, de modo que f”(x) e 22
sinal, para todo x € D. Assim:

—x—2 possuem O mesmo

ffz)>0<=ax<—-1loux>2 f(2)<0e=-1<z<2.



(c) Em vista do resultado do item (a), temos que f é estritamente cres-
cente nos intervalos:

]—o0,—1[, ]-1,3],

e é estritamente decrescente nos intervalos:
[3:2[, 12,+00l.
Em vista do resultado do item (b), temos que f é concava para cima
nos intervalos:
|—o0, —1[, ]2,400],
e é concava para baixo no intervalo |—1,2[. Temos:

lim f(z)=+o00, lim f(x)= —o0,
z——1" rz——1t

lim f(z) =400, lim f(z)= —o0,

z—2+ T2~

jd que f é negativa em |—1,2] e positiva fora de [—1,2]. Assim, as

retas x = —1 e x = 2 sao assintotas verticais ao grafico de f. Temos
também:
1
2
lim )= lim ———= lim —&%—— =0
:C—H—oof() z5too 12 —x — 2 :c—>+001—%—% ’
x
e, similarmente:
lim f(z)=0,
T—r—00

donde o eixo x é uma assintota horizontal ao grifico de f. Como
f(z) # 0 para todo = € D, temos que o grafico de f nao intersecta
0 eixo x e intersecta o eixo y no ponto (O, f(())) = (0, —%)



O esboco do grafico de f fica assim:




Questao 3. (valor 2,0 pontos cada item) Calcule as integrais indefinidas
abaixo:

(a) /excosxdx;
(b) / _dz¥3 4.

22+ 4z +6
Solucao.

(a) Usando integragao por partes com:
) =€, ¢(@) = cosz,
obtemos:
/e’” coszdx = f(z)g(z) — /f'(:c)g(a:) dz =e"senx — /e’” sen x dz.
Usando novamente integragao por partes com:
filz) =¢€", gi(z) =senx,
obtemos:
[esenzas = n@n@) - [ A@n)a
= —e®cosT — /er(cos:p) dz = —e" cosx + /e“Tj cos z dx.
Logo:
/e”” cosxdr = e*senx + e” cosx — /em cosx dz,

e portanto:

1
/excosxdx = ieg[”(senfcjL cos ).

(b) Temos:

/ 4z + 3 d 2/ 20 +4 d 5/ dx
— dx = ———dx — _
22442 +6 22442 +6 2442+ 6

A primeira integral é calculada usando a substituicio y = 22 +4x +6:
20+ 4 dy 9
[t = [y =l + a0+
Para calcular a segunda integral, comecamos completando quadra-
dos:
22+ 4x+6=(x+2)%+2,



e usamos a substituicio z = V22 — 2:

/ dz / dz / V2 q 1 ¢
= — — r
22+ 4z + 6 (z+2)2+2 202+ 1) ° e

=L et (L“)
vaiele )
Logo:
4z 4+ 3 ) x+2
T qp=2In(a? + 4z 4 6) — —— (7)
/a:2+4:1:+6 x n(z® + 4z + 6) ﬂarctg 7 )

ja que 22 + 42 + 6 = (v + 2)% + 2 > 0, para todo .



Questao 4. Considere a fungao f : [—1,+o0o[ — R definida por:

flx) =V1+z,
para todo x > —1. Denote por p, o polinéomio de Taylor de ordem n de f
em torno da origem.

(a) (valor 1,5 ponto) Determine ps e mostre que:

3

p2(z) < f(z) < pa(z) + 16’

para todo x > 0.
(b) (valor 1,5 ponto) Mostre que:

1 1 1 1 1 1
I4-—=< [ Vi4+23de <1+4-—-——+—
0

8 56 — 8 56 160
Solugao.

(a) Temos:

[SIE

(1+z) 2,

N |

f@)=(1+2)2, fl(z)=

)= -7+ @) =S 0t

para todo z > —1. Daf:

1 1
f(O) :17 f/(O):*, f//(O) — T
2 4
e portanto:
, oo T2 r x?
p2(z) = f(0) + f(0)z + f (0)? :1+§—§-
Usando o resto de Lagrange para a férmula de Taylor, obtemos, para
todo z > 0:
f(x) = pa(x) +r(z),
com: X
1
r(@) = J"(0) 5 = 15 L+ e,
onde 0 < ¢ < x. Assim:
23
0< < —
r@) < 35
e portanto:
23
P2(@) < f(2) < pa(a) + T
para todo x > 0. Para x = 0 as duas desigualdades viram igualdades
e portanto:

3

p2(z) < f(z) < pa(z) + 6



para todo z > 0.

(b) Vimos no item (a) que:

2 2 3

X X X X X
1+ 2 Y c Ara<1+ i T2
tog g svitesltg—ot

para todo z > 0. Trocando z por x> obtemos que:
3 6 3 6 9

1+ T < Vitad<i+2 -2 2

2 8 2 8 16
para todo x > 0. Integrando no intervalo [0, 1] obtemos:
1 3 6 1 1 3 6 9
0z R
1 7—7ﬁ<< V1t ide < @ oz ﬁ
/D<+2 3 m_/o +z x_/o —|—2 8+16
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