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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Seja (z,)n>1 uma seqiiéncia de nimeros reais
tal que x,, > 0 para todo n € IN* e tal que limy,_, o z, = +00. Mostre que

limy, s 400 /Tn = +00.

Solucgao. Devemos mostrar que para todo M € R, existe ng € IN* tal que
\/Tn > M para todo n > ng. Seja dado M € R. Como lim,, o T, = +00,
temos que existe ng € IN* tal que x,, > M?, para todo n > ng. Tomando um
ng como esse, temos que, para todo n > ng, vale que x,, > M? e portanto:

VI > VM2 = |M| > M.



Questao 2. (valor 2,5 pontos) Sejam (x,,),>1 uma seqiiéncia de nimeros
reais e L € R. Mostre que as duas seguintes condigoes sao equivalentes:

(i) para todo € > 0, existe ng € IN*, tal que para todo n > ng, vale que

|z, — L| < &
(ii) para todo € > 0, existe nyg € IN*, tal que para todo n > ng, vale que
|z, — L| < e.

Solugao. Assuma (i) e vamos provar (ii). Seja dado € > 0. Por (i), existe
ng € IN* tal que |z, — L| < e, para todo n > ng. Tomando um ny como
esse obtemos que |z, — L| < ¢ e portanto |z, — L| < &, para todo n > nyg.
Isso prova (ii). Agora assuma (ii) e vamos provar (i). Seja dado € > 0. Por
(ii), existe ng € IN* tal que |z, — L| < §, para todo n > ng. Tomando um
no como esse obtemos que |z, — L| < § e portanto |z, — L| < ¢, para todo
n > ng. Isso prova (i).



Questao 3.

(a) (valor 1,5 pontos) Mostre que se Y - | x,, é uma série absolutamente

, . ~ ;. fe'e) ,
convergente de niimeros reais entao a série ) >~ 4 CL’TQZ € convergente.

(b) (valor 1,0 ponto) Encontre um exemplo de uma série condicionalmen-
, . 00 ;. 00 2
te convergente de nimeros reais ) , z, tal que a série Y >, x5

seja divergente.

Solucgao. Suponha que Y | x, seja uma série absolutamente convergen-

te de numeros reais. Em particular, essa série é convergente e portanto

lim,, 40z, = 0. Dai, dado € = 1, existe ng € IN* tal que |z,| < 1, para

todo n > ng. Tome um ng como esse. Dai, para todo n > ng temos que

22 < |z,| e, como a série > o0 | |x,| converge, o critério de comparagio nos
. 7. o0 2 7 ~

diz que a série ) ° | z; também converge. Isso completa a resolugdo do

item (a). Para o item (b), tome:

_1)n
:cnzi( ) n € IN*.

)
vn
Temos que a seqiiéncia (\arn])n>1 ¢é decrescente e converge para zero, donde

o critério da série alternada nos diz que a série Y~ x, é convergente.
2 oo 2

Mas x; = % para todo n € IN* e portanto ) >~ , x; é a série harmonica,
que diverge. (Pelo resultado do item (a), a série ) 7, z, nao pode ser

absolutamente convergente e portanto é condicionalmente convergente.)



Questao 4. (valor 2,5 pontos) Sejam (z,),>1 uma seqiiéncia limitada de
nimeros reais e (Y, )n>1 uma seqiiéncia convergente de niimeros reais. Mos-
tre que:

limsup (z,, + yp) = limsupz, + lim y,.
n—-+00 n—+o00 n—+00

Solucao 1. O resultado do Exercicio 3 da lista 5 nos diz que:

limsup (x,, + yn) < limsup x,, + limsup y, = limsupz, + lim y,.
n—+o0 n—-+00 n—+o0 n—+o0 n—+00
Resta estabelecer a desigualdade oposta. Como z, = (zn + yn) + (—yn)
para todo n € IN*, usando novamente o resultado do Exercicio 3 da lista 5
obtemos:

lim sup x,, < limsup (z,, + yp,) + limsup (—yy,)

n—+o00 n—+00 n—+o00
= limsup (z, + yn) + lLm (—yp)
n—+00 n—+00

= limsup (z,, + yp) — lLm y,.
n—+o00 n—+00

Dai:

limsupz, + lim y, <limsup (x, + yn).
n—+o00 n—+00 n——+oo

Solugao 2. Sejam a = limsup,, ., ., T, € b = lim,_,; y,. Basta mostrar
que a + b é o maior valor de aderéncia da seqiiéncia (xy, + yn)n>1. Como
a é um valor de aderéncia de (z,),>1, existe uma subseqiiéncia (zp, )k>1
de (zn)n>1 que converge para a. Mas (yn, )r>1 converge para b e portanto
(@n), +Yn, )e>1 € uma subseqiiéncia de (zy, + yn)n>1 que converge para a+b.
Logo a + b é um valor de aderéncia de (z,, + yn)n>1. Seja agora ¢ € R um
valor de aderéncia de (zy, + yn)n>1 € vamos mostrar que ¢ < a + b. Temos
que existe uma subseqiiéncia (2, + Yn,)k>1 de (Tn, + Yn)n>1 que converge
para c. Mas (yn, )x>1 converge para b e, como &y, = (Zpn, + Yn,) — Yn, Dara
todo k € IN*, segue que (xy, )r>1 converge para c—b. Entao ¢ —b é um valor
de aderéncia de (zy,),>1 e portanto ¢ — b < a. Dai ¢ < a+ 0.



