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CAPITULO 1
Diferenciacao

1.1. Notacao em Calculo Diferencial

Nesta secao preliminar quero esclarecer alguns aspectos da notagao que
é normalmente usada em cursos elementares de Céalculo Diferencial. Na dis-
cussao que segue, farei mengoes a conceitos (como diferenciagao e integracao)
que serao definidos ao longo do restante destas notas; em particular, estarei
falando sobre certos conceitos antes de té-los definido. Isso nao é tao estra-
nho quanto parece: em primeiro lugar, como essa discussao preliminar (um
pouco informal) gira apenas em torno de nota¢do e nao de contetido, ndo faz
realmente muita diferenca o significado dos conceitos. Em segundo lugar, é
bem provavel que o leitor tipico destas notas ja tenha feito cursos bésicos
de Célculo Diferencial (embora isso nao seja estritamente necessario).

A motivacdo para escrever estes esclarecimentos iniciais é proveniente do
fato que é comum encontrar alguns abusos de notagao em cursos de Calculo
(principalmente quando sdo direcionados a ndo-matematicos) e também pela
minha sensacao de que muitas coisas sobre essa notagao nao costumam ser
devidamente explicadas. S6 para dar um exemplo, observe que as expressoes:

(1.1.1) gi(ﬁy,y — ),
(1.1.2) a% (#y,y — )

tém significados bastante diferentes, embora tenham aparéncia similar. As
ocorréncias de “a%” em ambas as expressoes tém fungoes diferentes. Como
eu nunca vi alguém fazer uma discussao sobre o assunto, achei que seria

adequado inclui-la neste curso.

1.1.1. Uma distingao fundamental: nomes para funcoes wver-
sus formulas para fungoes. Parte da confusio que ocorre em cursos de
Calculo é devida a falta da consciéncia da diferenca entre um mome para
uma funcdo e uma férmule para uma funcao. Vamos elucidar a questao.
Quando dizemos:

“Seja f : R — R a funcdo definida por f(z) = 2® — xcos(z?), para todo
xeR
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noés estamos descrevendo uma funcao e avisando que ela sera denotada pela
letra f. A letra f é um nome para a funcao que foi descrita. Quando tra-
balhamos com Célculo nés normalmente precisamos falar sobre uma quan-
tidade enorme de funcoes que aparecem ao longo de longas manipulagoes
algébricas; por exemplo, numa manipulagao rotineira como:

d 3, .2 2 5\ 3, 2vd 3
e [cos(z® + z%) — z°sen(x”)] = —sen(x” + x )de‘ (x° + x%)

d » o d 5
- (ax )senx—x asen(m )
= —sen(2® + 22)(32% + 22)

— 2xsenz — 52 cos (),

nods precisamos fazer referéncia as derivadas das fungoes f, g, h, k definidas
por:

f(z) = cos(z® + %) — 2?sen(z”), g(x) = 23 + 22,

h(z) = 22, k(x) = sen(wS),

para todo x € R. Se s6 houvesse notagao para falar sobre a derivada de uma
funcao através do nome dessa funcao os calculos acima ficariam assim:

f'(z) = —sen(z® + 2%)g'(x) — I (x) senx — k' (z)
= —sen(2® + 2?)(32% 4 22) — 2z senz — 52° cos(x).

Como é muito desagradavel e desajeitado dar nomes para todas as fungoes
que aparecem ao longo das manipulagoes algébricas que fazemos quando
trabalhamos com Célculo, nés usamos uma estratégia pratica para fazer re-
feréncia a uma fungao sem que ela tenha um nome: nés usamos frases como
“considere a funcio x> +sen(z?)”, “tome a derivada da funcao cos(x + 2?)”,
etc; mas o3 + sen(2?) e cos(z + %) ndo sdo nomes para funcdes e sim os
resultados obtidos pela avaliacao de funcées num ponto x de seus dominios.
Expressoes tais como z3 4 sen(z?) e cos(x + 2%) serdo chamadas formulas
para fungoes. Antes de continuarmos, deve-se esclarecer que férmulas nao
identificam fungoes de forma inequivoca como os nomes fazem. Para co-
megcar, uma férmula nao deixa claro qual seja o dominio e o contra-dominio
da funcio que se quer considerar!, mas isso em geral é um problema menor.
Um problema mais sério é o seguinte; considere a férmula:

(1.1.3) sen(zy) — ycos(z + 1).

lEmbora exista normalmente um “dominio natural” para uma férmula, isto é, o maior
conjunto no qual faz sentido calcular a férmula, as vezes nés podemos preferir considerar
uma fung¢édo cujo dominio é menor do que o “dominio natural” de uma férmula para essa
fungdo. Por exemplo, nés poderiamos considerar a fungdo f : ]0,+oo[ — R definida por

flz) = %, para todo z > 0, embora a férmula % faca sentido para todo z # 0.
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A que funcao ela se refere? Pode ser que y € R seja fixado e estejamos
interessados em fazer referéncia & funcao?:

R > 2+ sen(zy) —ycos(x +1) € R,
mas pode ser que = € R seja fixado e estamos fazendo referéncia a funcao:
R > y+—— sen(zy) —ycos(z+ 1) € R.
Pode ser também que estejamos pensando numa funcdo definida em R?:
R? 5 (z,y) — sen(xy) — ycos(z + 1) € R,

ou, como nao ha regra alguma que diga que x é a “primeira varidvel” e y
a “segunda varidavel” (imagine se usissemos as letras A e ¢t no lugar de x e
y! qual vém primeiro?) nds poderiamos também estar fazendo referéncia a
funcao:

R? 5 (y,z) — sen(xy) — ycos(z + 1) € R.

E necessdrio entio (principalmente quando se lida com férmulas que contém
vérias varidveis®) que seja fornecida alguma informacao adicional para que
um leitor possa identificar a que funcao uma dada férmula se refere.

Uma estratégia para se tornar mais claro e rigoroso um texto em que
férmulas de fungoes sao usadas onde se deveriam usar nomes de fungoes seria
a de se introduzir uma simbologia que nos permitisse transformar facilmente
féormulas de fungbes em nomes de fungoes. Por exemplo, usar (como ji
fizemos acima) a expressao:

A >z (férmula) € B

ou, mais abreviadamente, z +— (férmula) como um nome para a funcao
f:+A— Btal que f(x) = (férmula), para todo x € A. Assim, por exemplo,
se R 3 z — 23 € R (ou, mais abreviadamente, x — x3) seria um nome
para a funcdo f : R — R tal que f(z) = 23, para todo = € R; poderiamos
escrever? entao (z — 2°)(2) = 8, ja que (z — 23)(2) é o mesmo que f(2).
Poderfamos escrever também (z +— 23)/(2) = 12, j4 que (z — 23)/(2) é
o mesmo que f/'(2). Evitarei essa abordagem, pois nao quero introduzir
notagoes que sejam muito diferentes das que aparecem normalmente nos
livros de Calculo. A estratégia que adotarei — que é a mesma que os livros
de Célculo adotam, s6 que sem uma explicacao explicita — serd a de usar
simbolos para derivadas (e também limites ou integrais) que possam ser
usados junto com férmulas de funcoes e nao sé6 com nomes de funcgoes,

2No que segue usarei a expressao “A 3 z — f(x) € B” como nome para uma fungao
f:A— B. Assim, por exemplo, a funcdo f : R — R definida por f(x) = 2, para todo
x € R, serd denotada por R 3 x — 22 € R. Repare na diferenca entre os simbolos “—” e
(L*)” .

3Mas nio somente nesse caso. Por exemplo, a férmula 2 poderia fazer referéncia &
funcao f : R? — R definida por f(z,y) = 22, para todos z,y € R.

“Daniel J. Bernstein faz exatamente isso em [1].
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como é o caso da notacao f’ para a derivada da funcao cujo nome é f. A
notacao para derivadas usando férmulas de funcoes é a seguinte:

d
(1.1.4) o (férmula),

onde o simbolo deve ser trocado por uma varidvel e (férmula) por uma
féormula que tipicamente (mas nao necessariamente) utiliza a variavel que
serd substituida por a. A expressao (1.1.4) significa f'(a), onde f é a funcao
a +— (férmula). Assim, temos por exemplo:

d 3. 2y o2 d 5\ _ _ g4 5
a( + 2%) = 3z° + 2z, dtcos(t)— 5t sen(t”),
d
— (2 Fay+y?) =z + 2.

dy

Note que ndo devemos escrever (x3+ x2)" pois o apéstrofe (ou “linha”) deve
ser usado apenas junto ao nome de uma fungao e ndo junto a uma férmula.
Note que uma expressao como (z2 + zy + y?) seria realmente ambigua, j4
que nao fica claro qual é a fung@o que se pretende derivar. Por outro lado,
nio devemos escrever - f ou df j4 que L deve ser usado apenas junto
0 ~ o dz/ YT dz dz J

formula de uma fungao e ndo junto ao nome (veja, no entanto, Subsecao 1.1.2

a seguir para uma explicagao sobre %) No entanto, a expressao:

d
A
é perfeitamente correta e é igual a f/(z), j& que f(z) é uma férmula para a
funcao f.
Alguns autores podem preferir utilizar 9 no lugar de d em (1.1.4), de
modo que:

x)

9 (férmula)

Oa
tem exatamente o mesmo significado que (1.1.4). Eu, no entanto, utilizarei
sempre a forma (1.1.4). O uso de 0 para derivadas parciais ou direcionais é
discutido na Subsecao 1.1.2 a seguir.
Note que uma expressao como (1.1.4) ndo é um nome para uma fungao,
mas sim uma fdrmula (que poderia corresponder a véarias fungoes, especial-
mente no caso em que temos varias variaveis). Nao podemos entao escrever:

(5 @ +a) ) =5,

de fato, para avaliar uma funcao num ponto xg deve-se colocar o simbolo
(zo) na frente de um nome para a funcdo em questao (veja, por exemplo,
que nao escrevemos (x4 x3)(1), para avaliar a funcao x — 2% +2z3 no ponto
1). Para que possamos avaliar uma fungdo num ponto sem que tenhamos
um nome para a mesma, é conveniente utilizar a notacao:

(1.1.5) (férmula)|q=a,
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onde « deve ser substituida por uma varidvel e oy por uma féormula. A
expressao (1.1.5) significa f(ap), onde f é a fungdo o +— (férmula). Por
exemplo, temos:

(@2 4 2%y = 12413 =2, (@® + 2y +1°)|yms = 2>+ 32+ 9,
ou ainda (estendendo um pouco a notagao que acabamos de introduzir):
(2® + 2y + 7)o y)=23) = 2° +2-34+ 3 = 19.

Dessa forma, temos:

= f'(a),

a=ag

d
o (férmula)

onde f é a funcdo a — (férmula); por exemplo, temos:

= (322 + 22)|4=1 = 5.

r=1

d 3 2
— (@ +z
o )

A distincéo entre nomes e férmulas nos permite também entender melhor
a notacao para integrais. Por exemplo, se f é uma funcdo a valores reais
cujo dominio contém o intervalo® [a, b], podemos denotar a integral de f no
intervalo [a, b] (ou seja, a integral da restrigao de f a [a,b]) por:

[+

’ ~ b i ~
No entanto, nés nao escrevemos [ z? = %(b?’ —a®), j4 que 2% ndo é o nome
de uma funcao. Se queremos escrever a integral de uma funcao para a qual
nao demos nome, devemos usar a notaco:

2

b
(1.1.6) / (férmula) dev,

onde « deve ser substituido por uma varidvel. A expressao (1.1.6) significa
a integral de a até b da fungao a — (fémula); por exemplo:

b 1
/ z?dr = 3 (b® — a®).

Note que ndo se deve escrever expressoes como

/abfdx,

/a ' fla)d,

5Na verdade, é possivel também que b < a, e nesse caso supomos que o dominio de f
contém o intervalo [b, al.

mas pode—se escrever:
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o que é (dado que f(z) é uma férmula para f) exatamente o mesmo que
f; f- A expressao (1.1.6) é em si uma férmula para uma funcao que pode

d

ser combinada com ¢ ou com |qa—q,, cOMo no exemplo abaixo:

™

d d
— [ cos(z+y)dx ‘ = d—y(sen(w +y) — sen y))

dy Jo y=0 y=0

= (cos(m + y) — cosy) ‘y:O = -2

Por fim, vamos rever a notacao usual para limites sob a luz da distingao
entre nomes e férmulas. A notacao usual para limites utiliza expressoes do
tipo:

(1.1.7) lim (férmula),

a—ag

onde « deve ser substituido por uma varidvel e oy por uma féormula. A
expressao (1.1.7) significa o limite no ponto ag da fungdo o — (férmula).
Vemos entao que a notacao usual para limites adere naturalmente a férmulas
de fungoes; na verdade, nao ha uma notacao padrao para limites que possa
ser usada junto ao nome de uma funcéo. No entanto, ndo ha problemas®: se
f é uma funcdo entao f(z) é uma férmula para f e portanto o limite de f
num ponto xg pode ser escrito como:

lim f(z).

T—xQ

1.1.2. Derivadas parciais e direcionais. Se f ¢ uma fungao definida

num subconjunto (tipicante aberto, mas esse tipo de discussdo nao vem ao
caso aqui) de R, v € R"™ e x pertence ao dominio de f entdo é comum
denotar a derivada direcional de f no ponto z na direcao de v por’:

of
Essa notacgao nao pode ser usada para férmulas e portanto utilizaremos:
0
(1.1.8) a—a (férmula)
v
onde «a pode ser substituido por uma varidvel qualquer. A expressao (1.1.8)
significa %(a), onde f é a fungdo a — (férmula). Por exemplo, temos:
0.
(1.1.9) a—z sen(zire) = 2 cos(xiae)r1m2v1 + cos(xiae)rivg,

onde, como é usual, um indice ¢ numa expressao indica que estamos to-
mando a i-ésima coordenada daquela expressao. Podemos também escrever

6H4 dificuldade quando temos uma notagdo que adere a nomes e nao temos uma que
adere a férmulas. A situagdo inversa nao causa problemas, ja que é simples produzir uma
férmula a partir de um nome, a saber, f(z) é uma férmula para a fungao f (obviamente,
podemos usar qualquer varidvel em vez de x).
of

7Alguns textos usam % (z), mas nés ndo adotaremos essa notagao.
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(estendendo um pouco a notagao introduzida acima):

2l

Z@y)
ov
Note que em (1.1.9) a varidvel 2 representa um vetor® de R?, mas em (1.1.10)
a varidvel z (e também a varidvel y) representa um nimero real.

Um caso particular importante das derivadas direcionais sao as derivadas
parciais: se (e;)]; denota a base candnica de R"™ entao a derivada direcional

(1.1.10) (2%y*) = 22301 + 322y vs.

8f 2. (z) de uma fungao f definida em (ou num subconjunto de) R™ ¢ também
chamada a i-ésima derivada parcial de f no ponto xz. Na pratica, nao se

usa muito a notacao g—é(x) para a i-ésima derivada parcial de f no ponto
T, mas usa-se, por exemplo, %(w); além do mais, se f é definida em R3,
af of ., of af  af
muitas vezes se usa g, g € 5o €m vez de 52—, 5, € 863 Em alguns casos
encontra-se também %, %, %, etc. O que significa tudo isso? Ocorre que
of

na pratica é um tanto desagraddvel escrever ok digamos que tenhamos
uma situacdo em que f : R — R modela um certo processo fisico que
depende de 15 varidveis. Nao seria nada pratico memorizar os significados
fisicos de ae Y ey 82{ - O que se faz entao é estabelecer um acordo com
o leitor de que os ntumeros 1, 2, ..., 15 corresponderao a 15 letras que sao
mais faceis de lembrar do que os nimeros. Por exemplo, se f é uma fungao

definida em R? pode-se combinar que os ntmeros 1, 2, 3 corresponderio

respectivamente as letras x, y, z, de modo que gic , % % devem ser lidos
como sinonimos de 2L, 21 o o1 respectlvamente .
Oe1’ Oes Oes’

1.1.1. OBSERVACAO. Se convencionamos que os numeros 1, 2, ..., n
correspondem, respectivamente, as letras x1, x2, ..., T, entao, por defini¢ao,
of ’ of -

52 (x) é o mesmo que 7/-(z). Observamos que também:
d
— f(z
iz, 1@
é igual a %(az), mas nao apenas por defini¢ao. % f(x) é um caso particular
? k3

da notagao (1.1.4) (entendendo que = abrevia (z1,...,z,)) e é igual, por
definigao, a ¢'(x;), onde g é a fungdo x; — f(x). E facil ver que ¢'(z;) é
realmente igual a ﬂ(x), mas por um motivo um pouco mais indireto do que

a igualdade entre df . (@) e gef (), que é resultado de uma mera convengao.

8Na verdade, o leitor ndo pode deduzir isso apenas da expressao (1.1.9), j4 que poderia
ser, por exemplo, que z € R?, mas estamos considerando uma funcao que nao depende de
x3. O contexto é portanto necessario para a compreensao do significado da expressao.

9Um jeito (desnecessariamente) sofisticado de olhar para a situagao é o seguinte: em
vez de considerar uma funcao definida em R?, pensamos numa funcao definida em R1#¥#}
que é o R-médulo livre gerado por {z,y, z}. Temos entdo que z, y e z constituem uma
base do espaco vetorial real R{*¥#}. Evidentemente R!*¥*} é isomorfo a R®, mas o
estabelecimento de um isomorfismo especifico depende justamente da escolha de uma
bijecao entre as letras z, y, z € os nimeros 1, 2, 3.
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1.2. Funcoes Diferenciaveis

Nesta secao introduzimos o conceito de funcao diferencidvel em espagos
vetoriais reais de dimensao finita. Recordamos que todo espaco vetorial real
de dimensao finita admite uma norma e que quaisquer duas normas num
espaco vetorial real de dimensao finita sao equivalentes, isto é, determinam os
mesmos conjuntos abertos; temos, na verdade, que duas normas equivalentes
|| - |l1, || - ll2 num espago vetorial real E sao também Lipschitz-equivalentes,
isto é, existem numeros reais positivos ¢, ¢ tais que:

(1.2.1) llzll < [lzll2 < ellzfh,

para todo x € E. O leitor pode consultar a Secao B.11 do Apéndice B
para mais detalhes. O fato que todas as normas num espaco vetorial real de
dimensao finita sdo equivalentes implica que podemos lidar com conceitos
topoldgicos (tais como continuidade, limites, compacidade, etc) num espago
vetorial real de dimensao finita sem nos preocuparmos em fixar uma norma
especifica no espaco. O fato de que quaisquer duas normas sao Lipschitz-
equivalentes nos diz que podemos lidar até mesmo com alguns conceitos que
nao sao puramente topolégicos (como completude, continuidade uniforme ou
conjunto limitado) sem nos preocuparmos em fixar uma norma especifica.

Ao longo de toda a secao consideraremos fixados espagos vetoriais reais
de dimensao finita £, F', um subconjunto U de E, uma funcao f : U — F
e um ponto x € U.

Dada uma aplicacao linear T : ' — F, nés definimos uma fungao r
fazendo:

(1.2.2) r(h) = f(x+h) — f(x) —T(h) € F,
para todo h € E tal que x +h € U. O dominio da fungao r é o conjunto:

U—xd:ef{u—:n:ueU}:{hEE:x—l—hEU},

e o contra-dominio de r é o espaco F.

1.2.1. DEFINIGAO. Suponha que o ponto x nédo seja isolado em U, isto
é, que = seja um ponto de acumulagao de U. A fungédo f : U — F é dita
diferencidvel no ponto x se existe uma aplicagao linear T': £ — F tal que a
aplicagao r definida em (1.2.2) satisfaga a condigao:

. r(h)
(1.2.3) lim —= =0,
h=0 [|A]
onde | - || denota uma norma qualquer fixada em E. Mais diretamente, f é

diferencidvel no ponto x quando existe uma aplicacao linear T : ¥ — F tal
que:

(1.2.4) lim flx+h)— f(z)=T(h)

=0.
h—0 1A
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O dominio da fungao h +— % da qual consideramos o limite em (1.2.3)

é o conjunto (U — z) \ {0}; temos que a condigdo de que x seja um ponto
de acumulagao de U é necessdria e suficiente para que 0 seja um ponto de
acumulacao de (U—x)\{0} e essa tltima é a condigdo minima que precisamos
para que o limite em (1.2.3) faga sentido.

Vamos verificar que a condic@o (1.2.3) ndo depende das normas fixadas
nos espagos F, F. Para isso, observamos primeiro que na condigao (1.2.3) ha
trés referéncias as normas dos espacos E e F': hd uma referéncia & norma de
FE e uma referéncia a norma de F' escondidas na definicao de limite e hd uma
referéncia explicita & norma de E na descricao da fun¢ao da qual tomamos
o limite. Com as referéncias as normas de F e F' escondidas na defini¢dao
de limite nao precisamos nos preocupar pois, como mencionado no inicio da
secao, a nocao de limite é topoldgica e todas as normas em espagos vetoriais
reais de dimensao finita sao equivalentes. Fixemos entao nossa atencao na
referéncia a norma de E que aparece no denominador da fracao em (1.2.3).
Sejam || - [|1, || - [|]2 normas em E; temos:

r() _ e v () _ Al r(h)

Tl ~ WAl Toll” Tl ikl el
para todo h € (U — ) \ {0} e da Lipschitz-equivaléncia entre || - ||1 e || - ||2
(veja (1.2.1)) segue que as fungoes:

[172]l2
17211

172/l

EAO} 3 b 11l

eR

eR, E\{0}>5h+—

sao limitadas. Dai:

h=0 ||hll2

im 7 — g e i ")

h=0 ||hllL

Facamos uma pequena digressao das consideracoes estritamente formais
para explicar melhor a no¢ao de funcao diferencidvel. Temos que no ponto
x a fungdo f assume um certo valor y = f(z). Quando o ponto x sofre uma
perturbacao Axz = h, o valor y de f no ponto z sofre uma perturbacgao:

Ay = f(z +h) = f(x).

Num curso de Célculo para funcées de uma variavel considera-se o caso em
que £ = F =R e a derivada de f no ponto z é definida fazendo o limite:

A
(1.2.5) c= lim —.
A igualdade (1.2.5) pode ser reescrita na forma:

Ay — cAx
1.2.6 lim — =0
( ) Az—0 Az
e interpretada da seguinte maneira: quando Ax é pequeno, o produto cAx

é uma “boa aproximacao” para Ay. Por “boa aproximacio” entendemos
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nio apenas que Ay — cAx tende a zero quando Az tende a zero'?, mas que

Ay — cAx tende a zero mais rdpido do que Az, no sentido que Ay — cAx é
o produto de Az por uma funcao que tende a zero quando Ax tende a zero
(essa funcao é o quociente que aparece em (1.2.6)). No caso geral (em que
E e F nao sao necessariamente iguais a R) as perturbagoes Az e Ay sao
vetores e o quociente ﬁ—g sequer faz sentido. No entanto, podemos trocar
cAxz por T(Az), onde T : E — F é uma aplicacdo linear'! e daf a diferenca
Ay —T(Ax) é justamente igual ao resto r(h) definido em (1.2.2). Como Ax
¢ um vetor, nao faz sentido dividir Ay —T'(Az) por Az e a condigao de que
Ay — T'(Ax) tenda a zero mais rédpido do que Az deve ser expressa através
da igualdade:

lim Ay — T'(Ax)

=0
Az—0 ||A33H ’

que ¢é justamente (1.2.3) (note que nao faria diferenga alguma se em (1.2.6)
trocdssemos o denominador por |Az|, j& que isso corresponderia apenas a
multiplicar a fracao em (1.2.6) pelo sinal de Az, que é uma fungao limitada).
Pode-se pensar entao que f é diferencidvel no ponto x quando a perturbacgao
que o valor de f sofre quando perturbamos z pode ser “bem aproximada”
por uma funcao linear da perturbagao sofrida por x. Note que ndo ¢ correto
dizer (como as vezes se ouve dizer) que f é diferencidvel no ponto = quando
admite uma “boa aproximacao linear” em torno de x: se queremos falar em
aproximagoes de f devemos falar em aprozimagoes afins (veja Exercicio 1.1).

J& que toda aplicacao linear em espacos vetoriais reais de dimenséo finita
é continua (veja Proposigao B.11.20), é natural esperar que tal propriedade
seja herdada pelas funcoes diferenciaveis. Esse é o conteido da seguinte:

1.2.2. PROPOSIGAO. Se f: E D U — F € diferencidvel no ponto x € U
entdo f € continua no ponto x.

DEMONSTRAGAO. Seja T : E — F uma aplicagao linear satisfazendo
(1.2.3), sendo r definida em (1.2.2). Temos:

lim f(w + 1) = lim (f(2) + T(h) + r(h)).

Ja que toda aplicacao linear é continua e 7'(0) = 0 temos limy,_,o 7T'(h) = 0.
Além do mais:

: : r(h)
Ry ) = i Il = ©
donde limy_g f(z + h) = f(x) e f é continua no ponto . O

105 condi¢do de que Ay — cAzx tende a zero quando Ax tende a zero é equivalente &
continuidade de f no ponto x e portanto ndo diz nada sobre o escalar c.

Hge F = R™ e F = R" estamos trocando o escalar ¢ por uma matriz real n x m (a
matriz que representa 7' com respeito as bases candnicas).
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1.2.3. DEFINIGAO. Dado um vetor v € E entao a derivada direcional de
f no ponto z e na direcao de v é definida por:

OF (1) %t iy flz +tv) - f(z)

1.2.
(1.2.7) ov t—0 t

€F,

desde que 0 seja um ponto de acumulagao do conjunto:
(1.2.8) {teR:2+tvelU}

e que o limite que aparece do lado direito da igualdade em (1.2.7) exista.

S (@+tv)—f(
t

O dominio da funcao t +— 2) da qual consideramos o limite em

(1.2.7) é o conjunto:
(1.2.9) {teR:z+tveU}\{0}

temos que 0 é ponto de acumulagao de (1.2.8) se e somente se 0 é ponto
de acumulagao de (1.2.9) e essa tltima é a condi¢cdo minima necesséria para
que faca sentido considerar o limite em (1.2.7).

1.2.4. OBSERVAGAO. Se v = 0 entao o conjunto (1.2.8) é R e a derivada

direcional % (x) certamente existe e é igual a zero. Se v # 0 entao a aplicagao
R >t +— x + tv é um homeomorfismo sobre a reta:

:U—{—sz{x—i—tv:tEIR}

e 0 é ponto de acumulagao do conjunto (1.2.8) se e somente se x é ponto de
acumulagao do conjunto (z + Rv) NU; vemos que se v # 0 entao para que 0
seja ponto de acumulagao de (1.2.8) é necessério (mas em geral longe de ser
suficiente) que x seja ponto de acumulagao de U. No caso particular em que
FE tem dimensao 1, a reta « + Rv coincide com E para v # 0 de modo que 0
é ponto de acumulagao de (1.2.8) se e somente se z é ponto de acumulagao
de U.

1.2.5. OBSERVAGAO. Alguns livros elementares de Célculo definem a
noc¢ao de derivada direcional apenas quando o vetor direcao v tem norma
igual a 1. Nao ha realmente nenhuma justificativa matematica para se fazer
isso e, na verdade, serd bastante conveniente para nds permitir derivadas

direcionais g—{(a:) com v € E arbitrdrio (veja, por exemplo, Lema 1.2.8 a

seguir). Alguns livros adotam a convencao de definir %(m) apenas quando
|lv]| = 1 pois quando se estd interessado em estudar a forma como f varia
ao longo de uma reta que passa por um ponto x faz sentido eleger um vetor
unitario paralelo a essa reta como uma espécie de “representante natural”
da direcao determinada por essa reta. No Exercicio 1.2 pedimos ao leitor

. . .. . Of af
para relacionar as derivadas direcionais 5 (z) e Be0) (x), sendo ¢ € R um

escalar.

1.2.6. DEFINIGAO. Se E = R e z € U é um ponto de acumulagao de
U C R entao a derivada direcional:
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é denotada também por f'(z) e é chamada a derivada (ou o vetor tangente)
de f no ponto (ou no instante) x.

Quando EF = R podemos pensar f como sendo uma curva parametri-
zada no espaco vetorial F', o que explica a ado¢dao da terminologia “vetor
tangente”. Quando F' também é igual a R a Defini¢ao 1.2.6 coincide com a
defini¢ao usual de derivada dos cursos de Célculo de uma variavel.

1.2.7. EXERcic10. Seja v € FE e suponha que 0 é um ponto de acumu-
lagao do conjunto (1.2.8). Considere a fungao:

p:RO{teR:z+tvelU} >t f(z+tv) EF.

Mostre que a derivada direcional %(x) existe se e somente se a derivada
¢'(0) existe e que, caso ambas existam, sdo iguais.

No Exercicio 1.3 pedimos ao leitor para demonstrar uma pequena gene-
ralizacao do resultado do Exercicio 1.2.7.

Vamos agora relacionar a nogao de funcao diferenciavel com a nogao de
derivada direcional.

1.2.8. LEMA. Suponha que f : E D U — F seja diferencidvel no ponto
xeUequeT: E— F seja uma aplicagao linear tal que a condigdo (1.2.4)
seja satisfeita. Se v € E € tal que 0 € ponto de acumulag¢do do conjunto
(1.2.8) entdo a derivada direcional %(az) existe e € igual a T'(v).

DEMONSTRAGAO. Se v = 0 entao %(z) =0="T(v). Se v # 0 podemos
fazer h = tv em (1.2.4) para obter:

flz+tv) — f(z) - T(tv)

(1.2.10) lim ATl ~0.
Como:
flxz+tv) — f(z) — T(tv) o] |t] flz+tv) = fz) = T(tv)
t t [t[lv]l

~ tl o, 9. . ,
e a funcao t — % ¢ limitada concluimos que:

flx+tv) — f(x) — T(tv) _

lim 0.
t—0 t
Mas:
flatto) = @) ~T(t) _ flatto) = f@)
t ¢ 7
donde segue que:
ti V2T _ .

t—0 t

1.2.9. COROLARIO. Se z € um ponto interior deU e f : E DU — F
€ diferencidvel no ponto x entdo existe apenas uma transformacdo linear
T:E — F tal que a condi¢ao (1.2.4) € satisfeita. Além do mais, para todo
v € E a derivada direcional %(x) existe e € igual a T (v).
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DEMONSTRAGAO. J4 que x é um ponto interior de U temos que para
todo v € E o conjunto (1.2.8) contém uma vizinhanga de 0 e em particular
possui 0 como ponto de acumulagao. Se T : E — F é uma aplicagao linear
satisfazendo (1.2.4) podemos entdo aplicar o Lema 1.2.4 para obter:

1) = 2 (@),

para todo v € E. Essa igualdade evidentemente prova a unicidade de T'. [J

1.2.10. COROLARIO. Se E tem dimensdo 1, x € U € um ponto de acu-
mulagdo de U e f : E D U — F ¢€ diferencidvel no ponto x entdo existe
apenas uma transformagao linear T : E — F tal que a condigdo (1.2.4) seja
satisfeita.

DEMONSTRAGAO. Como F tem dimensao 1 e x é ponto de acumulagao
de U, temos que 0 é ponto de acumulagdo do conjunto (1.2.8) para todo
v € E (veja Observacao 1.2.4). Podemos entdo argumentar como na de-
monstragao do Corolario 1.2.9. ([

Os Corolérios 1.2.9 e 1.2.10 nos permitem enunciar a seguinte:

1.2.11. DEFINIGAO. Se x é um ponto interior de U ou se E tem dimensao
lex € U é um ponto de acumulacaode U ese f : E D U — F ¢é diferenciavel
no ponto x entao a unica aplicacao linear T' : £ — F tal que a condicao
(1.2.4) é satisfeita é chamada a diferencial de f no ponto x e é denotada

por df(z).

Evidentemente, se « é um ponto interior de U ou se F tem dimensao 1
e x € U é um ponto de acumulagao de U e se f é diferencidvel no ponto z
entao:

flx+h) = flz) —df(x)-h _

(1.2.11) lim =0.

h—0 171

Alguns esclarecimentos sa@o necessarios sobre a notagdo df(z) - h: temos
que a diferencial df(z) é uma fungao (uma aplicagao linear de E para F)
e portanto pode ser aplicada a um vetor h € E. A notacdo padrdo para
aplicar uma fungao a um ponto de seu dominio nos faria escrever df(z)(h)
para denotar o valor de d f(z) no ponto h. No entanto, para evitar sobrecarga
de parénteses, nés muitas vezes escreveremos apenas df(z) - h (o simbolo -
pode ser lido como “aplicado em”) ou apenas df(x)h.

Dado um vetor v € E, temos que df(z) - v coincide com a derivada
direcional de f no ponto z e na direcao de v. De fato, o Lema 1.2.8 implica
diretamente a seguinte:

1.2.12. PROPOSIGAO. Se x é um ponto interior de U ou se E tem di-
mensdo 1 e x € U € um ponto de acumulacdo de U ese f: E DU — F €
diferencidvel no ponto x entao para todo v € E a derivada direcional %(ﬂ?)
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existe e € igual a df(z) - v, isto é:

o1
@) = df@) v,

para todo v € E. O

Sera possivel definir a direrencial df(x) em condigdes mais gerais do que
aquelas enunciadas na Definicdo 1.2.117 Em outras palavras, serd possivel
mostrar a unicidade da aplicacao linear T': E — F' satisfazendo (1.2.4) em
condicGes mais gerais do que aquelas que aparecem nos Corolédrios 1.2.9 e
1.2.107 A resposta é sim: para que possamos provar a unicidade de T (e
entao definir df(z)) precisamos apenas que x seja ponto de acumulagao do
dominio U “ao longo de uma quantidade de dire¢oes grande o suficiente pa-
ra gerar o espaco E”. Pedimos ao leitor para trabalhar os detalhes dessa
questao nos Exercicios 1.4, 1.5 e 1.6. No entanto, para simplificar a expo-
sicao, nds continuaremos a trabalhar com a nocao de diferencial apenas no
caso em que o ponto x é interior a U ou que F tem dimensao 1 e x € U é
um ponto de acumulacao de U.

Vejamos alguns exemplos bem simples de aplicagoes diferenciaveis e suas
respectivas diferenciais.

1.2.13. EXEMPLO. Se f : E — F é constante entao f é diferencidavel em
qualquer ponto z € E e df(x) = 0. De fato, se T = 0 entao a fungao r
definida em (1.2.2) ¢é nula.

1.2.14. EXEMPLO. Se f : E — F' é linear entao para todo z € E a fungao
f é diferenciavel no ponto x e df(z) = f. De fato, fazendo T' = f temos
que a aplicagao r definida em (1.2.2) é nula.

1.2.15. ExXERcic1o. Seja V um subconjunto de U e suponha que x é
um ponto interior de V ou que E tem dimensao 1 e x € V é um ponto de
acumulacao de V. Mostre que:

(a) se f : E D U — F é diferencidvel no ponto x entdo também
flv : V — F é diferenciavel no ponto = e d(f|v)(z) = df(x);

(b) se V é uma vizinhanga de z relativamente a U e se f|y é diferen-
cidvel no ponto x entao também f é diferencidvel no ponto x.

A existéncia de uma quantidade grande de derivadas direcionais de f no
ponto z implica na diferenciabilidade de f no ponto 7 Nao. E possivel que
x seja um ponto interior de U e que todas as derivadas direcionais de f no
ponto x existam, mas que f nao seja diferencidvel no ponto x (os resultados
dos Exercicios 1.7 e 1.8 fornecem uma familia de exemplos que confirmam
essa afirmagao). No entanto, quando E tem dimensao 1, temos o seguinte:

1.2.16. LEMA. Se E tem dimensdo 1, x € U € um ponto de acumulacao

de U e se a derivada direcional g—i(x) existe para algum v € E nao nulo
entdo f € diferencidvel no ponto x.

DEMONSTRAGAO. Como E tem dimensao 1 e v é ndo nulo temos que o
conjunto unitario {v} é uma base de F e portanto existe uma tinica aplicac¢do
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linear T': E — F tal que T'(v) = %(w). Vamos mostrar que a condi¢ao
(1.2.4) é satisfeita. Como a aplicagao R > ¢t +— tv € E é um homeomorfismo,
temos que (1.2.4) é equivalente a (1.2.10). Mas:

flottn) = J@) = Te) _ Lt (Sl tn) = f()
el ERZ .

- T(v)),

onde a funcao t — ﬁ ¢é limitada e:

ti (LEFVZID ) = Oy iy =
donde (1.2.10) vale. O

1.2.17. COROLARIO. Se E = R e x é um ponto de acumulagio de U C R
entdo a funcdo f : U — F ¢é diferencidvel no ponto x se e somente se a
derivada f'(x) existe (veja Defini¢io 1.2.6). Caso f seja diferencidvel no
ponto x, temos:

(1.2.12) df(z)-h = f'(z)h,
para todo h € R e f'(x) =df(x)- 1.

DEMONSTRAGAO. Se f ¢é diferencidvel no ponto z entao segue da Pro-
posicao 1.2.12 que a derivada direcional %(x) = f/(z) existe e é igual a
df(z) - 1; da linearidade de df(z) vem a igualdade (1.2.12). Reciprocamen-
te, se f'(z) = %(az) existe entao o Lema 1.2.16 implica que f é diferencidvel
no ponto z. [l

1.2.18. CONVENGAO. Em tudo que segue, assumimos que x seja um
ponto interior de U ou que E tenha dimensao 1 e x € U seja um ponto de
acumulacao de U.

1.2.19. PropPOSIGAO. Se f : E DU — F, g: E DU — F sao am-
bas aplicagoes diferencidveis no ponto x entdo a aplicagcdo f + g também é
diferencidvel no ponto x e:

d(f +g)(x) = df(x) + dg().

DEMONSTRAGAO. Basta notar que df(x)+dg(z) é uma aplicagao linear
e que:

(f +9)(@+h) = (f + 9)(z) — (df (z) + dg()) (h)

b 1A
S h) ()~ df(@) b
b W
lim g(x+h) —g(x) —dg(x) - h —0 O

h—0 | A
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1.2.20. LEMA. Seja F' um espaco vetorial real de dimensao finita. Se
f:EDU — F € diferencidvel no ponto x e se L : F — F' é uma aplicacao
linear entdo L o f também ¢é diferencidvel no ponto x e:

d(Lo f)(xz) = Lodf(x).

DEMONSTRAGAO. Como L é continua e L(0)

=0, de (1.2.11) vem:
i (L1 = 10) ~ )1y

=0;
h—0 17l
dai:
oDk~ (Lo f)w) — (Lodf@)(h) _
h—0 172 ’
e a conclusao segue. ([

1.2.21. COROLARIO. Se f: E DU — F € diferencidvel no ponto = e se
c € R entao a aplicagdo:

cf:Usyr—cf(y) €F
€ diferencidvel no ponto x e:
d(cf)(z) =c(df(z)) : E> h+— c(df(z)-h) € F.
DEMONSTRAGAO. Aplique o Lema 1.2.20com L : F 3w~ cw € F. [0

1.2.22. COROLARIO. Se ¢ : E D U — R € diferencidvel no ponto z e se
w € F entdo a aplicagdo:

ow:Udy+— ¢(y)w € F
€ diferencidvel no ponto x e:
d(¢pw)(z) = (dé(z))w : E > h — (do(z) - h)w € F.
DEMONSTRAGAO. Aplique o Lema 1.2.20 com L: R>c¢c—cw e F. O

1.2.23. COROLARIO. Suponha que B = (e;)_, seja uma base de F e
que m; : F' — R denote o funcional linear que associa a cada vetor de F
sua i-€sima coordenada na base B. Seja fi =m0 f: U —R,i=1,...,n.
Temos que f € diferencidvel no ponto x se e somente se f; € diferencidvel no
ponto x para todo i = 1,...,n; além do mais, se f € diferencidvel no ponto
x entao para todo h € E, dfi(z) - h € a i-ésima coordenada de df(x)-h na

base B, isto é:
n

df(z)-h=>_(dfi(z)-h)e.
i=1
DEMONSTRAGAO. Se f é diferencidvel no ponto z entdo segue direta-
mente do Lema 1.2.20 que f; = m; o f é diferenciavel no ponto x, ja que m;
é linear; além do mais, para todo h € E, df;(z) - h = m(df(z) - h), isto
é, dfi(z) - h é a i-ésima coordenada de df(x) - h na base B. Reciproca-
mente, se f; é diferencidvel no ponto x para todo ¢ = 1,...,n entao, como
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[ = > fiei, segue da Proposicao 1.2.19 e do Coroldrio 1.2.22 que f é
diferenciavel no ponto . O

1.2.24. COROLARIO. Suponha que F' seja um subespaco de F e que a
imagem de f : E D U — F esteja contida em F'; denote por fo: U — F’
a aplicacao que difere de f apenas pelo contra-dominio. Temos que [ €
diferencidvel no ponto x se e somente se fy € diferencidvel no ponto x; além
do mais, se [ € diferencidvel no ponto x entdo a imagem de df(z): E — F
estd contida em F' e as aplicagoes lineares df(z) : E — F edfy(x) : E — F’
diferem apenas pelo contra-dominio.

DEMONSTRACAO. Denote por i : F/ — F a aplicacao inclusao. J4 que
f =io fogeiélinear, o Lema 1.2.20 nos diz que se fy é diferenciavel no
ponto x entdo f também é diferencidvel no ponto z e df(z) = i o dfy(z),
isto é, df(x) toma valores em F’ e as aplicagoes df(z) e dfy(x) diferem
apenas pelo contra-dominio. Reciprocamente, suponha que f seja diferen-
cidvel no ponto x. Seja L : F — F’ uma aplicacao linear cuja restricao a
F’ seja a aplicacao identidade de F’ (para obter L, escolha um subespago
complementar qualquer de F’ em F e tome L como sendo a projecao em
F’ relativamente & decomposigdo em soma direta obtida). Temos entao que
fo= Lo f e portanto o Lema 1.2.20 nos da que fy é diferencidvel no ponto
x. U

Exercicios para o Capitulo 1

Diferenciagao.

1.1. EXERcicIO. Sejam dados espacos vetoriais F, F. Uma aplicacao
A: E — F é dita afim se existem uma aplicagao linear T : E — F e um
vetor u € F tais que A(z) = u + T'(z), para todo z € E. Suponha que F,
F' sejam espacos vetoriais reais de dimensao finita e que f : U — F seja
uma funcao definida num subconjunto U de E. Seja x € U um ponto de
acumulacao de U. Dizemos que uma aplicacdo afim A : £ — F é uma
aprozimagdo de primeira ordem para f no ponto x se A(x) = f(x) e se:

i £2) = AR)

=0,
ime [z — ]

onde || - || denota uma norma qualquer fixada em E. Mostre que:

(a) se f é diferenciavel no ponto z e T': E — F' é uma aplicagao linear
que satisfaz (1.2.4) entdo a aplicacdo afim:

A:Es3z+— f(x)—T(x)+T(2) € F

é uma aproximacao de primeira ordem para f;

(b) se existe uma aplicagdo afim A : £ 3 z — u+ T(z2) € F (com
T : E — F linear e u € F) que é uma aproximagao de primeira
ordem para f entao u = f(x) — T'(x), T satisfaz (1.2.4) e portanto
f é diferenciavel no ponto x.
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1.2. EXERcCICIO. Sejam E, I espacos vetoriais reais de dimensao finita,
U um subconjunto de E, z € U, v € E e f: U — F uma funcao. Suponha
que 0 seja um ponto de acumulagao do conjunto {t eR:z+tve U} e que
a derivada direcional %(z) exista. Dado ¢ € R, mostre que 0 é ponto de
acumulacao do conjunto {t eER:z+tcvelU }, que a derivada direcional

a(acj;) (x) existe e que:
af of
aew) (x) = c%(w)
1.3. EXERCICIO. Sejam E, F espacos vetoriais reais de dimensao finita,

U um subconjuntode F, z €¢ U,v € F e f: U — F uma fungao. Considere
a funcao:

¢p:RO{teR:z+tveU}dtr— flz+tv) €F.

Dado tg € R, mostre que:

(a) to é ponto de acumulacao do dominio de ¢ se e somente se 0 é ponto
de acumulagao do conjunto {t eER: (z+tow) +tve U};

(b) se tg pertence ao dominio de ¢ e é ponto de acumulacao do dominio
de ¢ entao a derivada ¢'(tp) existe se e somente se a derivada dire-
cional %(w + tov) existe e, caso ambas existam, sdo iguais.

1.4. EXERcicio. Sejam E um espaco vetorial real de dimensao finita, U
um subconjunto de E e x,v € E. Dizemos que x é um ponto de acumula¢do
de U na dire¢do de v se existe uma seqiiéncia (x,)n>0 em U e uma seqiiéncia
(tn)n>0 de nimeros reais positivos tal que x,, — = e t,,(x, —x) — v. Se || - ||
é uma norma em E e v # 0, mostre que x é um ponto de acumulagao de U
na direcao de v se e somente se existe uma seqiiéncia (zp)p>0 em U \ {z}
tal que z, — x e:

Tn—T U
[n — =] [v]]

1.5. EXERcICIO. Sejam E, F espacos vetoriais reais de dimensao finita,
U um subconjunto de E, f: U — F uma funcao, x € U e v € E um vetor
tal que x é ponto de acumulacao de U na direcdo de v. Se T : E — F,
T’ : E — F sao aplicacoes lineares tais que:

fl@+h)— f(x) —T(h)

(1.13) lim i —0,
i @&+ h) — fz) =T'(h) _ 0.
h—0 Il

mostre que T'(v) = T'(v). Conclua que se f é diferencidvel no ponto z e o
conjunto:

(1.14) {ve E:z éponto de acumulagdo de U na dire¢ao de v}

gera E como espago vetorial entdao existe uma Unica aplicagao linear T tal
que a condicao (1.13) é satisfeita.
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1.6. EXERcic1O. Sejam E, F espacos vetoriais reais de dimensao finita,
U um subconjunto de £ e x € U. Denote por f : U — F a funcao iden-
ticamente nula. Mostre que para qualquer aplicagao linear T': E — F que
se anula no conjunto (1.14) a condigao (1.13) é satisfeita. Conclua que se
(1.14) nao gera E como espago vetorial entdo existem infinitas aplicagoes
lineares T' tais que a condigao (1.13) ¢ satisfeita.

1.7. EXERcic1o. Sejam E, F espagos vetoriais reais de dimensao finita
e denote por S a esfera unitaria:

S={zecE:|zl| =1},

onde | - || ¢ uma norma arbitréria fixada em E. Seja g : S — F uma funcao
e defina f : E — F fazendo f(z) = Hng(H%II)’ para todo x € E \ {0} e

f£(0) = 0. Mostre que:

(a) dado v € S entao a derivada direcional %(O) existe se e somente
se g(—v) = —g(v) e, em caso afirmativo, essa derivada direcional é
igual a g(v);
(b) f é continua no ponto 0 se e somente se a fungao g é limitada;
(c) f é diferencidvel no ponto 0 se e somente se existe uma aplicagao
linear T': E — F tal que g = T'|s e, em caso afirmativo, df(0) = T.
1.8. EXERcic1O. Sejam E, S como no enunciado do Exercicio 1.7 e seja
¢ : S —]0,400[ uma fungao. Defina f: E — R fazendo f(0) =0, f(z) =0
sex #0e|z| < ¢(T§H)’ e f(z)=1sex#0e|z|> qﬁ(ﬁ) Mostre que:

(a) para todo v € E a derivada direcional %(0) existe e é igual a zero;
(b) f é continua no ponto 0 se e somente se inf ¢(S) > 0;
(c) f é diferenciavel no ponto 0 se e somente se inf ¢(S5) > 0.



APENDICE A

Um pouco de algebra linear e multilinear

Todos os espacos vetoriais que aparecem neste apéndice sao espagos ve-
toriais sobre um certo corpo de escalares IK que é considerado fixado ao
longo de todo o apéndice. O leitor pode, se desejar, assumir que esse corpo
é R ou C (que s@o os tinicos corpos que sao relevantes nestas notas), mas na

verdade nenhuma particularidade desses corpos é usada nas demonstracoes’.

A.1. Aplicagoes lineares e multilineares

Se E, F sao espacos vetoriais entdo uma aplicacdo T : £ — F é dita
linear se T(x +y) = T(z) + T(y) e se T(Ax) = A\T'(z), para todos z,y € E
e para todo A € K. Dados espagos vetoriais F1, Fo, F' entao uma aplicagao
B : E1x Ey — F édita bilinear se for “linear em cada uma de suas variaveis”,
isto é, se para todo x € E a aplicacdo Es 3 y — B(z,y) € F é linear e para
todo y € F a aplicacdo E1 5 x — B(x,y) € F é linear; em outras palavras,
devemos ter:

B(z +2',y) = B(z,y) + B(z',y),
(A.1.1) B(x,y +v') = B(x,y) + B(z,y'),
B(A\z,y) = AB(z,y), B(x,\y) =AB(x,y)

para todos z,2’ € E1, y,y € Es e para todo A € K.

A.1.1. ExERcicio. Dados espacos vetoriais E1, Fo, F' e uma aplicacao

bilinear B : E] X Es — F, mostre que:
n n n n
B(Zx17y> :ZB(xlay)7 B<$,Zyz) :ZB({anZ)v
i=1 i=1 i=1 i=1
para todos z1,...,%n, T € E1, y1,...,Yn,y € Fo.

A.1.2. NoTAGAO. Lin(E, F) denota o conjunto de todas as aplicagoes
lineares T : E — F e Lin(E1, E9; F') denota o conjunto de todas as aplicagoes
bilineares B : F4 x E3 — F, onde F, E1, Esy, F sao espagos vetoriais.

A.1.3. ExErcicio. Dados espagos vetoriais E, F', mostre que Lin(E, F')

é um espago vetorial quando munido das operagoes definidas pelas igualda-
des:
(T+T')(2) =T(x) +T'(z), (AT)(z)=A(T(x)),

INa verdade, tudo que aparece neste apéndice poderia ser feito com moédulos sobre
um anel comutativo arbitrario; a comutatividade do anel de escalares é necessaria quando
tratamos de aplicacbes multilineares.

20
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onde z € E, A € Ke T,7" € Lin(E, F). Similarmente, dados espagos
vetoriais Fy, Eo, mostre que Lin(Eq, Fy; F') é um espago vetorial quando
munido das operacoes definidas pelas igualdades:
(B + B')(z,y) = B(x,y) + B'(z,y), (AB)(z,y) = \(B(,y)),
onde x € Ey, y € Ey, A€ Ke B, B’ € Lin(Ey, Ey; F).
A.1.4. EXEMPLO. O produto interno candénico de R™:

R" X R” 3 (,y) — (x,y) = >z € R
=1

é uma aplicacao bilinear. Mais geralmente, qualquer produto interno num
espaco vetorial real é (por definigdo) uma aplicac@o bilinear (veja o enunci-
ado do Exercicio A.1 para a definigao geral de produto interno em espagos
vetoriais reais).

A.1.5. EXEMPLO. O produto vetorial em R?:

R® 5 (z,y) — @ X y = (z2y3 — T3y2, T3y1 — T1y3, T1y2 — T2y1) € R
é uma aplicagao bilinear.

A.1.6. NOTAGAO. M, x,(KK) denota o espago vetorial das matrizes mxn
com entradas em IK, onde m, n sao nimeros naturais. Escrevemos também

M, (K) = My, xn(K).

A.1.7. EXEMPLO. A multiplicacdo de numeros complexos é uma apli-
cagao bilinear de C x € em C (aqui podemos pensar em C como um espago
vetorial sobre R ou como um espaco vetorial sobre C)2.

A.1.8. EXEMPLO. Dados niimeros naturais m, n, p entao a multiplicagao
de matrizes:
Myxn(K) X My xp(K) 3 (A, B) — AB € My, xp(K)
é uma aplicagao bilinear.
A.1.9. ExEMPLO. Dados espagos vetoriais E, F, entdo a aplicacdo de
avaliagdo definida por:

aval : Lin(E, F) x E> (T,z) — T'(x) € F

¢ bilinear. Dado um outro espaco vetorial G entao a aplicacao de composi¢do
de aplicacdes lineares:

Lin(F,G) x Lin(E, F) 5 (5,T) — S o T € Lin(E, G)

¢é bilinear.

2A multiplicagdo de quatérnios também define uma aplicacao bilinear se pensarmos
no conjunto dos quatérnios como um espaco vetorial sobre R, mas nao se pensarmos nos
quatérnios como um espaco vetorial sobre C. Observamos que, mais geralmente, se 2 é
uma algebra sobre K entdo a multiplicacao de 2 é (por defini¢gdo) uma aplicagdo bilinear
de 24 x A em .
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SeT: FE — F, T : E — F sao aplicacoes lineares e se C C E é
um conjunto de geradores para E (isto é, se todo elemento de E é uma
combinagao linear finita de elementos de C' ou, equivalentemente, se nenhum
subespaco préprio de E contém C) e se T, T’ coincidem em elementos de C'
entao T = T". Algo similar vale para aplicacoes bilineares:

A.1.10. PrROPOSIGAO. Sejam Ey, Es, F espagos vetoriais, C1, Cy con-
juntos de geradores para Ey, Es, respectivamente, e B, B’ € Lin(Ey, Ey; F)
aplicagoes bilineares. Se B(xz,y) = B'(x,y) para todos x € Cy, y € Co entao
B=DRB.

DEMONSTRAGAO. Dados x € E1, y € Ey, podemos escrever:

n m
= N, Y=Y 1y,
i=1 j=1

com Ti,...,Tn €CL Y1, Ym € Co e A, ..., Ap, U1, - - -, b € K. Dat:

= B(Z)\ixi, Zujyj> = Z Z /\z',ujB(miv yj)

i=1 j=1

-3 S ) = B (S S ) = B

=1 j=1
Logo B = B'. O

Dados uma base B = (e;)!"_; de um espago vetorial E e elementos (f;)?
de um espaco vetorial F' entao existe uma unica aplicagao linear T': £ — F
tal que T'(e;) = f;, parai =1,...,n. Essa aplicagao linear T é definida por:

sz fl7

onde m; : E — IK é o funcional linear que associa a cada r € E a sua
i-ésima coordenada na base B (recorde que (7;)"_; é uma base do espago
dual E* = Lin(E,K) que é normalmente chamada a base dual de B). Um
resultado similar vale para aplicacoes bilineares:

A.1.11. PROPOSIGAO. Sejam E1, E2, F espacos vetoriais, Bt = (e}),

uma base de Ey, B? = (e2)"_, uma base de Ey ¢ fij € F, i = 1,...,m,

j=1,...,n elementos de F'. Temos que existe uma unica aplicacdo bilinear

B: Ei x By — F tal que:

(A.1.2) B(ell,ej) fij, para todosi=1,...,m, j=1,...,n.
DEMONSTRAGAO. Para i = 1,...,m, seja n} : By — K o funcional

linear que associa a cada x € E1 a sua i-ésima coordenada na base B! e

para cada 7 = 1,...,n, seja 7r : 5 — K o funcional linear que associa a

cada y € Fy a sua j-ésima coordenada na base B2. Vamos tentar descobrir
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como a aplicacao bilinear desejada pode ser obtida: se B : F1 X Fy — F ¢
uma aplicagao bilinear satisfazendo a condigao (A.1.2) entao:

B(z,y) = B( Y wl(@)el, Y wdw)ed) = 30" wl@)wd(v) Blel,e?)
i=1 Jj=1

i=1 j=1

=> Y wl (@) W) fis,

i=1 j=1

para todos x € Eq, y € E5. A Unica opgao que temos entao para definir B
é fazer:

(A.1.3) B(z,y) = Zzﬂg(m)ﬁi(y)fij,

i=1 j=1
para todos x € Fy, y € FEo. A demonstragao da proposi¢ao é obtida entao
através da verificagdo (puramente mecanica) de que a aplicacdo B definida
por (A.1.3) é realmente bilinear e satisfaz a condigao (A.1.2). O

A.1.12. OBSERVAGAO. Na Proposigao A.1.11 estamos assumindo impli-
citamente que os espacos vetoriais E', E? tém dimensdo finita, mas na
verdade isso nao é necessario: bastaria considerar bases indexadas em con-
juntos de indices arbitrarios (possivelmente infinitos). A demonstracao do
resultado em dimensao infinita seria exatamente igual, ja que cada vetor
tem no maximo um numero finito de coordenadas nao nulas numa dada
base e todas as somatorias aparentemente infinitas que apareceriam na de-
monstracao seriam na verdade somas de familias quase nulas, isto é, familias
(vi)ier em que v; # 0 apenas para um numero finito de indices i € I.

A Proposicao A.1.11 pode também ser lida assim: uma aplicacao bilinear
B : E; x E; — F fica unicamente definida pelos seus valores B(e},e?),

c_ C_ 1_ (1 2 _ (.2

i=1,...,m,j=1,...,n, em vetores de bases B* = (e; )", B* = ()", de
E1 e Es, respectivamente. Se escrevemos B;; = B(e}7 e?) ceF,i=1,...,m,
7 =1,...,n entao obtemos uma matriz (Bij)mxn com entradas no espago

vetorial F' que caracteriza completamente a aplicagao bilinear B. No caso
em que F' = K entao (Bij)m «n € uma matriz de escalares que é normalmente
conhecida como @ matriz da aplicacdo bilinear B com respeito as bases B,
B2. No caso geral (F' ndo necessariamente igual a K) poderfamos escolher
uma base C = (f;)!_; de F (vamos supor que F tem dimensdo finita, por
simplicidade) e denotar por ij a k-ésima coordenada de B;; € F' na base
C,parai = 1,....m, 5 = 1,....,n, k = 1,...,p. A aplicagdo bilinear
B : Ey x By — F fica entdo completamente caracterizada por uma matriz
de trés indices (ij)mmxp com entradas em IK.

A.1.13. EXERcicio. Se E, Ey, E», F sao espacos vetoriais de dimensao
finita, determina as dimensoes dos espagos Lin(E, F') e Lin(Eq, Fy; F) em
funcao das dimensoes de E, E1, Fo e F.

A nocéo de aplicacdo bilinear admite uma generalizacdo natural, a saber:
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A.1.14. DEFINIGAO. Sejam Fj, ..., E,, F espacgos vetoriais. Uma apli-
cacao B : Fq X --- x B, — F é dita n-linear ou multilinear se for “linear
em cada uma de suas varidveis”; mais precisamente, isso significa que para
todoi=1,...,n e paratodos 1 € Fy, ..., xj—1 € Ej_1, 41 € Fiy1, ...,
Ty € By, a aplicagao:

Ei>zi— B(x1,...,Ti—1,%i, Tig1,...,&Tn) € F

é linear.

Evidentemente, a nocao de aplicacao n-linear reduz-se a nocao de apli-
cacao linear para n = 1 e reduz-se a nocao de aplicacao bilinear para n = 2.
A nocgao de aplicacao n-linear pode também ser descrita através de 2n igual-
dades (generalizando (A.1.1)).

A.1.15. NoTAagAO. Lin(Ey,..., E,; F') denota o conjunto das aplicagoes

multilineares B : F; X --- x B, — F, onde Ey, ..., E,, F sao espagos
vetoriais. Se £ = Ej = --- = E,, escrevemos também Lin, (E; F').

A.1.16. ExErcicio. Dados espacos vetoriais E1, ..., E,, F, mostre
que Lin(Fy,. .., Ey; F) é um espago vetorial quando munido das operagoes

definidas pelas igualdades:
(B+ B (x1,...,7,) = B(x1,...,2,) + B (71, ..., 7,),
(AB)(21,...,25) = AM(B(21,...,2,)),

onde x1 € Fy, ..., 2y € By, N\€ K, B,B' € Lin(Ey,...,E,; F).

A.1.17. ExEmMPLO. Dados niimeros naturais ki, k2, ..., k,t1 entdo a
aplicacao:

My o (1K) X My sy (K) X - X Mg, sy 4y (IK) — Mgy x4 (K)
(A1,...,Ap) — Ay - Ay
é n-linear.
A.1.18. EXEMPLO. A aplicacao:
R™ xR™ x R" 3 (z,y,2) — (z,y)z € R"
é trilinear (isto é, 3-linear).

A.1.19. EXEMPLO. Dados espacos vetoriais Fy, Fo, F' entao a aplicacdo
de avaliacao:

aval : Lin(Ey, Eo; F) x By X E9 5 (B, x1,x2) — B(z1,22) € F

é trilinear. Mais geralmente, se sdo dados espacos vetoriais F1, ..., E, entao
a aplicacao:

Lin(Ey,...,Ey; F)x By x -+~ x E, 3 (B,x1,...,2y) — B(z1,...,2,) € F

é (n + 1)-linear.
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Um bom exemplo de aplicagao multilinear é obtido a partir da nogao de
determinante de uma matriz. Recorde que se A é uma matriz n X n com
entradas em K entao o determinante de A é definido por:

(A.1.4) det(A) = Z Sgn(U)Alg(l)AQU(Q) cee Ang(n).
O’GSn

Na férmula acima S,, denota o conjunto (que é um grupo, mas isso nao vem
ao caso) de todas as permutacoes de n elementos, isto é, de todas as fungoes
bijetoras o : {1,...,n} — {1,...,n}. O sinal de o, denotado por sgn(c), é
igual a 1 se ¢ é uma permutacao par e igual a —1 se ¢ é uma permutacao
fmpar®.

A.1.20. ExErcicio. Se A € M, (K), mostre que det(A4) = det(A*'), onde
At denota a matriz transposta de A (sugestdo: faca 7 = o' na somatéria
(A.1.4) e observe que [[i; Aipiy = [Ti2; Ar@)i € que sgn(o) = sgn(7)).

A.1.21. EXEMPLO. Dados vetores vy, ...,v, € K", seja:

det(vla ce 7vn) = Z Sgn(o—)vla(l) ** Uno(n)
O'ESn

o determinante da matriz n X n que possui os vetores vy, ..., v, em suas
colunas (ou, em vista do resultado do Exercicio A.1.20, pode ser nas linhas
também!). Temos entdao que det € Lin, (K"; IK).

As Proposigoes A.1.10 e A.1.11 (e suas demonstragoes) podem ser ge-
neralizadas de forma mais ou menos ébvia para o contexto de aplicagoes
multilineares. Colocamos aqui os enunciados e demonstragoes resumidas;
sua aparéncia é meio desajeitada, mas espero que isso nao intimide o leitor.

A.1.22. PROPOSIGAO. Sejam Ey, ..., E,, F espacos vetoriais, C; um
conjunto de geradores para E;, i = 1,...,n, e B,B" € Lin(Ey,...,E,; F)
aplicagoes n-lineares. Se:

B(z1,...,2,) = B'(21,...,1,),

para todos v, € C1, ..., z, € C,, entio B = B’.
DEMONSTRAGAO. Dados x; € E;, i = 1,...,n, escrevemos:
ri
x; = Z Agag,
a=1

3Recorde que uma transposi¢do é uma permutacio que move exatamente dois elemen-
tos. Toda permutagao pode ser decomposta num produto de transposicoes; tal decompo-
sicdo nao é tnica, mas a paridade do nimero de transposigoes utilizadas na decomposicao
nao depende da decomposicdo escolhida. Dizemos entdo que uma permutagdo o é par
(resp., {mpar) se o nimero de transposigdes que aparece numa decomposi¢ao qualquer de
o é par (resp., impar).
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(0% (0% —_ . y . {.
comzf € Ciy, N e K, a=1,...,r,1=1,...,n; dai:

T1

Tn
B(wy,...,xn) = Y - Y AT A B(aft, L a0

a1=1 an=1
T1 Tn
=) DA A B (2t ay) = B (21, ).
a1=1 an=1
Logo B = B'. O
A.1.23. PROPOSIGAO. Sejam Eq, ..., E,, F espagos vetoriais, seja:
B' = (eq) a1
uma base de E;, i =1,...,n e sejam:
foroan €EF, ag=1,....m;, i=1,...,n

elementos de F'. Temos que existe uma unica aplicacao n-linear
B:Eix---xFE,—F

tal que:
(A.1.5) B(eil, csen) = far..an, para todos o; =1,...,m;, i=1,...,n.
DEMONSTRAGAO. Parai=1,...,n,a=1,...,m; seja7’ : B; — Ko

funcional linear que associa a cada elemento de F; sua a-ésima coordenada
na base B'. E facil ver que a aplicacao B definida por:

mi Mn
(A.1.6) B(wy,..oxn) = Y o > wh (@) 7 (@) forans

a1=1 an=1
para todos =1 € Ey, ..., ©, € E, é n-linear e satisfaz a condigao (A.1.5).

A unicidade de B segue da Proposigao A.1.22 (ou de um argumento para
se chegar a férmula (A.1.6) andlogo ao que aparece na demonstragdo da
Proposicao A.1.11). O

A.1.24. OBSERVAGAO. A Proposicao A.1.23 pode ser facilmente genera-
lizada para o caso em que a dimensao dos espagos vetoriais F1, ..., E, nao
é necessariamente finita (veja Observagao A.1.12).

A Proposicao A.1.23 pode também ser lida assim: uma aplicagdo mul-

tilinear B : F1 X --- X E,, — F fica unicamente definida pelos seus va-
lores B(eél,...,egn), a; = 1,...,m;, i = 1,...,n, em vetores de bases
B' = (e,)nty,i=1,...,n dos espagos Ei, ..., E,. Se escrevemos:
— 1 n — -
Bay.an, = Bleg,s---sen,) €EF, ap=1,....,my, i=1,...,n,

obtemos uma matriz (de n indices) my x --- X m, com entradas em F' que
caracteriza completamente a aplicagao multilinear B. Tomando uma base
C=(fi)f_,deF (Vamos supor que I’ tem dimensao finita, por simplicida-
de) e denotando por Bj,..a, a j-ésima coordenada na base C de B,..a,,
obtemos uma matriz (de n+1 indices) mj X - - - X m,, X p com entradas em K
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que caracteriza completamente a aplicacao multilinear B. Chamamos essa
a matriz que representa B com respeito & bases B, ..., B", C.

A.1.25. EXERcicio. Dados espacos vetoriais 1, ..., E,, F' de dimensao
finita, determine a dimensao de Lin(F1,. .., Ey; F') em fungao das dimensoes
dos espagos E;, i =1,...,n, e da dimensao de F'.

A.1.1. Tensores. Nés as vezes chamaremos aplicagoes multilineares
de tensores. A palavra “tensor” aparece em Matematica com muitos signi-
ficados diferentes. Em alguns textos de Fisica, tensores sao matrizes com
véarios indices que “transformam-se de modo adequado quando fazemos mu-
dancas de base”; na verdade, essas matrizes de vérios indices sao as matrizes
que representam aplicagoes multilineares com respeito a uma dada escolha
de bases?. Tensores sdo importantes na Fisica para modelagem de objetos
como campos eletromagnéticos e campos gravitacionais (na Teoria da Re-
latividade Geral). Em Geometria Diferencial (na Geometria Riemannian,
por exemplo) sao usados tensores para se representar objetos geométricos
tais como a curvatura de uma variedade Riemanniana. A palavra “tensor”
é muitas vezes usada também para se referir a um elemento de um produto
tensorial; produto tensorial é uma construgao algébrica® que nos d4 um novo
espaco vetorial 1 ® Ey (16-se “E; tensor Ey”) a partir de espagos vetorais
FEy, Es. Ocorre que no contexto de espagos vetoriais de dimensao finita ha
um isomorfismo natural entre produtos tensoriais e espagos de aplicagoes
multilineares: a saber, E1 ® Ep é naturalmente isomorfo a Lin(E7, E3; K)
e Lin(Ey,..., E,; F) é naturalmente isomorfo a Ef ® --- ® E* ® F. Nota-
mos que tais isomorfismos nao existem no contexto geral de espagos vetorias
de dimensao possivelmente infinita (ou no contexto geral de médulos), mas
apesar disso nés usaremos a palavra “tensor” como sinénimo de “aplicacao
multilinear”.

A.2. Soma direta

Se E é um espaco vetorial e se Fy, E5 sao subespacos de E denotamos
por E1 + E5 o conjunto de todas as somas x1 4+ 2, com x1 € E1, x9 € Fo;

4particularmente importantes sdo os chamados (p, q)-tensores ou tensores p vezes co-
variantes e q vezes contravariantes num dado espaco vetorial F; tratam-se de aplicagoes
multilineares de EXx -+« X EX E* x ---x E* (p fatores F e q fatores E*) em K. Escolhendo
uma base em F e tomando a base dual em E™, essas aplica¢bes multilineares sdo represen-
tadas por matrizes de p + ¢ indices; normalmente escreve-se os p indices correspondentes
as copias de E embaixo (os indices covariantes) e os ¢ indices correspondentes as cdpias
de E* em cima (os indices contravariantes).

5Um produto tensorial de espacos vetoriais E1, Eo é um espaco vetorial F; ® Eo junto
com uma aplicagao bilinear F1 X F2 3 (z,y) — zQy € F1 ® E> tal que para todo espago
vetorial F' e toda aplicagao bilinear B : E; X Ey — F existe uma unica aplicacdo linear
B:Ei ®E, — F tal que é(m ®y) = B(z,y), para todos € Eq, y € FE>. Mostra-se
que, a menos de isomorfismos (num sentido adequado), dois espagos vetoriais admitem um
tnico produto tensorial. Essa construgdo pode também ser generalizada para o contexto
de moédulos sobre anéis arbitrarios, embora algumas adaptacoes sejam necessarias quando
o anel de escalares ndo é comutativo.
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claramente, E1 + F> coincide com o subespago de E gerado por Fq U Es. Se
E, N Ey = {0}, dizemos que a soma de E; com FEj é direta e denotamos o
subespaco F1 + Fo por E1 & Eo. Evidentemente, £ = E7 + Es se e somente
se todo vetor de E é soma de um vetor de E; com um vetor de Fs; além
do mais, é facil ver que F = F1 @ E5 se e somente se todo vetor de E se
escreve de modo unico como soma de um vetor de E; com um vetor de FEs.
Generalizando essas idéias para o contexto de um nimero finito arbitrario®
de subespacos de E, obtemos a seguinte:

A.2.1. PROPOSICAO. Seja E um espaco vetorial e B+, . .., E, subespacos
de E. Sao equivalentes:
(a) para todo i =1,...,n, a interse¢do:
n
j=1
J#i
contém somente o vetor nulo;
(b) para todos ©1 € FEy, ..., ¥, € E,, se x1 + -+ x, = 0 entao
Ty ==z, =0;
(¢) para todos x1,y1 € E1, ..., Tn,yn € E,, se:

entao 1 =Y1, -- ., Tn = Yn-

DEMONSTRAGAO. Deixamos a prova da equivaléncia entre (b) e (c) a
cargo do leitor. Vamos provar a equivaléncia entre (a) e (b). Suponha (a).
Sex1+---+x,=0ex; € E;,1=1,...,n, entao:

n

xr; = Z(—l‘j) e F; N ZE]' = {O},
=1

J=1 J=

J#i J#i
donde x; = 0, para todo i = 1,...,n. Agora suponha (b). Dadoi=1,...,n
e x na intersecdo (A.2.1) entdo existem z; € Ej, j = 1,...,n, j # 1, tais
que:

n
Tr = Z l‘j.
j=1
J#i
Tomando x; = —x entao x; € E; e Z?:l z; = 0, donde z; = 0, para todo
j=1,...,n, sendo em particular x = —x; = 0. U

6Dados subespacos Ei, ..., E, de E, entao a soma Zle E;=Fi1+---+ E, pode ser
definida ou iterando a operagdo bindria de soma de subespagos, ou tomando o conjunto
de todas as somas x1 + -+ 4+ T, com x1 € E1, ..., x, € E,, ou tomando o subespago
gerado pela unido |J_, E;.
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Quando uma das condigoes (a), (b), (c) que aparece no enunciado da
Proposicao A.2.1 ocorre dizemos que a soma dos subespagos Eq, ..., E, é
direta e escrevemos @?:1 E;ou E1®---® E, para denotar a soma Z?:l FE;
(mas é bom observar que a notagao Ey @ --- @ E, é um pouco enganosa,
ja que a condicao de a soma dos subespacgos E1, ..., E, ser direta é uma
condicao que envolve os n subespacos simultaneamente e nao é equivalente
a condicao das somas E; + F;y1, ¢ = 1,...,n — 1 serem diretas — e nem
mesmo equivalente a condigao mais forte de as somas E;+Fj, 4,5 = 1,...,n,
i # j, serem diretas).

Note que a condi¢do E = @], E; é equivalente & condigao de que cada
elemento x € E se escreva de modo tinico como uma soma:

T4+

com x1 € B, ..., x, € E,; chamamos a x; a componente de x no subespaco
E; relativa & decomposicao em soma direta E = ;" ; E; (note que a com-
ponente de x no subespago F; depende nao apenas de F; mas dos outros
Ej; por exemplo, se E = Ey @ Ey = E| @ Ej entdo é bem possivel que a
componente em F; de um elemento z € E com respeito a decomposigao
E = Fy & Es seja diferente da componente em F; de x com respeito a de-
composi¢do F = Ey @ Eb). A aplicagdo m; : F — E; que associa a cada
z € E a sua componente em E; relativa a decomposi¢do E = @ | E; é
chamada a projecdo em E; relativa & decomposigao E = @), E;.
A.2.2. EXERCICIO. Suponha que E = @;-, E;. Mostre que:

(a) a aplicacdo m; : E — E; de projecao em F; relativa a decomposicao
E =@}, E; é linear;

(b) mostre que para todo i = 1,...,n a restrigdo de m; a E; é igual a
aplicacao identidade de E; e que para j = 1,...,n, j # i, a restricao
de m; a E; é a aplicacao nula;

(c) trocando o contra-dominio da aplicacao m; de E; para E (de modo
que 7; seja um elemento de Lin(E, E)), mostre que 7> (isto é, m;om;)
éigual a m;, que miom; = O parai,j=1,...,n,i#j,equey . | m
é igual a aplicacao identidade de E.

A.2.3. EXEMPLO. Se (e;)i; denota a base canonica de K" e se Ke;
denota o subespaco gerado pelo vetor e; entao K" = @ | Ke;.

A.2.4. ExErcicio. Dado um espaco vetorial E, uma base’ B de F e
uma partigao B = |J;_, B; de B (isto é, BN B; = 0, para i = 1,...,n,
i # j) entdo, denotando por E; o subespaco gerado por B;, mostre que
E =@, Ei

"Para mim uma base ¢ uma familia (indexada) de elementos e nao apenas um con-
junto; a distingao entre familia e conjunto é importante: por exemplo, no caso de uma
base de um espacgo vetorial de dimensdo finita precisamos de uma ordem na base, para
que se possa falar em primeira, segunda, etc., coordenada de um vetor. No entanto, as
vezes cometo um certo abuso e trato uma base como se fosse apenas um conjunto, para
facilitar a notacgéo.
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A.2.5. EXERcicIO. Se E =@ | E; e B; é umabase de E;, i =1,...,n,
mostre que B; N B; =0, parai,j =1,...,n,i# j e que J;—, B; é uma base
de E.

As Proposicoes A.2.6 e A.2.7 abaixo sao ferramentas praticas para se de-
finir aplicacdes lineares com dominio ou contra-dominio numa soma direta®,

A.2.6. PROPOSIGAO. Se E = @, E;, F sao espagos vetoriais e se
T, : By — F,i=1,...,n, sdo aplicagdes lineares entdo eriste uma unica
aplicagdo linear T : E — F tal que T\, =T;, para i =1,...,n.

DEMONSTRAGAO. Se T : E — F, T' : E — F sao aplicagoes lineares
tais que T|g, = T'|g, = T;, para i = 1,...,n, entdo T e T" concidem em
Ui, Ei, que é um conjunto de geradores de E; logo T'= T". A existéncia
de T é demonstrada tomando 1" = Z?:l T; om;, onde w; : E — E; denota a
projegao em E; relativa & decomposicao E = @, E;. ([

A.2.7. PROPOSIGAO. Se E = @ | E;, F' sdo espagos vetoriais e se
T, . F — E;, 1 =1,...,n, sao aplicacoes lineares entdo existe uma unica
aplicacdo linear T : I — FE tal que mjoT = T;, para i = 1,...,n, onde
7 1 E — E; denota a projecio em E; relativa ¢ decomposi¢io E = @), E;.

DEMONSTRAGAO. Se 6; : E; — E denota a aplicacao inclusao entao
(Exercicio A.2.2, item (c)) > i, 6; om é a aplicagdo identidade de E, de

modo que as igualdades m; 0T =1T;, i =1,...,n, implicam em:
n

(A.2.2) T=> 6;0T,.
i=1

Isso mostra que a aplicagao T é tnica, se existir (obrigatoriamente dada pela
féormula (A.2.2)). Definindo 7" usando (A.2.2), obtemos:

n
WjOT:ZWjOQiO'I%:]},
i=1

ja que mjo0; é igual a aplicagao identidade de E;j e mj06; = 0 para i # j. [

A.2.8. OBSERVACAO. E possivel também definir somas diretas para fa-
milias possivelmente infinitas (F;);c; de subespagos de um espago vetorial E.
Quando se trabalha com familias infinitas, somas do tipo } ., 7, x; € E,
fazem sentido apenas quando (x;);cs é uma familia quase nula (veja Obser-
vagao A.1.12). Todos os resultados apresentados nesta segao generalizam-se
facilmente para o caso de somas diretas infinitas, exceto a Proposi¢ao A.2.7,
que é falsa para somas diretas infinitas.

8Essas proposicoes exprimem fatos que tém um significado especial quando se estu-
da Teoria das Categorias: a saber, a Proposicdo A.2.6 exprime o fato que somas diretas
@, E: sdo somas na categoria de espagos vetoriais e aplicagdes lineares e a Propo-
si¢do A.2.7 exprime o fato que somas diretas @;_, E; sdo produtos nessa categoria.
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A.2.1. Somas diretas internas e externas. Dados espacos vetoriais
Eq, ..., E, (ndo necessariamente subespacos de um mesmo espaco vetorial)
entao podemos tornar o produto cartesiano E = H?:l E,=F x---x E,
um espaco vetorial definindo operagoes:

T1,...,%n) + yeesUn) = (X1 + Y1, ., Tn +Yn),
(A.2.3) (21 )+ (Wi ym) = (1 + 0 Yn)
ANz, .oy xn) = (Az1, .0 Azy),

para z;,y; € B, i =1,...,n, A € K. A aplicagdo 0; : F; — E definida por:
0;(x) =(0,...,0,2,0,...,0) (com o z na i-ésima coordenada),

para todo x € E;, é linear injetora e nos da um isomorfismo de F; sobre o
subespaco 0;(E;) = {0}~! x E; x {0}""" de E. E facil ver que:

E= éei(&)

.

e se identificarmos FE; com 0;(E;) escreveremos apenas F = @?:1 E;,. E
comum chamar ao espago vetorial [[; ; E; (munido das operagoes definidas
em (A.2.3)) a soma direta externa dos espagos Ei, ..., E,; dai, a soma
direta discutida no inicio da Secao A.2 (em que os E; devem ser todos
subespagos de um mesmo espaco F) é também chamada soma direta interna
dos espagos vetoriais E1, ..., F,. Observe que se F1, ..., E, sao subespagos
de um mesmo espaco vetorial F entao também faz sentido considerar a soma
direta externa [[;" ; E;, nao importando se a soma » ;- | E; ¢ direta ou nao!
No entanto, se a soma » ., E; for direta, entao é ficil ver que a aplicacao:

n

(A24) HE1‘3($1,~-,$n)*—>Zl‘i€€DEi
=1 =1

i=1
é um isomorfismo linear. Vimos entao que:

(a) a soma direta externa [[_; E; é igual & soma direta interna de
espacos 0;(E;) isomorfos aos E; (o isomorfismo entre F; e 6;(E;)
corresponde apenas ao acréscimo de algumas coordenadas zero);

(b) se E = @) E; é soma direta interna de subespacgos E; entdo
(A.2.4) nos dd um isomorfismo entre E e a soma direta externa

n
[Ti= Ei-
Em vista de (a) e (b) é comum simplesmente ignorar a diferenca entre soma
direta interna e externa. Nos adotaremos essa pratica, sempre que possivel.

A.2.9. EXERCICIO. Se um espago vetorial E é soma direta (interna) de
subespacos F1, ..., E,, m; : E — FE; denota a projecao em FE; relativa a
decomposicao E = @ | E; e 7; : [[;-, E; — E; denota a i-ésima projegao
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do produto cartesiano []}" ; F;, mostre que o diagrama:

(A.2.4)
n
Hizl Ez ~ E
T %
E;
é comutativo, para todo i = 1,...,n, isto é, se 6 denota o isomorfismo

(A.2.4) entao m; 00 = 7;, para todo i = 1,...,n.

A.2.10. OBSERVAGAO. Se (E;);c; é uma familia infinita de espagos veto-
rais entdao o produto cartesiano [[,.; E; em geral ndo é soma direta interna
dos subespacos 6;(FE;). Por isso, a soma direta externa é, nesse contexto,
definida como sendo o subespaco de [[;c; E; formado pelas familias quase
nulas; esse subespago é igual & soma direta interna dos subespagos 6;(Ej;).
Evidentemente, no caso em que I é finito qualquer familia (z;);c; é quase
nula. Se I ¢ infinito e £ = @,; E; (soma direta interna) entao a aplicagao
[Lic: Bi > (%i)ier = > ;e v € E nao estd em geral sequer bem definida,
mas se trocamos [ [, ; E; pelo espaco de familias quase nulas entao essa apli-
cacao torna-se um isomorfismo linear. E interessante notar que, embora a
Proposicao A.2.7 nao seja verdadeira para familias infinitas de espagos ve-
toriais (veja Observagio A.2.8), ela tornaria-se verdaderia® se trocdssemos a
hipétese £ = @, E; pela hipétese E = [[,c; Ei.

Exercicios para o Apéndice A

A.1. Exgrcicio. Seja E um espaco vetorial real. Um produto interno
em F é uma aplicacao bilinear:

E X E> (z,y) — {(z,y) € R

tal que (z,y) = (y,x), para todos z,y € E e (z,x) > 0, para todo = € F
nao nulo. Se (-,-) é um produto interno em E, nds definimos:

1
z]| = (z,2)2,  d(z,y) = [z —yl,
para todos z,y € E. Mostre que:
(a) para todos z,y € E, vale a desigualdade de Cauchy—Schwarz:

(@, o) < Nzl llyll,

sendo que a igualdade vale se e somente se x, y sao linearmente
dependentes (sugestao: p(t) = (z + ty,z + ty) > 0, para todo
t € R; analise o sinal do discriminante do polindmio do segundo
grau p);

IPara quem conhece um pouco de teoria das categorias, o que estd ocorrendo aqui
pode ser entendido da seguinte maneira: para familias finitas de objetos, somas e produtos
coincidem na categoria de espagos vetoriais e aplicagbes lineares. No entanto, o mesmo
néo vale para familias infinitas de objetos.
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(b) para todos x,y € F, vale a desigualdade triangular:

(A.5) Iz +yll < llzll + llyll.
(sugestao: calcule (x + y,x + y) e use a desigualdade de Cauchy—
Schwarz);
(c) para todos z,y,z € E vale também a seguinte desigualdade trian-
gular:

d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).
(sugestao: © —z = (x — y) + (y — 2); use (A.5)).



APENDICE B
Espacgos métricos

Este apéndice contém um curso relampago sobre a teoria basica de es-
pacos métricos. A exposicao é feita de forma bem sucinta, de modo que o
apéndice provavelmente nao serd adequado para leitores que estdo toman-
do contato com a teoria de espagos métricos pela primeira vez. Todas as
defini¢oes e teoremas (com demonstragao!) que considero relevantes como
ferramentas para um curso de Célculo no R™ sdo apresentadas. Alguns re-
sultados que considero simples de demonstrar sao deixados a cargo do leitor
sob a forma de exercicios ao longo do texto; para o leitor menos experiente,
resolver esses exercicios é fundamental para que o mesmo adquira alguma
intimidade com o assunto. Observo que alguns desses exercicios sao qua-
se triviais e para resolvé-los basta compreender as definicoes dos conceitos
envolvidos.

B.1. Definicao e conceitos basicos

B.1.1. DEFINIGAO. Seja M um conjunto. Uma métrica em M é uma

funcao d : M x M — R que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) d(z,y) > 0, para todos z,y € M;

(b) para todos x,y € M, d(x,y) = 0 se e somente se z = y;

(b) d(x,y) = d(y,x), para todos z,y € M,

(¢) (desigualdade triangular) d(x,z) < d(z,y) + d(y,z), para todos

z,y,z2 € M.

Se d é uma métrica em M entao o par (M,d) é chamado um espago métrico.

Para deixar a linguagem menos carregada, nds muitas vezes escrevemos
frases como “seja M um espago métrico...” em vez de “seja (M,d) um
espaco métrico...”; as vezes dizemos também que M estd munido de uma
métrica d, significando que referéncias ao “espaco métrico M” devem ser
entendidas como referéncias ao “espago métrico (M, d)”.

B.1.2. EXEMPLO. A métrica Euclideana em R™ é definida por:

n 1
d(z,y) = (Z(% - y@)Q) ’
i=1
para todos z,y € R™. Deixamos a cargo do leitor a verificagdo do fato que d
é realmente uma métrica (a desigualdade triangular para d é mais dificil, mas
segue diretamente do resultado do Exercicio A.1 aplicado ao produto interno
canoénico de R™). A menos de mengao explicita em contrério, consideramos

34
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R"™ sempre munido da métrica Euclideana. Também sao métricas em R as
funcgoes:

di:R" xR" 3 (z,y) — |z —uyi| € R,
i=1
doo:IR”XIRnE(x,y)r—>max{]:vifyi| :i:l,...,n} e R.

A métrica d; é também conhecida como métrica da soma e a métrica ds
é também conhecida como métrica do mdximo. A métrica Euclideana d é
as vezes também denotada por ds. No caso particular em que n = 1, todas
essas métricas coincidem:

d(z,y) = di(z,y) =ds(z,y) = |z —y|, zyecR.

Veremos adiante (Sec¢ao B.5) que as métricas d, di, d sdo equivalentes num
sentido que serd esclarecido naquela secao.

B.1.3. EXEMPLO. Dado um conjunto arbitrdrio M, temos que a fungao
d: M x M — R definida por:

d(z,y) 0, sex=uy,
T,Y) =
y ]'7 Se'z#y?

para todos x,y € M, é uma métrica em M chamada a métrica zero-um.

B.1.4. EXEMPLO. Se d é uma métrica em M e N é um subconjunto
de M entdo a restricdo d|yxny é uma métrica em N chamada a métrica
induzida por d em N. Dizemos também que (N, d|nxn) é um subespago do
espago métrico (M, d). A menos de mengao explicita em contrario, assume-
se que um subconjunto de um espago métrico estd sempre munido da métrica
induzida.

B.1.5. DEFINIGAO. Dados um espac¢o métrico M, um ponto x € M e um
nimero real > 0 entao a bola aberta de centro x e raio r é definida por:

B(z,r) = {y eM:d(y,x) < r}
e a bola fechada de centro x e raio r é definida por:
Blz,r] = {y € M :d(y,z) <r}.

Embora as notagoes B(z, ) e B[z, r] s6 fagam referéncia explicita ao cen-
tro e ao raio das bolas, é evidente que as bolas B(x,r) e B[z, r| dependem
também do conjunto M e da métrica d (que normalmente estao subentendi-
dos pelo contexto). Em algumas situagoes nés temos que lidar com as bolas
abertas e fechadas de varios espagos métricos e ai podem ser necessarios
ajustes de notacao e terminologia para remover ambigiiidades na comuni-
cacao. Esse é o caso do enunciado do Exercicio B.1.6 a seguir, onde pedimos
ao leitor para destrinchar a (facil!) relacdo entre as bolas abertas e fechadas
de um espaco métrico e as bolas abertas e fechadas de um subespago desse
espaco métrico.
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B.1.6. ExErcicio. Sejam (M, d) um espago métrico, N um subconjunto
de M e considere o espago métrico (N, d|nxn). Dados z € M, r > 0, vamos
denotar por Byps(z,7), Bys[x,r], respectivamente, a bola aberta e a bola
fechada de centro x e raio r no espago métrico (M,d); se x € N, vamos
denotar por By(z,r), By|z,r], respectivamente, a bola aberta e a bola
fechada de centro x e raio r no espac¢o métrico (N, d|nyxn). Mostre que,
para todos x € N, r > O:

Bn(z,7) =Bum(z,7) NN, By[z,r] =By[z, 7] N N.

B.1.7. DEFINIGAO. Dados um espago métrico M e um subconjunto A
de M entao um ponto z de M é dito:

o interior a A se existe r > 0 tal que B(z,r) C A;

e exterior a A se existe r > 0 tal que B(z,7) N A = (), isto é, tal que
B(z,r) esta contido em M \ A (o complementar de A em M);

e um ponto de fronteira de A se para todo r > 0 temos B(z,r)NA # ()
e B(z,r)N(M\ A) # 0;

e aderente a A se para todo r > 0 temos que B(z,r) N A # 0.

O interior de A, denotado por int(A) ou A, é definido como sendo o conjunto
dos pontos interiores a A e a fronteira de A, denotada por 0A, é definida
como sendo o conjunto dos pontos de fronteira de A. O fecho de A, denotado
por A, é definido como sendo o conjunto dos pontos aderentes a A.

B.1.8. EXERcicio. Se A é um subconjunto de um espaco métrico M,
mostre que o conjunto dos pontos exteriores a A coincide com o interior do
complementar de A, isto é, com int(M \ A).

Em vista do resultado do Exercicio B.1.8, nés nao introduziremos no-
tagdo (ou nome) para o conjunto dos pontos exteriores a A: nds simples-
mente usaremos int(M \ A).

B.1.9. ExERcicio. Se A é um subconjunto de um espago métrico M,
mostre que todo ponto interior a A pertence a A (isto é, int(A) estd contido
em A), que todo ponto exterior a A pertence a M \ A e que todo ponto de
A é aderente a A (isto é, A estd contido em A). Tomando M = R munido
da métrica Euclideana, dé exemplos de conjuntos A tais que:

(i) 0A C A,
(i) OAN A=

(iii) nem (i) nem (ii) ocorrem.

B.1.10. EXERcic1o. Se A é um subconjunto de um espaco métrico M,
mostre que as possibilidades “x é interior a A”, “x é exterior a A” e “z é um
ponto de fronteira de A” sdo exaustivas e mutuamente exclusivas para um
dado ponto x € M, isto é, mostre que os conjuntos int(A), A e int(M \ A)
cobrem M e sao dois a dois disjuntos.

B.1.11. ExERcic1o. Verifique que na Defini¢ao B.1.7 teria dado na mes-
ma se tivéssemos usado bolas fechadas em vez de bolas abertas, isto é,
obteriamos defini¢oes equivalentes se trocassemos todas as ocorréncias de
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B(z,r) por Blz,r] (sugestdo: a bola fechada B [z, 5] estd contida na bola
aberta B(z,7)).
B.1.12. EXERcicio. Se A é um subconjunto de um espaco métrico M,
mostre que:
(a) Ae M\ A tém a mesma fronteira, isto é, 04 = I(M \ A);
(b) para todo z € M, x ¢ um ponto de fronteira de A se e somente se
é simultaneamente aderente a A e a seu complementar M \ A. Em
outras palavras:

A =ANM)\ A.

B.1.13. EXERcic1o. Se A é um subconjunto de um espaco métrico M,
mostre que, dado x € M, sao equivalentes as condigoes:

(i) x é aderente a A;

(ii) = ndo é um ponto exterior a A;
(iii) z é interior a A ou x é um ponto de fronteira de A;
(iv) x pertence a A ou x é um ponto de fronteira de A.

Conclua que:
(B.1.1) A=M\int(M\ A) =int(A) UOA = AUDA.

B.1.14. EXERcicio. Se A é um subconjunto de um espaco métrico M,
mostre que um dado ponto x € M ¢ interior a A se e somente se nao esta
no fecho de M \ A. Em outras palavras:

int(A) = M\ M\ A.

B.1.15. DEFINIGAO. Um subconjunto A de um espago métrico M é dito
denso (ou denso em M) se todo ponto de M ¢é aderente a A, isto é, se
A=M.

B.1.16. EXERrcicio. Mostre que A é denso num espaco métrico M se e
somente se M \ A tem interior vazio.

B.1.17. ExERcicio. Dados subconjuntos A, B de um espaco métrico M,
mostre que:

(a) se A C B entao int(A) C int(B);
(b) se A C B entdao A C B.

Evidentemente as nogoes de ponto interior, ponto exterior, ponto de
fronteira, ponto aderente, interior, fecho e conjunto denso dependem do
espaco métrico (M, d) no qual se estd trabalhando: se (M, d) é um espago
métrico, N é um subconjunto de M, A é um subconjunto de N e x € A entao
é possivel que x seja um ponto interior de A relativamente ao espaco métrico
(N,d|nxnN), mas que x nao seja um ponto interior de A relativamente ao
espaco métrico (M,d). Por exemplo, se A = N entao todo ponto x € A
é interior a A relativamente ao espago métrico (IV,d|nxn) (pois uma bola
aberta do espago métrico (N, d|yxn) tem que estar contida em A = N!),
mas evidentemente é possivel que existam pontos x € A que nao sejam
interiores a A relativamente ao espago métrico (M, d). Como usualmente o



B.1. DEFINICAO E CONCEITOS BASICOS 38

espaco métrico (M, d) relativamente ao qual os conceitos sao considerados
estd subentendido pelo contexto, podemos escrever expressoes como int(A),
A ou DA (ou falar em pontos interiores, aderentes ou de fronteira de A) sem
fazer referéncia explicita ao espago métrico (M, d); no entanto, quando o
contexto nao deixa claro o espago métrico em questao pode ser necessario
adotar ajustes de notagao e terminologia que nos permitam explicité-lo (é o
que fizemos no enunciado do Exercicio B.1.6). No Exercicio B.1.18 a seguir
pedimos ao leitor para olhar mais de perto a relacao entre o fecho de um
conjunto A num espaco métrico (M,d) e o fecho de A num subespago de
(M,d) que contém A.

B.1.18. EXERcicIO. Sejam (M, d) um espago métrico, N um subconjun-
to de M e considere o espaco métrico (N,d|nxn). Dados um subconjunto
A de N e um ponto x € N, mostre que = é aderente a A relativamente ao
espago métrico (N,d|nxn) se e somente se x é aderente a A relativamente
ao espaco métrico (M,d) (sugestdao: use o resultado do Exercicio B.1.6).
Conclua que o fecho de A relativamente a N é igual a intersecao com N do
fecho de A relativamente a M.

B.1.19. DEFINIGAO. Seja M um espac¢o métrico. Um subconjunto A
de M é dito aberto (ou aberto em M) se coincide com seu interior, isto
é, se int(A) = A. Dizemos que A é fechado (ou fechado em M) se o seu
complementar M \ A é um conjunto aberto.

Como é sempre o caso que int(A) C A, temos que A é aberto se e somente
se todo ponto de A ¢ interior a A, ou ainda, se para todo x € A existe r > 0
tal que B(x,r) C A.

77'

Note que “fechado” ndo é sindbnimo de “nao-aberto

B.1.20. EXERcicIO. Mostre que um subconjunto A de um espaco métrico
M ¢ aberto se e somente se nao contém nenhum dos seus pontos de fronteira,
isto é, se e somente se (0A) N A = ().

B.1.21. EXERcic1o. Seja A um subconjunto de um espago métrico M.
Mostre que:

(a) A é fechado se e somente se todo ponto de M \ A é exterior a A
(isto é, A é fechado se e somente se para todo = € M \ A, existe
r > 0 tal que B(z,r) N A = 0);

(b) A é fechado se e somente se contém todos os seus pontos aderentes
(note que, como é sempre o caso que A C A, pode-se concluir daf
que A é fechado se e somente se A = A, isto é, um conjunto é
fechado se e somente se coincide com seu fecho);

(c) A éfechado se e somente se contém todos os seus pontos de fronteira
(isto é, A é fechado se e somente se A C A).

B.1.22. EXERcic10. Mostre que todo subconjunto unitario de um espaco
métrico M é um conjunto fechado (sugestao: dadosz € M ey e M, y # x,
considere a bola aberta de centro y e raio d(y,x) > 0).
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B.1.23. EXERcic1O. Se M é um espaco métrico, U é um subconjunto
aberto de M e A é um subconjunto arbitrario de M, mostre que U intercepta
A se e somente se U intercepta A.

B.1.24. EXERcICIO. Mostre que um subconjunto A de um espaco métrico
M é ao mesmo tempo aberto e fechado se e somente se sua fronteira é vazia.

B.1.25. ExERcicio. Dado um subconjunto A de um espaco métrico M,
mostre que todo conjunto aberto contido em A estéd contido em int(A) e que
todo conjunto fechado que contém A contém A (sugestdao: use o resultado
do Exercicio B.1.17).

B.1.26. Exgrcicio. Dado um espaco métrico M, mostre que:

(a) o conjunto vazio () e o espaco M sdo ao mesmo tempo subconjuntos
abertos e subconjuntos fechados de M;

(b) a unido de uma familia arbitraria de conjuntos abertos é um con-
junto aberto;

(c) a intersecdo de dois conjuntos abertos (ou, mais geralmente, de
uma familia finita de conjuntos abertos) é um conjunto aberto;

(d) a interse¢ao de uma familia arbitraria de conjuntos fechados é um
conjunto fechado;

(e) a unido de dois conjuntos fechados (ou, mais geralmente, de uma
familia finita de conjuntos fechados) é um conjunto fechado.

(sugestao: para (d), (e) use (b), (c) e as chamadas leis de De Morgan que
dizem que o complementar de uma uniao ¢é igual a intersecao dos comple-
mentares e que o complementar de uma intersecao é igual a uniao dos com-
plementares). Tomando M = R munido da métrica Euclideana, dé exemplos
de familias infinitas enumerdveis de conjuntos abertos cuja intersecao nao é
um conjunto aberto e de familias infinitas enumeraveis de conjuntos fechados
cuja uniao nao é um conjunto fechado.

B.1.27. EXERcicio. Seja M um espaco métrico. Se U é um conjun-
to aberto e F' é um conjunto fechado, mostre que U \ F' é um conjunto

aberto e que F'\ U é um conjunto fechado (sugestao: use o resultado do
Exercicio B.1.26 e as igualdades U\ F = UN(M\F), F\U = FN(M\U)).

B.1.28. LEMA. Toda bola aberta num espago métrico M é um conjunto
aberto e toda bola fechada é um conjunto fechado.

DEMONSTRAGAO. Dados z € M, r > 0 e y € B(z,r) entao segue facil-
mente da desigualdade triangular que a bola aberta B(y, s) estd contida em
B(z,r) para s = r —d(z,y) > 0. Logo B(x,r) é um conjunto aberto. Agora,
se y € M \ B[z,r|, entdo B(y,s) C M \ Blz,r] para s = d(z,y) —r > 0;
de fato, a existéncia de um elemento z em B(y,s) N B[z, r| nés daria as
desigualdades:

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) <r+s=d(z,vy).

Logo M \ Bz, r] é um conjunto aberto e portanto B[z, r] é fechado. O
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B.1.29. COROLARIO. Se A é um subconjunto de um espagco métrico
M entdo int(A) € aberto e A é fechado (tendo em conta o resultado do
Ezercicio B.1.25, vé-se que int(A) € o maior conjunto aberto contido em A
e A é o menor conjunto fechado que contém A).

DEMONSTRAGAO. Dado z € int(A), existe r > 0 tal que B(x,r) C A;
como B(z,r) é aberto, temos que B(z,r) C int(A) e portanto z pertence
ao interior de int(A4). Logo int(A) é aberto. O fato que A é fechado segue
entao da primeira igualdade em (B.1.1). O

B.1.30. EXERcicIO. Sejam A um subconjunto de um espago métrico M
e x € M. Mostre que:

(a) x pertence ao interior de A se e somente se x pertence a um aberto
contido em A;

(b) = pertence ao fecho de A (isto é, z é aderente a A) se e somente se
todo conjunto aberto que contém xz intercepta A;

(c) = pertence a fronteira de A se e somente se todo conjunto aberto
que contém x intercepta A e M \ A.

B.1.31. EXERcicIO. Mostre que um subconjunto A de um espaco métrico
M é denso se e somente se todo conjunto aberto nao vazio intercepta A.

B.1.32. DEFINICAO. Se M é um espaco métrico, dizemos que um sub-
conjunto V de M é uma wvizinhan¢a de um ponto x € M se x pertence ao
interior de V, isto é, (de acordo com o resultado do Exercicio B.1.30) se x
pertence a um aberto contido em V.

B.1.33. ExERcicio. Dados um subconjunto A de um espaco métrico M
e um ponto x € M, mostre que:

(a) x pertence ao interior de A se e somente se x possui uma vizinhanga
contida em A;

(b) x pertence ao fecho de A (isto é, z é aderente a A) se e somente se
toda vizinhanca de x intercepta A;

(c) = pertence a fronteira de A se e somente se toda vizinhanga de x
intercepta A e M \ A.

B.1.34. PROPOSIGAO. Sejam M um espago métrico, Ay, ..., Ap sub-
conjuntos de M e A =J;_| Ai. Temos que A =J;_, Ai (isto é, o fecho de
uma uniao finita é igual & unido dos fechos).

DEMONSTRAGAO. Temos que A é fechado e contém A;, donde A contém

A; para todo i =1,...,n e portanto:
n
J4:icA
i=1

Além do mais, |J;-_; A; é um conjunto fechado (Exercicio B.1.26) que contém
A e portanto contém A. Logo A = [J; | A;. O
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B.1.35. PROPOSIGAO. Seja (M,d) um espago métrico e N um subcon-
Junto de M. Temos que um subconjunto A de N ¢é aberto em (N,d|nxnN) se
e somente se existe um conjunto U aberto em (M,d) tal que A=UNN.

DEMONSTRACAO. Vamos usar a notacao introduzida no enunciado do
Exercicio B.1.6 (bem como o resultado desse exercicio). Se U é aberto em
M entéo para todo x € UNN temos que existe r > 0 tal que By (z,7) C U;
dai:

By (z,r) =By(x,7) NN CUNN,

o que mostra que A = UNN é aberto em N. Seja agora A C N um conjunto
aberto em NN e vamos mostrar que existe um conjunto U aberto em M tal
que A = UNN. Para cada = € A, seja r, > 0 tal que By(z,r,) C A.
Defina:

U= U Bu(z, 7).
€A
Temos que U é aberto em M, sendo uma uniao de conjuntos abertos (veja

Exercicio B.1.26 e Lema B.1.28); como cada bola aberta contém seu centro,
temos que A C U e portanto A C U N N. Além do mais:

UNN = U (Bum(z, ) NN) = U Bn(z,72) C A,
z€A z€A

donde A=UNN. O

B.1.36. COROLARIO. Seja (M, d) um espago métrico e N um subconjunto
de M. Se A C N € aberto em (M,d) entdo A é aberto em (N,d|NxnN) e,
reciprocamente, se A € aberto em (N,d|nxn) € N é aberto em (M, d) entao
A € aberto em (M,d).

DEMONSTRAGAO. Se A é aberto em M entao A = ANN é aberto em N;
reciprocamente, se A é aberto em N e N é aberto em M entdao A =UNN,
com U aberto em M e portanto A também é aberto em M, sendo intersegao
de dois abertos (Exercicio B.1.26). O

B.1.37. PROPOSIGAO. Seja (M,d) um espago métrico e N um subcon-
junto de M. Temos que um subconjunto B de N ¢é fechado em (N,d|nxn)
se e somente se existe um conjunto F' fechado em (M,d) tal que B= FNN.

DEMONSTRAGAO. Se F' é fechado em M entao B = FFN N é fechado em
N pois, como:

N\B=N\F=(M\F)nN,

a Proposicao B.1.35 nos dd que N \ B é aberto em N. Reciprocamente, se
B é fechado em N entao N \ B é aberto em N e, pela Proposicao B.1.35,
existe U aberto em M com N\ B =UNN. Dai B= (M \U) NN, onde
F = M\U é fechado em M. O
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B.1.38. COROLARIO. Seja (M, d) um espago métrico e N um subconjunto
de M. Se B C N ¢é fechado em (M,d) entao B € fechado em (N,d|nxn)
e, reciprocamente, se B € fechado em (N,d|nyxn) € N € fechado em (M,d)
entio B € fechado em (M, d).

DEMONSTRAGAO. Se B é fechado em M entdao B = B N N é fechado
em N; reciprocamente, se B é fechado em N e N é fechado em M entao
B =FNN, com F fechado em M e portanto B também é fechado em M,
sendo intersegao de dois fechados (Exercicio B.1.26). O

B.1.39. DEFINIGAO. O didgmetro de um espago métrico (M, d), denotado
por diam(M,d) (ou, quando a métrica estiver subentendida pelo contexto,
simplesmente por diam(M)), é definido por:

(B.1.2) diam(M,d) = sup d(z,y) =sup{d(z,y) :z,y € M}.

zyeM
Se A é um subconjunto de M entao o diametro de A, denotado por diam(A),
é definido como sendo o diametro do espago métrico (A, d|axa).

O supremo em (B.1.2) é entendido como um supremo na reta estendida’
R = [~00, +00]; temos que esse supremo ¢ igual a 400 se e somente se para
todo k € R existem x,y € M com d(x,y) > k e temos que esse supremo é
igual a —oo se e somente se M é vazio. Evidentemente, se M é nao vazio
entao diam(M) > 0.

Se A é um subconjunto de um espago métrico M entao o didmetro de A
¢é obviamente igual a:

diam(A) = sup d(z,y).
z,y€A

B.1.40. ExERcic1o. Sejam M um espago métrico e A um subconjunto
de M. Mostre que diam(A) < diam(M) (em particular, se A C B C M
entdo diam(A) < diam(B)).

B.1.41. EXERcic1o. Se M é um espago métrico, mostre que para todo
x € M e todo numero real r > 0, o diametro da bola aberta B(x,r) e da
bola fechada B[z, 7] sdo menores ou iguais a 27.

B.1.42. PROPOSIGAO. Se M € um espag¢o métrico e A € um subconjunto

de M entio diam(A) = diam(A).

DEMONSTRAGAO. Temos diam(A4) < diam(A), de modo que basta mos-

trar que diam(A) < diam(A). Essa desigualdade é trivial se diam(A4) = +o0,

LA reta real usual R, junto com dois pontos adicionais 400, —oo, munida da ordem
total que coincide com a usual em R e tal que —oco < x < +00, para todo = € R. Na reta
estendida, todo conjunto possui supremo e infimo. Um conjunto ilimitado superiormente
na reta real usual possui supremo igual a 400 em R e o conjunto vazio possui supremo
igual a —oo em R, ja que qualquer elemento de R é cota superior do vazio e —oo é entdo
a menor cota superior do conjunto vazio.
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de modo que podemos supor diam(A) < +oo. Sejam z,y € A. Para to-
do € > 0, as bolas abertas B(z,¢), B(y,¢) interceptam A, isto é, existem
'y € Acom d(z,2') <eed(y,y) <e. Da:

d(z,y) <d(z,2") +d(',y) +d(y,y) < diam(A) + 2e.

Como ¢ > 0 € arbitrdrio, concluimos que d(z,y) < diam(A), para todos
x,y € A. A conclusao segue. U

B.1.43. DEFINIGAO. Um espago métrico (M, d) é dito limitado se:
diam(M) < +o0.

Um subconjunto A de M é dito limitado quando o espago métrico (A, d|axA)
¢ limitado.

Evidentemente, um subconjunto A de um espago métrico M é limitado
se e somente se existe k € R tal que d(z,y) < k, para todos z,y € A.

B.1.44. DEFINIGAO. Se X é um conjunto e M é um espago métrico, uma
funcao f : X — M é dita limitada se a sua imagem f(X) é um subconjunto
limitado de M.

B.1.45. ExERcic1io. Mostre que um espago métrico (M, d) é limitado se
e somente se a funcao d : M x M — R é limitada, onde IR é munido da
métrica Euclideana.

B.1.46. ExERcicio. Seja M um espacgo métrico. Mostre que:

(a) se M é limitado, todo subconjunto de M é limitado (em particular,
um subconjunto de um subconjunto limitado é limitado);

(b) se A, B C M sao limitados entdo AU B é limitado e, dados zy € A,
Yo € B temos:

diam(A U B) < diam(A) + diam(B) + d(xo, yo0);

(¢) se A é um subconjunto limitado de M entao para todo x € M existe
r > 0 tal que A C B(x,r) (sugestao: se A # (), escolha zp € A e

tome r < d(z,zo) + diam(A)).
B.1.47. DEFINIGAO. Dados espagos métricos (M, d), (N, d’), uma funcao
f: M — N é dita Lipschitziana se existe um numero real k£ > 0 tal que
d’(f(:v),f(y)) < kd(x,y), para todos xz,y € M; um tal nimero real k é
chamado uma constante de Lipschitz para f. Uma funcao Lipschitziana que
admite uma constante de Lipschitz menor do que 1 é também chamada uma
contra¢ao (quando 1 é uma constante de Lipschitz para f as vezes se diz que

f é uma contracao fraca).

Obviamente se k é uma constante de Lipschitz para f e k < k’ entao k’
também é uma constante de Lipschitz para f.

B.1.48. EXERcicIO. Mostre que a composicao de aplicacoes Lipschitzi-
anas é ainda Lipschitziana. Mais especificamente, se ky é uma constante de
Lipschitz para f : M — N e k4 ¢ uma constante de Lipschitz para g : N — P
entao krk, é uma constante de Lipschitz para go f.
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B.1.49. EXEMPLO. Se f : [a,b] — R é uma funcdo continua, derivével
em |a,b[ e |f'(x)| <k, para todo x € |a, b| entao segue do Teorema do Valor
Médio que f é Lipschitziana e k é uma constante de Lipschitz para f.

B.1.50. PROPOSIGAO. Sejam (M,d), (N,d') espagos métricos com M
limitado. Se existe uma funcdo Lipschitziana sobrejetora f: M — N entdo
N também € limitado. Além do mais, se M € nao vazio e k > 0 € uma
constante de Lipschitz para f entdo:

(B.1.3) diam(N) < kdiam(M).

DEMONSTRAGAO. Se M = () entao N = () e portanto N é limitado.
Se M # (), provamos (B.1.3). Dados z,y € N existem xg,y9 € M com

z = f(zo), y = f(yo) e portanto:
d(z,y) < kd(z,y) < kdiam(M). O

B.1.51. COROLARIO. Se (M,d), (N,d’) sao espagos métricos entao uma
funcao Lipschitziana f : M — N leva subconjuntos limitados de M em
subconjuntos limitados de N. Além do mais, se A C M € ndo vazio e k €
uma constante de Lipschitz para f entdo:

diam (f(A)) < kdiam(A).

DEMONSTRAGAO. Basta observar que f|4 : A — f(A) é uma funcao
Lipschitziana (com constante de Lipschitz k) e sobrejetora. ([

B.1.52. DEFINIGAO. Dados espagos métricos (M, d), (N,d’) entdo uma
aplicagao f : M — N é dita uma imersdo isométrica se:

d(f(z), f(y)) = d(z,y),

para todos z,y € M. Uma imersao isométrica sobrejetora é dita uma iso-
metria.

Evidentemente toda imersao isométrica é Lipschitziana com constante
de Lipschitz igual a 1.

B.1.53. ExERcicio. Mostre que:
(a) toda imersao isométrica é injetora;
(b) a aplicac@o inversa de uma isometria é ainda uma isometria;
(c) a composigao de duas imersdes isométricas (resp., isometrias) é
ainda uma imersao isométrica (resp., isometria).

B.1.54. EXEMPLO. Se (M, d) é um espago métrico e N é um subconjunto
de M (munido da métrica induzida d|y« n, como sempre) entao a aplicacao
inclusao ¢ : N — M é uma imersao isométrica. Dados ntiimeros naturais m,
n com m < n entao a aplicagao:

R™ 3> (z1,...,2m) — (Z1,...,Zm,0,...,0) € R"

¢ uma imersao isométrica.
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B.1.55. ExERcicio. Se (M,d) é um espago métrico, N é um conjunto
e f: N — M é uma funcao injetora, mostre que existe uma unica métrica
df em N que torna f uma imersdo isométrica (sugestao: dy tem que ser
definida por df(z,y) = d(f(z), f(y)), para todos z,y € N). A métrica dy é
as vezes chamada a métrica induzida em N por f e d (note que se N C M
e f é a aplicagao inclusao entao dy = d|nyxn)-

B.2. Funcoes continuas e uniformemente continuas

B.2.1. DEFINIGAO. Sejam (M, d), (N, d') espagos métricos. Uma funcao
f: M — N é dita continua num ponto x € M se para todo ¢ > 0 existe
6 > 0 tal que:

(B.2.1) para todo y € M, d(y,z) <6 = d'(f(y), f(z)) <e.

A funcao f é dita continua se for continua em todo ponto de M.
Obviamente a condi¢do (B.2.1) é equivalente a f(B(z,6)) C B (f(z),¢)
ou a B(z,6) C f~H(B(f(z),¢)).
B.2.2. ExeErcicio. Mostre que em (B.2.1) poderfamos trocar um ou
ambos os sinais “<” por “<” e a nocao de fungao continua nao seria alterada.

B.2.3. ExERrcicio. Sobre uma funcao f : M — N e um ponto z € M,
mostre que sao equivalentes as seguintes condicoes:

(i) f é continua no ponto z;
(ii) para toda vizinhanca V de f(z) em N existe uma vizinhanca U de
x em M tal que f(U) C V;
(iii) para todo aberto V' de N contendo f(z) existe um aberto U de M
contendo x tal que f(U) C V.

B.2.4. ExERcicio. Dados espagos métricos M, N, um subconjunto S
de M, uma funcao f : M — N e um ponto = € S, mostre que:

(a) se f é continua no ponto x entao a restricao f|g: S — N também
é continua no ponto x;

(b) se fls : S — N é continua no ponto = e x pertence ao interior de
S entao f é continua no ponto x.

Dé um exemplo de uma situacao em que f|g é continua (isto é, continua em
todo ponto de S), mas f nao é continua em ponto algum de S (sugestao:
tome M =R? S =R x {0} e f: M — R uma funcio que vale 1 em S e 0
em M\ S).

B.2.5. ExXERcicio. Dados espacos métricos M, N, um subconjunto S
de N e uma funcdo f : M — N tal que f(M) C S, considere a funcao
fo : M — S que difere de f apenas pelo contra-dominio. Dado =z € M,
mostre que f é continua no ponto x se e somente se fy é continua no ponto
x, onde S é munido da métrica induzida da métrica de N.

B.2.6. PROPOSIGAO. Dados espagos métricos (M,d), (N,d’), (P,d") e
funcoes f: M — N, g: N — P, se f é continua num ponto x € M e g €
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continua no ponto f(x) entdo a fungdo composta go f € continua no ponto
x. Em particular, se f e g sdo continuas entdo go f € continua.

DEMONSTRAGAO. Dado & > 0 entao, pela continuidade de g no ponto
f(x), existe p > 0 tal que:

(B.2.2) para todo z € N, d’(z,f(ac)) <p=d' [g(z),g(f(x))] <e¢g;

a partir de p, a continuidade de f no ponto x nos da § > 0 tal que d(y,z) < 0
implica d'(f(y), f(z)) < p, para todo y € M. Logo, se y € M e d(y,z) < 6,
podemos fazer z = f(y) em (B.2.2) obtendo d”((go f)(y), (9o f)(z)) <e. O

B.2.7. PROPOSIGAO. Sejam M, N espagos métricos e f: M — N uma
fungdo. Sdo equivalentes:

(a) f € continua;
(b) para todo subconjunto aberto U de N, f~*(U) é aberto em M;
(¢) para todo subconjunto fechado F de N, f~Y(F) € fechado em M.

DEMONSTRAGAO. A equivaléncia entre (b) e (c) decorre facilmente do
fato que um conjunto é aberto se e somente se seu complementar é fechado
e do fato que f~L(N\U) = M\ f~}(U). Vamos mostrar a equivaléncia
entre (a) e (b). Suponha que f é continua e que U é aberto em N e vamos
mostrar que f~1(U) é aberto em M. Para todo ponto z € f~1(U), temos
f(x) € U e portanto existe ¢ > 0 tal que B (f(qr),s) C U; dai, como f
é continua no ponto x, existe § > 0 tal que f(B(m,(S)) CB (f(:x),s) e
portanto B(x,8) € f~Y(U). Logo f~'(U) é aberto. Agora assuma (b) e
vamos mostrar que f é continua. Sejam x € M e ¢ > 0 dados. Como
U =B(f(z),e) é aberto e contém f(z), f~*(U) é aberto e contém z, donde
existe & > 0 tal que B(x,8) Cc f~1(U). Logo f(B(:E,(S)) C B(f(:v),s),
mostrando que f é continua no ponto x. (I

B.2.8. DEFINIGAO. Sejam (M,d), (N,d’) espagos métricos. Uma fungao
f M — N édita um homeomorfismo se f é continua, bijetora e se a fungao
inversa f~!: N — M também é continua.

Segue diretamente da Proposicao B.2.7 a seguinte:

B.2.9. PROPOSICAO. Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma
funcao bijetora. Sdo equivalentes:

(a) f € um homeomorfismo;

(b) para todo subconjunto U de N, U € aberto em N se e somente se
f~YU) € aberto em M;

(¢) para todo subconjunto F de N, F € fechado em N se e somente se

f~Y(F) € fechado em M. 0

B.2.10. EXERcic1O. Mostre que a aplicagao inversa de um homeomor-
fismo é ainda um homeomorfismo e que a composi¢ao de homeomorfismos é
um homeomorfismo.
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B.2.11. DEFINIGAO. Sejam (M, d), (N, d’) espagos métricos. Uma funcao
f: M — N é dita uniformemente continua se para todo € > 0 existe
d > 0 tal que, para todos z,y € M, se d(x,y) < § entdao d(f(a:), f(y)) < €.
Uma fungao bijetora uniformemente continua com inversa uniformemente
continua ¢é dita um homeomorfismo uniforme.

Obviamente toda funcao uniformemente continua é continua e todo ho-
meomorfismo uniforme é um homeomorfismo.

B.2.12. EXERcic1o. Mostre que a composicao de aplicacoes uniforme-
mente continuas (resp., de homeomorfismos uniformes) é uniformemente
continua (resp., um homeomorfismo uniforme).

B.2.13. ExEMPLO. Toda fungao constante é uniformemente continua e a
aplicacao identidade de um espago métrico é um homeomorfismo uniforme.

B.2.14. EXEMPLO. Toda funcao Lipschitziana é uniformemente continua
(e, em particular, continua): de fato, se & > 0 é uma constante de Lips-
chitz para f : M — N entao, para todo ¢ > 0, podemos tomar § = £
na Definicao B.2.11. Note que, em particular, toda imersdo isométrica é
uniformemente continua e toda isometria é um homeomorfismo uniforme.

B.2.15. EXEMPLO. A fungao s : [0,400[ 3  — y/z € R é uniformemente
continua. De fato, dado £ > 0, tome § = % Sejam x,y > 0 com |z —y| < 6.
Se x> % ouy > %, temos \/a?—i— \/ﬂ > % e portanto:

x — 2 20
| vl <-lr—yl<—=g¢
€ €

2 2
por outro lado, se z < & e y < <, temos:

VE -V S VE+VI<s+5=¢

No entanto, observamos que a funcao s nao é Lipschitziana, pois se k > 0
fosse uma constante de Lipschitz para s terfamos /z < kz para todo = > 0
e portanto k > ﬁ, para todo = > 0. A aplicagao s : [0, +oo[ — [0, +o0[
¢ também um exemplo de um homeomorfismo uniformemente continuo que
nao ¢ um homeomorfismo uniforme; de fato, a aplicagao inversa

V3~ Vi -

571 [0, +00[ 3 2 +— 2% € [0, +oof

é continua (deixamos isso a cargo do leitor), mas ndo é uniformemente
continua: se s~ fosse uniformemente continua, existiria § > 0 tal que
|22 — y?| < 1, para todos z,y > 0 com |z — y| < §. Mas fazendo y = x + g,

2
obtemos |22 — 32| = dx + % > 1, para x > %.

B.3. Limites de Fungoes

Antes de definirmos a nocao de limite, precisamos da noc¢ao de ponto de
acumulacao.
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B.3.1. DEFINICAO. Seja M um espaco métrico e seja A um subconjunto
de M. Um ponto x € M é dito um ponto de acumulagcao de A se para todo
r > 0 existe y € B(z,7)NA com y # z (isto ¢, o conjunto (B(z,r)NA)\ {z}
nao é vazio). O conjunto dos pontos de acumulagdo de A é chamado o
conjunto derivado de A e é denotado por? A’

B.3.2. EXERcicIO. Sejam M um espago métrico e A C M. Mostre que:

(a) x é ponto de acumulagao de A se e somente se x é ponto aderente
de A\ {z}, isto é:

reA = zecA\{z}

(b) x é ponto de acumulagao de A se e somente se z é ponto de acu-
mulagao de A\ {z};
(c¢) todo ponto de acumulagdo de A é ponto aderente de A, isto é,
A C A;
(d) se x € M\ A entao = é ponto de acumulagio de A se e somente se
x é ponto aderente de A;
(e) A=AUA;
(f) A é fechado se e somente se A" C A.
B.3.3. EXERcic10. Se M =R e A = Z, mostre que A = A, mas A’ = ().
B.3.4. ExERcicio. Sejam M um espago métrico, A € M e z € M.
Mostre que sao equivalentes:

(a) x é ponto de acumulacao de A;
(b) para todo aberto U em M, se x € U entao (UN A) \ {z} # 0;
(c) para toda vizinhanga V' de x temos (V N A) \ {z} # 0.

B.3.5. ExERciciO. Sejam (M, d) um espago métrico e N um subconjun-
to de M. Se A é um subconjunto de N e z € N, mostre que x é ponto de
acumulacao de A relativamente ao espago métrico (N, d|yxn) se e somente
se x é ponto de acumulacao de A relativamente ao espago métrico (M, d)
(sugestao: use o resultado do Exercicio B.1.6). Conclua que o conjunto de-
rivado de A relativamente ao espago métrico (NN, d|yxn) é igual & intersecao
com N do conjunto derivado de A relativamente ao espago métrico (M, d).

B.3.6. DEFINIGAO. Seja (M,d) um espago métrico. Um ponto x € M
que nao é ponto de acumulacao de M é dito um ponto isolado de M. Um
espaco métrico no qual todos os seus pontos sao isolados é chamado um
espago métrico discreto. Se A é um subconjunto de M entdo um ponto
x € A é dito isolado em A se x é um ponto isolado no espago métrico
(A,d|axa). O conjunto A é dito discreto se (A, d|ax4) é um espaco métrico
discreto.

Evidentemente um subconjunto A de um espago métrico M é discreto
se e somente se todo ponto de A ¢é isolado em A. Em vista do resultado do

2Embora7 quando nao hé risco de confusdo com o conjunto derivado, nés usaremos o
apéstrofe também como parte do nome de um conjunto, como em “Sejam A, A’ conjun-
tos...”.
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Exercicio B.3.5, um ponto x € A é isolado em A se e somente se x nao é
ponto de acumulagao de A relativamente ao espago métrico (M, d).
B.3.7. EXERcicio. Seja M um espaco métrico. Mostre que:

(a) um ponto x € M é isolado se e somente se existe r > 0 tal que
B(z,7) = {a};
(b) um ponto x € M ¢ isolado se e somente se {x} é um conjunto
aberto em M;
(¢) M é um espago métrico discreto se e somente se todo subconjunto
de M é aberto (sugestdao: ji que uniao de abertos é aberto, se
os subconjuntos unitarios sao abertos entdo todo subconjunto é
aberto);
(d) M é um espago métrico discreto se e somente se todo subconjunto
de M ¢ fechado.
B.3.8. ExERrcicio. Mostre que qualquer conjunto munido da métrica
zero-um (Exemplo B.1.3) é um espago métrico discreto.
B.3.9. EXERcic1O. Sejam M um espaco métrico, A um subconjunto de
M ez € A. Mostre que:

(a) = é um ponto isolado de A se e somente se existe r > 0 tal que
B(z,r)N A ={z};

(b) A é discreto se e somente se AN A" = ();

(c) A nao possui pontos de acumulacdo em M se e somente se A é
discreto e fechado.

B.3.10. ExErcicio. Se M = R, mostre que o conjunto:
Az{%:nzl,?,...}

é discreto, mas possui pontos de acumulagdo em M (a saber: A’ = {0}).

B.3.11. ExERrcicio. Sejam M, N espagos métricos e f : M — N uma
fungdo. Mostre que se x € M é um ponto isolado entdao f é continua no
ponto z. Conclua que se M é discreto entao toda funcao f: M — N é
continua.

B.3.12. PROPOSICAO. Sejam M um espaco métrico, A um subconjunto
de M e x € M um ponto de acumulacdo de A. Para toda vizinhanca V de
x o conjunto VN A € infinito.

DEMONSTRAGAO. Se V' N A fosse finito, o conjunto F' = (V N A) \ {z}
também seria finito e portanto fechado. Dai U = int(V') \ F' seria um aberto
que contém xz e portanto, como x é ponto de acumulacido de A, existiria
yeUNAcomy#z Dalyeint(V) CV,y€ Aey # x, donde y € F,
contradizendo y € U. O

B.3.13. DEFINIGAO. Sejam (M,d), (N,d') espagos métricos, A um sub-
conjunto de M, a € M um ponto de acumulacdo de Ae f: A — N uma
funcao. Dizemos que L € N é um limite de f no ponto a se para todo € > 0
dado existe § > 0 tal que:

(B.3.1) para todo z € 4, 0 < d(z,a) <6 = d'(f(z),L) <e.
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Note que a condi¢do (B.3.1) é equivalente a f(B(a,d) \ {a}) C B(L,¢)
oua B(a,d)\ {a} C f71(B(L,e)).
O fato mais bésico a ser estabelecido sobre limites é a seguinte:

B.3.14. PROPOSICAO. Nas condi¢oes da Definicao B.3.13, se um limite
para f no ponto a existe ele € unico.

DEMONSTRAGAO. Sejam Li, Ly € N limites para f no ponto a. Para
todo € > 0, existem d; > 0, d9 > 0 tais que:

para todo z € A4, 0 < d(z,a) < 6 = d'(f(z),L1) <e,
para todo z € A4, 0 < d(z,a) < 0, = d'(f(z), L2) < e.

Tomando § = min{dy,d2} > 0, como a é ponto de acumulagao de A, existe
z € B(a, §)NA diferente de a. Dai d'(f(z),L1) < eed (f(z),L2) < ¢, donde,
pela desigualdade triangular, d'(Li, Ls) < 2e. Como & > 0 é arbitrario,
temos d' (L1, Lo) = 0 e portanto L1 = Lo. O

Em vista da Proposicao B.3.14, um limite para f no ponto a, quando
existe, serd chamado o limite de f no ponto a e serd denotado por:

B.3.15. OBSERVAGCAO. Como queremos permitir que tome-se o limite
de uma funcao f num ponto que nao estd em seu dominio, precisamos na
Definicao B.3.13 considerar um espaco métrico (M, d) que contém o dominio
de f. Observamos que se trocdssemos M por um subespago de M que contém
AU{a} o limite de f no ponto a nao seria alterado.

B.3.16. EXERcicIO. Mostre que na Definicao B.3.13 nao faria diferenca
se trocdssemos um ou ambos os sinais “<” por “<” em (B.3.1).

B.3.17. EXERcicIO. Sejam M, N espacos métricos, A um subconjunto
de M, B um subconjunto de A, a € M um ponto de acumulacao de B e
f A — N uma fungdo. Dado L € N, mostre que:

(a) se L é o limite de f no ponto a entao L também é o limite de f|p
no ponto a;
(b) se a possui uma vizinhanca V em M tal que®:

(ANnV)\{a} = (BNV)\{a}
e se L é o limite de f|p no ponto a entao L é o limite de f no ponto
a.

B.3.18. ExXERcicIO. Sejam M, N espagos métricos, A um subconjunto
de M, By, Bs subconjuntos de A e f: A — N uma funcdo. Suponha que
a € M é ponto de acumulagao de B; e de By, que L; € N é o limite de
f|B, no ponto a e que Ly € N é o limite de f|p, no ponto a. Mostre que se
L; # Ly entao f nao possui limite no ponto a (sugestao: use o resultado do
item (a) do Exercicio B.3.17).

3Dois casos interessantes onde essa hipétese é satisfeita sio: (i) se a € int(B), podemos
tomar V = B; (ii) se B= A\ {a} podemos tomar V = M.
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B.3.19. EXERcic1O. Sejam M, N espacos métricos, A um subconjunto
de M, a € M um ponto de acumulacao de A, f : A — N uma funcdo, S
um subconjunto de M que contém f(A) e fo: A — S a fungao que difere
de f apenas pelo seu contra-dominio. Se L € S e S é munido da métrica
induzida da métrica de N, mostre que L é o limite de f no ponto a se e
somente se L é o limite de fy no ponto a.

B.3.20. ExERcicio. Sejam M, N espagos métricos, f : M — N uma
funcao e a € M um ponto que nao seja isolado (isto é, um ponto de acumu-
lagao de M). Mostre que f é continua no ponto a se e somente se f(a) é o
limite de f no ponto a.

B.3.21. ExERcicio. Sejam M, N espagos métricos, A um subconjunto
de M, f: A — N uma fungdo e « € M um ponto de acumulagao de A.
Mostre que sao equivalentes sobre L € N:

(a) L é o limite de f no ponto a;

(b) para toda vizinhanca V' de L em N, existe uma vizinhanca U de a
em M tal que f((UNA)\ {a}) CV;

(c) para todo aberto V em N contendo L, existe um aberto U em M
contendo a tal que f((UNA)\{a}) C V.

B.3.22. PROPOSIGAO. Sejam (M,d), (N,d’), (P,d") espagos métricos, A
um subconjunto de M, a € M um ponto de acumulagdo de A e f: A— N
uma func¢do. Se existe e € igual a L € N o limite de f no ponto a e se
g: N — P € uma fungdo continua no ponto L entdo existe o limite de go f
no ponto a e € igual a g(L); em simbolos:

lim g(f(2)) = g( lim f(2)).

DEMONSTRAGAO. Seja dado e > 0. A continuidade de g no ponto L nos
dd p > 0 tal que g(B(L,p)) C B(g(L),e). Como lim, ., f(z) = L, existe
d > 0 tal que, para todo x € A, se 0 < d(z,a) < J entao d’(f(x),L) < p.
Logo, se z € Ae 0 < d(x,a) < 0 temos f(z) € B(L, p) e portanto:

9(f(x)) € B(g(L),e),
isto ¢, d"((go f)(z),9(L)) <e. O

B.3.23. PROPOSIGAO. Sejam (M,d), (N,d'), (P,d") espagos métricos,
A um subconjunto de M, a € M um ponto de acumulacdo de A, f : A — N
uma fungdo, B um subconjunto de N que contém f(A) e g: B — P uma
funcdo. Suponha que o limite de f no ponto a existe e denote por L € N
esse limite. Se a possui uma vizinhanga V. em M tal que f(x) # L, para
todo x € (VNA)\{a}, entdo L é um ponto de acumulagao de B em N; além
do mais, se o limite de g no ponto L existe entdo o limite de go f: A — P
no ponto a existe e:
(B.3.2) lim g(f(z)) = lim g(y).

r—a y—L
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DEMONSTRAGAO. Para todo p > 0, como lim,_, f(z) = L, existe § > 0
tal que 0 < d(z,a) < ¢ implica d’(f(:r),L) < p, para todo z € A. Como
a é ponto de acumulagao de A e B(a,0) NV é uma vizinhanga de a, existe
x € B(a,0) NV NA com z # a; dai f(x) € B(L,p) N B e f(x) # L. Isso
mostra que L é ponto de acumulagdo de B. Para mostrar (B.3.2), escreva
L' =limy_.1, g(y) e seja dado € > 0; temos que existe p > 0 tal que:

(B.3.3) paratodoy € B, 0 < d'(y,L) < p=d" (g(y), L’) <e.

Como lim,_,, f(z) = L, existe §; > 0 tal que 0 < d(x,a) < ¢; implica
d’(f(a:), L) < p, para todo x € A, e como V é uma vizinhanca de a, existe
também dy > 0 tal que B(a,d2) C V. Tome § = min{d;,d2} >0. Sex € Ae
0 < d(z,a) < 6 entao d'(f(z),L) < p; além do mais, como = € B(a,d2) C V
e x # a, temos f(x) # L, donde podemos fazer y = f(x) em (B.3.3) obtendo
d"((go f)(z),L') <e. O

B.4. Seqiiéncias

B.4.1. DEFINICAO. Uma seqiiéncia num conjunto M é uma funcao cujo
dominio é o conjunto IN = {0,1,2,...} dos nimeros naturais e o contra-
dominio é M.

O valor no ponto n € IN de uma seqiiéncia x é normalmente denotado
por z,, em vez de z(n) e a seqiiéncia = é normalmente denotada por (z,)n>0-
Com pequeno abuso, nés também chamaremos de seqiiéncia uma fungao cujo
dominio é o conjunto N* = {1, 2, ...} dos niimeros naturais nao nulos; nesse
caso, escrevemos (&p)p>1 em vez de (Zp)n>0-

B.4.2. DEFINIGAO. Sejam (M, d) um espago métrico e (xp,)n>0 uma se-
qiiéncia em M. Dizemos que (x,),>1 é convergente se existe a € M tal que
para todo £ > 0 existe ng € IN tal que d(x,,a) < €, para todo n > ng; um
tal elemento a € M é chamado um limite para a seqiiéncia (xy,)n>0.

B.4.3. PROPOSIGAO. Uma seqiiéncia convergente possui um inico limite.

DEMONSTRAGAO. Se a,a’ € M sao ambos limites de uma seqiiéncia
(n)n>0 num espago métrico M entdo para todo € > 0, existem ny,ny € IN
tais que d(z,,a) < ¢, para todo n > ny e d(z,,a’) < e, para todo n > ns.
Tomando n = max{ni,ns}, vemos que d(z,,a) < ¢ e d(x,,a’) < e, donde
a desigualdade triangular nos da d(a,a’) < 2e. Como £ > 0 é arbitrério,
concluimos que d(a,a’) =0ea=ad'. O

Em vista da Proposi¢ao B.4.3, um limite para (z,)n>0, quando existe,
serd chamado o limite de (z5,)n>0 € serd denotado por:

lim x,,.
n—oo

Se a = lim,,_,oo @y, diremos também que (zy,)n>0 converge para a e escreve-
remos T, — a ou, se houver possibilidade de confusao:

Ty, — Q.
n—oo
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B.4.4. EXEMPLO. Se M é um espago métrico arbitrario e a € M, entao
a sequéncia constante definida por x,, = a para todo n € IN converge para
a.

B.4.5. DEFINIGAO. Uma seqiiéncia (zy)n,>0 num espaco métrico M é
dita limitada quando o conjunto {mn 'n € ]N} for limitado.

B.4.6. PROPOSIGAO. Toda seqiiéncia convergente num espago métrico
M ¢ limitada.

DEMONSTRAGAO. Se (xy,),>0 converge para a entao existe ng € IN tal
que z, € B(a,1), para todo n > ng. Dai o conjunto {mn tn o> no} é
limitado. Mas o conjunto {:L'n n < no} ¢é finito, donde limitado, e dai
também o conjunto {a:n 'n € ]N} ¢ limitado, sendo uniao de dois conjuntos
limitados. O

B.4.7. DEFINIGAO. Uma seqiiéncia (zy,),>0 em R é dita crescente (resp.,
decrescente) se x,, < Ty, (resp., T, > Tp,), para quaisquer n,m € IN tais que
n < m. A seqiiéncia (x,)n>0 ¢ dita estritamente crescente (resp., estrita-
mente decrescente) se x, < Ty, (resp., T, > Z,,) para quaisquer n,m € IN
tais que n < m. Uma seqiiéncia que é ou crescente ou decrescente é dita
mondtona.

B.4.8. ExEMPLO. Toda seqiiéncia mondétona limitada em R é convergen-
te. De fato, se (x5,)n>0 ¢ crescente e limitada entdo s = sup {xn 'n € ]N} éo
limite de (z5,)n>0, pois para todo € > 0 existe ng € IN com =, > s — ¢ e dai
temos s — e < xp, < zp < s, para todo n > ng. Analogamente, se (xn)nZO
é decrescente e limitada entao inf {azn in € ]N} é o limite de (2, )n>0-

B.4.9. EXERcicIO. Sejam (M, d) um espago métrico, N um subconjunto
de M, (xn)n>0 uma seqiiéncia em N e a um ponto de N. Mostre que
(xn)n>0 converge para a no espago métrico (M, d) se e somente se (Tp)n>0
converge para a no espago métrico (N,d|nxn). Conclua que se (zp)n>0 €
convergente em (M, d) e o limite de (zy,)n,>0 nao estd em N entdo (xy,)n>0
nao é convergente em (N, d|nxN).

As seguintes terminologias sdo convenientes quando lidamos com seqiién-
cias: dada uma certa propriedade P relativa a ntimeros naturais, dizemos
que P vale para todo n suficientemente grande se existe ng € IN tal que
todo n > ng satisfaz P (em outras palavras, o conjunto dos n € IN que
nao satisfazem P é finito). Dizemos que P vale para todo n arbitrariamente
grande se para todo ng € IN existe n > ng que satisfaz 3 (em outras palavras,
o conjunto dos n € IN que satisfazem P é infinito). Assim, por exemplo,
temos que uma seqiiéncia (z,)p>0 converge para a € M se e somente se
para todo € > 0 a desigualdade d(x,,a) < & vale para todo n suficientemente
grande.

B.4.10. EXERCICIO. Sejam M um espago métrico, (zy)n>0 uma seqiién-
ciaem M e a € M. Mostre que sao equivalentes:

(a) limy,— o0 , = @;
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(b) para toda vizinhanga V' de a, temos x,, € V', para todo n suficien-
temente grande;
(c) para todo conjunto aberto U em M com a € U, temos z, € U,
para todo n suficientemente grande;
(d) a seqiiéncia (d(:vn,a))nzo converge para 0 no espago métrico R
(munido da métrica Euclideana).

B.4.11. EXERcic1o. Sejam M um espago métrico, (2n)n>0, (Yn)n>0 Se-
qiiéncias em M e a € M um ponto. Se o conjunto {n eN:x, # yn} é
finito, mostre que (x,,),>0 converge para a se e somente se (Y )n>0 converge
para a.

B.4.12. DEFINICAO. Dada uma seqiiéncia x : IN — M num conjunto
M entao uma subseqiéncia de x é uma seqiiéncia da forma z o o, onde
o : IN — IN é uma funcdo estritamente crescrente (isto é, k < [ implica
o(k) <a(l)).

Usualmente, nés omitimos o nome da funcao o e denotamo-la simples-
mente por N 5 k +— ny € IN; a subseqiiéncia z o o de = (2,)n>0 ¢ entdo
denotada por (zy, )r>0 (ou (zn,)k>1, se o dominio de o for IN*).

B.4.13. PROPOSIGAO. Se uma seqiiéncia (xy,)n>0 num espago métrico M
converge para a € M entao qualquer subseqiiéncia (xy, k>0 converge para a.

DEMONSTRAGAO. Dado £ > 0, existe m € IN tal que d(z,,a) < €, para
todo n > m. Como a funcao k — ny € estritamente crescente, existe kg tal
que ng > m, para todo k > ko. Dail d(zy,,a) < e, para todo k > ko. O

B.4.14. DEFINIGAO. Sejam M um espago métrico e (zp)n>0 uma se-
qiiéncia em M. Dizemos que a € M é um walor de aderéncia para (z,)n>0
quando existe uma subseqiiéncia de (z,)n,>0 que converge para a.

Segue da Proposicao B.4.13 que se uma seqiiéncia é convergente entao
seu limite é o seu inico valor de aderéncia. Assim, uma seqiiéncia que possui
dois valores de aderéncia distintos nao pode ser convergente.

B.4.15. EXERcicIO. Sejam (M, d) um espago métrico, N um subconjun-
to de M, (x,)n>0 uma seqiiéncia em N e a € N um ponto. Mostre que a é
valor de aderéncia de (zy,)n>0 no espago métrico (M, d) se e somente se a é
valor de aderéncia de (zy,)n>0 no espago métrico (N, d|nxn)-

B.4.16. Exercicio. Considere a seqiiéncia (z,)n>0 em R definida por
x, =0, se n é par, e x,, = n, se n é impar. Mostre que 0 é o tinico valor de
aderéncia de (2, )n>0, mas que (x,),>0 nao é convergente.

B.4.17. PROPOSIGAO. Sejam M um espago métrico e (xn)n>0 uma se-
qiéncia em M. Temos que a € M é um valor de aderéncia para (z,)n>0 se
e somente se para todo aberto U contendo a temos que x, € U para todo n
arbitrariamente grande, isto €, se e somente se para todo aberto U contendo
a o conjunto:

(B.4.1) {neN:z, €U}

€ infinito.
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DEMONSTRAGAO. Suponha que a é um valor de aderéncia para (zy)n>0
e seja (zp, )r>0 uma subseqiiéncia de (zy)n>0 que converge para a. Dado
um conjunto aberto U contendo a, temos que existe kg € IN tal que =, € U,
para todo k > ko; dai o conjunto (B.4.1) contém {nk k> ko} e é portan-
to infinito. Reciprocamente, suponha que para todo aberto U contendo a
o conjunto (B.4.1) é infinito. Vamos construir recursivamente uma fungao
estritamente crescente k +— ny de modo que (zp, )r>1 convirja para a. Em
primeiro lugar®, seja n; € IN tal que Zn, pertence ao aberto B(a,1). Assu-
mindo ny, definido, seja ng11 € IN tal que ngy1 > ng e zy,,, pertence ao
aberto B (a, k—il), note que tal ng11 existe ja que o conjunto:

{ne]N::I:neB(a,k%rl)}

¢ infinito. Obtemos entdo uma subseqiiéncia (z,, )r>1 de (zn)n>0 tal que
d(zp,,a) < %, para todo k£ > 1, donde segue que limj_,o zp, = a. O

Varios dos conceitos estudados nas se¢oes anteriores podem ser caracte-
rizados usando a nocao de limite de seqiiéncia, como veremos a seguir.

B.4.18. PROPOSIGAO. Sejam M um espago métrico e A um subconjunto
de M. Temos que um ponto a € M ¢ interior a A se e somente se para
toda seqiiéncia (zn)n>0 em M tal que x, — a temos x, € M, para todo n
suficientemente grande. Em particular, A € aberto se e somente se para toda
seqliéncia convergente (xn)nzg em M com lim, .. x, € A temos x, € A,
para todo n suficientemente grande.

DEMONSTRAGAO. Se a € int(A) e z, — a entao A é uma vizinhanga de
a e portanto z, € A, para todo n suficientemente grande (Exercicio B.4.10).
Reciprocamente, suponha que para toda seqiiéncia (zy),>0 com z, — a
vale que x, € A, para todo n suficientemente grande. Se a nao fosse um
ponto interior a A, entdo para todo nimero natural n > 1 nao seria o caso
que B (a, %) C A e portanto existiria z,, € B (a, %) tal que x, € A. Dal
d(zy,a) < 1 — 0 e portanto (z)n>1 converge para a. Mas nio existe
nenhum n com z, € A, contradizendo nossas hipéteses. O

B.4.19. COROLARIO. Sejam M um espago métrico e A um subconjunto
de M. Temos que a € M é um ponto aderente a A (isto é, a € A) se
e somente se existe uma seqiéncia (Tn)p>0 em A tal que x, — a. Em
particular, A é fechado se e somente se para todo seqiéncia (zy)n>0 em A
que seja convergente em M temos limy, o x, € A.

DEMONSTRAGAO. Se x,, € A para todo n e x,, — a entdo nao pode ser
0 caso que a pertence ao interior de M \ A, pois caso contrario terfamos
que x, € M \ A, para todo n suficientemente grande. Logo a pertence a
M\int(M\ A), que é igual ao fecho de A (Exercicio B.1.13). Reciprocamente,

436 fazemos mesmo quest@o que as seqiiéncias estejam indexadas em IN = {0,1,2,...}
podemos obviamente colocar um valor qualquer para ng, digamos no = 0, e depois tomar
o cuidado de escolher n1 > ng.
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se a é aderente a A entdo a nao pertence ao interior de M \ A e portanto
existe uma seqiiéncia (:L’n)nzo em M com z, — a e tal que nao é o caso
que x, € M \ A para todo n suficientemente grande; em outras palavras,
Ty € A para todo n arbitrariamente grande. Existe entdo uma subseqiiéncia
(xn, ) k>0 de (zp)n>0 (que converge para a e) tal que z,, € A, para todo

k. O

B.4.20. COROLARIO. Sejam M um espago métrico e A um subconjunto
de M. Temos que a € M é um ponto de acumulacdo de A se e somente se
existe uma seqiéncia (xn)n>0 em A\ {a} tal que z,, — a.

DEMONSTRAGAO. Segue do Corolario B.4.19 e do resultado do item (a)
do Exercicio B.3.2. g

B.4.21. PROPOSIGAO. Sejam (M,d), (N,d’) espagos métricos, A um
subconjunto de M, f : A — N uma funcdo e a € M um ponto de acumulag¢do
de A. Dado L € N entdo sdo equivalentes:

(a) limg,_q f(z) = L;
(b) para toda seqiéncia (xn)n>0 em A\ {a} com z, — a vale que
f(zn) — L.

DEMONSTRAGAO. Assuma (a) e seja (zp)n>0 uma seqiiéncia em A\ {a}
que converge para a. Dado ¢ > 0, como lim,_,, f(z) = L, existe 6 > 0
tal que 0 < d(z,a) < § implica d’(f(a:),L) < g, para todo x € A. Como
xn — a, existe ng € N tal que d(z,,a) < J, para todo n > ng. Como x,, # a
para todo n, temos 0 < d(z,,a) < J, para todo n > ng e portanto:

d'(f(zn), L) <e.
Agora assuma (b). Se nao fosse o caso que (a), existiria € > 0 tal que para
todo § > 0 existe z € A com 0 < d(z,a) < 6 e d'(f(x),L) > e. Para
cada n > 1, seja ¥, € A com 0 < d(zn,a) < % e d'(f(z,),L) > e. Daf
(Zn)n>1 ¢ uma seqiiéncia em A\ {a}, x,, — a e nao é o caso que f(xy,) — L,
contradizendo (b). O

B.4.22. PROPOSIGAO. Dados espagos métricos (M,d), (N, d’), uma fun-
¢io f: M — N ea € M, sio equivalentes:
(a) f € continua no ponto a;
(b) para qualquer seqiiéncia (xn)n>0 em M com xz, — a vale que

f(@n) — f(a).

DEMONSTRAGAO. Assuma (a) e seja (z,,)n>0 uma seqliéncia em M que
converge para a. Dado £ > 0, existe § > 0 tal que d(z,a) < J implica
d’(f(a:),f(a)) < ¢, para todo x € M. Como z, — a, existe ng € IN tal
que d(zp,a) < §, para todo n > ng. Dal d’(f(xn),f(a)) < &, para todo
n > no. Agora assuma (b). Se nao fosse o caso que (a), existiria e > 0
tal que para todo § > 0 existe z € M com d(z,a) < ¢ e d’(f(a:),L) > €.
Para cada n > 1, seja 2, € M com d(zpn,a) < £ e d'(f(zn),L) > e. Daf
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(xn)n>1 ¢ uma seqiiéncia em M, x,, — a e nao é o caso que f(x,) — f(a),
contradizendo (b). O

B.5. Topologia e equivaléncia entre métricas

B.5.1. DEFINIGAO. A topologia de um espago métrico (M, d) é o conjunto
7(M,d) de todos os subconjuntos abertos de M:

7(M,d) = {U € p(M) : para todo = € U, existe r > 0 com B(z,r) C U},
onde p(M) denota o conjunto de todas as partes de M.

Embora a métrica d ndo apareca explicitamente na definigao de 7(M, d)
acima, é evidente que 7(M, d) pode depender (e normalmente depende) de d,
j& que o uso da notagao de bola aberta B(z,r) faz uma referéncia implicita
a métrica d. No entanto, por simplicidade, escreveremos as vezes apenas
7(M) quando d estiver subentendida pelo contexto e nao houver risco de
confusao.

Varios dos conceitos estudados até agora neste apéndice podem ser de-
finidos fazendo referéncia apenas a topologia dos espagos métricos envol-
vidos, sem que seja feita referéncia direta as métricas. Um conceito que
pode ser descrito fazendo referéncia apenas as topologias, sem mengao di-
reta® as métricas é chamado um conceito topoldgico. Por exemplo, a Pro-
posicao B.2.7 nos diz que o conceito de funcao continua é topoldgico: uma
funcdo f : M — N é continua se e somente se f~1(U) € 7(M), para todo
U € 7(N). Mais geralmente, o resultado do Exercicio B.2.3 nos garante que
também o conceito de continuidade num ponto é topolégico: f: M — N
¢ continua num ponto x € M se e somente se para todo V € 7(N) com
f(z) € Vexiste U € 7(M) com z € U e f(U) C V. Todos os concei-
tos introduzidos na Defini¢cao B.1.7 sdo topoldgicos (veja Exercicio B.1.30).
Os conceitos de conjunto aberto e fechado sado (trivialmente) topoldgicos.
Também sao topoldgicos os conceitos de conjunto denso, de vizinhanca de
um ponto, de homeomorfismo, de ponto de acumulagao (Exercicio B.3.4),
de ponto isolado, de espaco discreto, de limite de fungao (Exercicio B.3.21)
e de limite de seqiiéncia (Exercicio B.4.10). Veremos que os conceitos de
fungao uniformemente continua e de conjunto limitado nao sao topoldgicos
(veja Observagao B.5.6 e Exemplo B.5.13 abaixo).

B.5.2. DEFINIGAO. Duas métricas dy, do num conjunto M sao ditas
equivalentes (ou topologicamente equivalentes) se T7(M,dy) = 7(M,ds), isto
é, se os espacos métricos (M,dy) e (M,dz) possuem os mesmos conjuntos
abertos.

Temos entao que os conceitos topoldgicos sao aqueles que permanecem
invariantes quando trocamos uma métrica por outra equivalente. Por exem-
plo, se f : M — N é uma fungao continua quando M, N sao munidos

5Evidentemente, uma referéncia a topologia é uma referéncia indireta a métrica, ja
que a topologia depende da métrica.
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respectivamente de métricas d, d’ entao f ainda serd continua se trocarmos
d e d' respectivamente por métricas equivalentes d; e d.

B.5.3. PROPOSIGAO. Duas métricas dyi, da num conjunto M sao equiva-
lentes se e somente se a aplicagao identidade de (M,dy) para (M,ds) é um
homeomorfismo.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente da Proposicao B.2.9. O

B.5.4. DEFINIGAO. Duas métricas dy, do num conjunto M sao ditas uni-
formemente equivalentes se a aplicagao identidade de (M, d;) para (M, dz) é
um homeomorfismo uniforme (Definigao B.2.11). As métricas d, da sao di-
tas Lipschitz-equivalentes se a aplicagao identidade de (M, dy) para (M, d2)
e a aplicagao identidade de (M, ds) para (M,d;) s@o Lipschitzianas.

Como toda aplicacao Lipschitziana é uniformemente continua, temos
que métricas Lipschitz-equivalentes sao uniformemente equivalentes e como
toda aplicacao uniformemente continua é continua, temos que duas métricas
uniformemente equivalentes sao equivalentes.

B.5.5. EXERcicio. Mostre que se d e d’ sao métricas Lipschitz-equi-
valentes em M entao (M,d) é limitado se e somente se (M,d’) é limitado
(sugestao: use a Proposigao B.1.50).

B.5.6. OBSERVAQAO. No Exercicio B.4 pedimos ao leitor para demons-
trar que toda métrica é uniformemente equivalente a uma métrica limitada.
Vemos entao que nao se pode trocar “Lipschitz-equivalentes” por “unifor-
memente equivalentes” no enunciado do Exercicio B.5.5 (e, em particular,
vemos que “Lipschitz-equivalente” nao é o mesmo que “uniformemente equi-
valente”). Vemos também que o conceito de espago métrico limitado nao é
topoldgico: podemos ter duas métricas equivalentes (e até uniformemente
equivalentes), sendo uma limitada e a outra nao.

B.5.7. EXERCICIO. Sejam di, do métricas num conjunto M. Mostre que:

(a) dy e dy sdo uniformemente equivalentes se e somente se para todo
e > 0 existe 6 > 0 tal que, para todos x,y € M, di(z,y) < ¢
implica da(z,y) < € e da(x,y) < ¢ implica dy(z,y) <

(b) d; e dg sao Lipschitz-equivalentes se e somente se existem nimeros
reais k, k' > 0 tais que:

(B.5.1) K di(z,y) < da(x,y) < kdi(z,y), paratodos z,y € M.

B.5.8. ExXERcicio. Mostre que, dado um conjunto M, as relagoes “ser
equivalente a”, “ser uniformemente equivalente a” e “ser Lipschitz-equivalen-
te a” sao relagoes de equivaléncia (isto é, sao relagoes reflexivas, simétricas
e transitivas) no conjunto de todas as métricas em M (sugestao: use os
resultados dos Exercicios B.2.10, B.2.12 ¢ B.1.48).

B.5.9. ExERcicio. Sejam (M,d), (N,d') espagos métricos e dy, dj mé-
tricas uniformemente equivalentes a d e a d’, respectivamente. Dada uma
fungao f : M — N, mostre que f : (M,d) — (N,d') é uniformemente
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continua se e somente se a aplicagao f : (M,d;) — (N, d}) é uniformemente
continua (sugestao: use o resultado do Exercicio B.2.12).

B.5.10. ExXERcicio. Sejam (M,d), (N,d') espagos métricos e dy, d} mé-
tricas Lipschitz-equivalentes a d e a d’, respectivamente. Dada uma funcao
f:M — N, mostre que f : (M,d) — (N,d’) é Lipschitziana se e somente se
a aplicagao f : (M,d1) — (N, d}) é Lipschitziana (sugestao: use o resultado
do Exercicio B.1.48).

B.5.11. EXEMPLO. As métricas d, di e dos em R" definidas no Exem-
plo B.1.2 sao duas a duas Lipschitz-equivalentes. De fato, é facil ver que:

dOO(xay) < dl(.%‘,y) < ndoo(x,y), doo(x,y) < d(m,y) < \/’Edoo(l‘,y),

para todos x,y € R", donde dy, é Lipschitz-equivalente a d; e a d. Por
transitividade, vemos que d é Lipschitz-equivalente a d;.

B.5.12. PROPOSIGAO. Sejam (M,d), (N,d’) espagos métricos e seja da-
da uma fungao bijetora f : M — N; denote por dy a métrica em M induzida
por f e por d (veja Ezercicio B.1.55). Temos que:

(a) dy € equivalente a d se e somente se a aplicagao f : (M,d) — (N,d')
€ um homeomorfismo;

(b) df € uniformemente equivalente a d se e somente se a aplica¢do
f:(M,d) — (N,d") é um homeomorfismo uniforme;

(c) df € Lipschitz equivalente e d se e somente se ambas as aplicacies
f:(M,d) — (N,d), f~':(N,d) — (M,d) sio Lipschitzianas.

DEMONSTRAGAO. Note que a aplicacao f : (M,d) — (N,d’) é igual a
composicao da aplicacao identidade Id : (M,d) — (M, dy) com a isometria
f:(M,ds) — (N,d); em outras, palavras o diagrama:

(M, d) ——~ (N, )

Id
\L %metria)

(Mvdf)

é comutativo. J& que uma isometria é Lipschitziana (e portanto uniforme-
mente continua e continua), segue facilmente que f : (M,d) — (N, d’) tem
as mesmas propriedades (continuidade, continuidade uniforme ou existéncia
de constante de Lipschitz) que a aplicacao identidade Id : (M, d) — (M, dy).
Uma observacao completamente ansloga vale para f~!: (N,d') — (M,d) e
Id~t: (M,ds) — (M,d). a

B.5.13. EXEMPLO. Seja M = [0,4+o0[ e denote por d a restrigao a M
da métrica Euclideana de R. A funcdo f : M > x — 2?2 € M é um
homeomorfismo de (M, d) em (M,d) e portanto, pela Proposicao B.5.12; a
métrica df : M x M 3 (x,y) — |2% — y?| é equivalente a d. Temos entdo
que a funcao f : (M,ds) — (M,d) é uniformemente continua (pois é uma
isometria), mas a funcdo f : (M,d) — (M, d) nao é (veja Exemplo B.2.15).
Em particular, continuidade uniforme nao é um conceito topolégico.



B.6. METRICAS NO PRODUTO CARTESIANO 60

B.6. Métricas no produto cartesiano

Dados espagos métricos (Mi,dy), ..., (My,d,), hd muitas maneiras na-
turais de se definir uma métrica no produto cartesiano M = [ ; M;. Trés
delas sao:

(B.6.1) Di: M x M5 (z,y) — > di(zi,yi) €R,
=1
n 1
(B.6.2) Dy: M x M> (z,y) — (Zdz(:cl,yl)Q) * eR,
i=1

(B.6.3) Doo: M x M > (z,y) — max {d;(z;,y;) :i=1,...,n} €R.
Deixamos a cargo do leitor a verificagao do fato que D1, Do e D, sd0 mesmo
métricas (veja Exercicio B.5). As métricas D1, Dy e D sao chamadas
respectivamente a métrica produto tipo 1, a métrica produto tipo 2 e a métrica
produto tipo oo associadas as métricas d;, i = 1,...,n.

As desigualdades (compare com o Exemplo B.5.11):

Doo(xay) < D1(5L’7y) < nDoo(x7y)’
DOO(x?y) < DQ(:U’:U) < \/ﬁDoo(m¢y)v

validas para todos z,y € M, mostram que as métricas Dy, Dy e Dy s@o
duas a duas Lipschitz-equivalentes.

(B.6.4)

B.6.1. EXEMPLO. Se para todo ¢ = 1,...,n, o espago métrico M; é R
e d; é a métrica Euclideana entao M = [[;; M; = R"™ e as métricas Dy,
Dy, Do coincidem respectivamente com as métricas di, d e dy definidas no
Exemplo B.1.2.

B.6.2. EXERcicIo. Sejam (M, dy), ..., (My,d,) espagos métricos e seja
D : M x M — R a métrica produto do tipo 1 associada as métricas d;,
i =1,...,n, onde M = [[.; M;. Para cada i = 1,...,n, seja N; um
subconjunto de M; e seja N = H?:l N;. Mostre que D|yxn é a métrica
produto do tipo 1 associada as métricas d;|n,xn,, ¢ = 1,...,n. Repita o
exercicio substituindo todas as ocorréncias de “métrica produto tipo 1” por
“métrica produto tipo 2” e também por “métrica produto tipo oco”.

B.6.3. EXERcicIO. Sejam (M;;,d;j), 7 =1,...,n;, i =1,...,k, espagos

métricos e defina M; = H;”:l M;j, i = 1,...,k; seja d; a métrica produto
tipo 1 em M; associada as métricas d;j, 7 = 1,...,n;, e seja d a métrica
produto tipo 1 em M = Hle M; associada as métricas d;, i =1,...,k. Se:
!/
M= T] M

1<i<k

1<j<n;
¢ munido da métrica produto tipo 1 associada as métricas d;j, j = 1,...,n;,
1=1,...,k, mostre que a aplicagao:

((xlly' . '5I1n1)) cee (:Ckla cee 7xknk)) [ — (1:117 oy TIngy e ooy Lhly o - - axk‘nk)
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¢ uma isometria de M sobre M’. Repita o exercicio substituindo todas as
ocorréncias de “métrica produto tipo 1”7 por “métrica produto tipo 2”7 e
também por “métrica produto tipo oco”.

B.6.4. EXERcicio. Sejam (M;,d;), i = 1,...,n, espagos métricos e seja
M =i, M; munido de uma das métricas produto associadas as métricas
d;, i =1,...,n. Mostre que as projecoes m; : M — M; sao Lipschitzianas

com constante de Lipschitz igual a 1. Conclua que as projecoes m; sao
uniformemente continuas.

B.6.5. EXEMPLO. Seja (M, d) um espago métrico arbitrario e seja D a
métrica produto tipo 1 em M x M, isto é:
D (M x M) x (M xM)> ((z,y),(2,y) = d(z,2') +d(y, y).

Afirmamos que a funcao d : M x M — R é Lipschitziana com constante
de Lipschitz igual a 1; em particular, d é uniformemente continua. De fato,
dados z,y,2’,y € M, temos:

d(z,y) < d(z,z') +d(z',y") +d(y',y),
donde:

d(z,y) —d(',y') <d(z,2") +d(y,y) = D((2,y), («',y)).

Trocando os papéis de (z,y) e (2,y’) obtemos:

d(lj? y,) - d(l‘, y) < D((ﬂj‘7 y)’ (xla y/))v
donde:
|d(z,y) — d(=',y)| < D((z,y), (@',y)).

B.6.6. PROPOSIGAO. Sejam (My,dy), ..., (My,dy,) espagos métricos e
suponha M = [, M; munido de uma das métricas produto D associadas
as métricas d;, 1 = 1,...,n. Temos que:

(a) se A; € aberto em M; para todo i =1,...,n, entao A =T[;_, A; é
aberto em M ;

(b) se F; € fechado em M; para todo i =1,...,n, entao F' =[], F;
€ fechado em M ;

(c) se U € aberto em M entao para todo x € U podemos encontrar
conjuntos abertos A; C M;, i =1,...,n, tais quex € [ | A; C U.

DEMONSTRAGAO. Os itens (a) e (b) seguem da continuidade das pro-
jegoes m; : M — M; (Exercicio B.6.4), das igualdades A = (i, m; *(A:),
F = N, 7 *(Fi) e da Proposigio B.2.7. Passemos & prova do item (c);
como as métricas produto sao todas equivalentes, podemos supor sem perda

de generalidade que D é a métrica produto tipo co. Dado z € U, como U ¢é
aberto em M, existe r > 0 tal que B(x,r) C U. Mas é facil ver que:

B(z,r) = HB(l‘i, ),
i=1

donde basta tomar A; = B(x;,7),i=1,...,n. O
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A proposicao a seguir resume todas as propriedades importantes das
métricas produto.

B.6.7. PROPOSIGAO. Sejam (M,d), (N1,d1), ..., (Nk,di), espagos mé-
tricos; suponha N = Hle N; munido de algumas das métricas produto D
associadas as métricas d;, t = 1,...,k, e denote por m; : N — N; a i-ésima
projecao. Temos que:

(a) uma fungao f: M — N € continua num ponto x € M se e somente
se m; o f € continua no ponto x para todo i =1,...,k;

(b) uma fungio f : M — N € uniformemente continua se e somente
se m; o f € uniformemente continua para todo i =1,...,k;

(¢) uma funcio f : M — N € Lipschitziana se e somente se m; o f €
Lipschitziana para todo i = 1,...,k;

(d) dados um subconjunto A de M, um ponto de acumulagio a € M
de A, uma funcao f : A — N e um ponto L € N entdo L € o limite
de f no ponto a se e somente se w;(L) € o limite de m; o f no ponto
a para todot=1,...,k;

(e) se (xn)n>0 € uma seqiiéncia em N e se a € N entdo (xy)n>0 con-
verge para a se e somente se (m(xn))n converge para m;(a) para
todoi=1,...,k.

>0

DEMONSTRACGAO. Como todas as métricas produto sao Lipschitz-equi-
valentes, podemos supor sem perda de generalidade que D é a métrica pro-
duto tipo co. Nesse caso, para todos p,q € N e para todo € > 0 temos:

D(p,q) < e <= paratodoi=1,...,k, di(m(p),m(q)) < e.

Os itens (a), (b), (d) e (e) seguem quase que diretamente de instancias ade-
quadas da equivaléncia acima: usamos p = f(x), ¢ = f(y) na demonstracao
dos itens (a) e (b), p = L, ¢ = f(x) na demonstragao do item (d) e p = z,,,
g = a na demonstragao do item (e). Passemos entdo a demonstragao do
item (c): se f é Lipschitziana entao cada m; o f é Lipschitziana, ja que m; é
Lipschitziana. Reciprocamente, se cada m; o f é Lipschitziana, podemos es-
colher uma constante de Lipschitz comum ¢ > 0 para todas as fungoes ;o f
(tome o méximo de constantes de Lipschitz para cada uma das fungoes) e
dai:
D(f(x), f(y)) = max d;((m; o f)(x), (w0 f)(y)) < cd(z,y),

i=1,....,n

para todos z,y € M, donde ¢ é uma constante de Lipschitz para f. O

B.7. Conexidade

B.7.1. DEFINIGAO. Uma cisdo de um espago métrico (M,d) é um par
(A, B) de subconjuntos abertos e disjuntos de M tais que M = AUB. Uma
cisao (4, B) é dita trivial se A = () ou B = ). O espago métrico (M,d) é
dito conexo se admite apenas a cisao trivial. Um espago métrico que nao é
conexo ¢ dito desconero. Um subconjunto X de um espago métrico (M, d)
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é dito conexo (resp., desconezro) se o espago métrico (X, d|xxx) é conexo
(resp., desconexo).

Evidentemente, cisao e conexidade sao conceitos topologicos.

B.7.2. EXERcicio. Seja M um espago métrico. Mostre que (A, B) é
uma cisao de M se e somente se M = AUB, ANB =0 e A, B sao fechados.

B.7.3. EXERcicio. Mostre que um espago métrico M é conexo se e
somente se os Unicos subconjuntos de M que sao ao mesmo tempo abertos
e fechados sao o conjunto vazio e M.

B.7.4. PROPOSICAO. Sejam M, N espacos métricos. Se existe uma
funcao continua sobrejetora f: M — N e M € conexo entdo N também €
conexo.

DEMONSTRAGAO. Se (A, B) é uma cisdo de N entao (f~!(4), f~1(B))
é uma cisdo de M, donde f~1(A4) =0 ou f~1(B) = 0); como f é sobrejetora,
segue que A =0 ou B = 0. O

B.7.5. COROLARIO. Sejam M, N espagos métricos e f : M — N uma
fungao continua. Se X é um subconjunto conexo de M entio f(X) é um
subconjunto conexo de N.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que f|x : X — f(X) é uma funcao
continua e sobrejetora. ([

B.7.6. PROPOSIGAO. Sejam M um espago métrico e X um subconjunto
denso de M. Se X € conexo entdo M € conexo.

DEMONSTRAGAO. Se (A, B) é uma cisao de M entdao (AN X,BNX) é
uma, cisao de X, donde AN X =0 ou BNX = (. Como X é denso, segue
que A= 0 ou B = 0. O

B.7.7. COROLARIO. Sejam M um espago métrico, X um subconjunto
conexo de M eY um subconjunto de M. Se X CY C X entdoY € conexo.

DEMONSTRAGAO. Basta ver que X é denso no espago métrico Y. O

B.7.8. PROPOSIGAO. Seja M um espago métrico e (X;)ier uma familia
de subconjuntos conexos de M. Se a interse¢io (\;c; Xi € ndo vazia entdo
a unido | J;c; Xi € coneza.

DEMONSTRAGAO. Escreva X = (J,c; X; e seja (4, B) um cisao de X.
Escolha qualquer p € (,.; X;. Como X = AU B, temos p € A ou p € B;
para fixar as idéias, digamos que p € A. Para todo ¢ € I, temos que
(AN X;, BN X;) é uma cisao de X;, donde BN X; = () (note que AN X; nédo
pode ser vazio, pois p € AN X;). Dai B =J,c;(BNX;) = 0. O

B.7.9. PROPOSICAO. Dado um subconjunto I de R, as sequintes con-
di¢oes sao equivalentes:
(a) I € conexo;
(b) para todos a,b€ I, c€ R, sea <c<b entiocel.
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DEMONSTRAGAO. Suponha que I é conexo e sejam a,b,c € R tais que
a<c<bea,bel. Sefossecd I, terfamos que (}—oo,c[ﬂ[,]c,+oo[ﬂ])
seria uma cisao nao trivial de I, o que nao é possivel; dai ¢ € I. Suponha
agora que a condicao (b) vale e suponha por absurdo que I seja desconexo.
Seja (A, B) uma cisao nao trivial de [ e sejam a € A, b € B. Temos a < b ou
b < a; para fixar as idéias, vamos assumir que a < b. Considere o conjunto:

S ={z € [a,+o0[: [a,z] C A}.

Temos que a € S e S é limitado superiormente por b, donde S possui um
supremo ¢ € R; de a < ¢ < b e da condi¢ao (b) vemos que ¢ € I. Como
S C A e cé aderente a S, temos que ¢ é aderente a A e, como A é fechado
em I, temos que ¢ € A. Vemos entdo que ¢ < b, ja que b € B. Mas como A
é aberto em [, existe € > 0 com [c —e,c+ ] NI C A; podemos escolher esse
e de modo que c+¢ <b. Daia < ¢ < c+e <beacondicao (b) implica
que [¢,c+¢] C I;logo [c,c+¢€] Clc—e,c+e]NI C A Mas é facil ver que
[a,c[ C A, donde [a,c+¢] C Aec+e e S, contradizendo o fato que ¢ é o
supremo de S. U

B.7.10. COROLARIO. R € conexo. O

B.7.11. EXERrcicio. Dizemos que um subconjunto I de R é um intervalo
se satisfaz pelo menos uma das condigdes abaixo:
e I =0oul={a}, comacR;
o [ =[a,b] ou I = ]a,b] ou I = [a,b] ou I = ]a,b[, com a,b € R,
a < b;
e [ =]|—00,a]l ou I =]—o0,alou I = [a,+o0] ou I = ]a,+oo[, com
a € R;
o [ =]—00,+o0[ =R.
Mostre que um subconjunto de R é conexo se e somente se ¢ um intervalo
(sugestao: mostre que um subconjunto I de R é um intervalo se e somen-
te se satisfaz a condicao (b) no enunciado da Proposi¢ao B.7.9; para isso,
considere o infimo e o supremo de I).

B.7.12. PROPOSICAO. Se M, N sdo espacos métricos conexos e se M x N
€ munido de uma das métricas produto entdo M x N € conexo. Recipro-
camente, se M e N sao nao vazios e M x N € conexo entao M e N sao
COMETOS.

DEMONSTRAGAO. Se M e N sdo nao vazios e M x N é conexo entao
a conexidade de M e de N segue da Proposicao B.7.4 observando que as
projecoes do produto M x N sao continuas e sobrejetoras. Suponha agora
que M e N sao conexos e mostremos que M X N é conexo. Se M ou
N é vazio entao M x N é vazio e portanto conexo; suponha que M e N
sao nao vazios. Dados x € M, y € N, denote por i, : N — M X N,
Jy : M — M x N as aplicacoes definidas por i,(q) = (z,q), jy(p) = (p,y),
para todos p € M, ¢ € N. Segue da Proposicao B.6.7 que as aplicacoes i, e
Jy s@o continuas e portanto o Corolario B.7.5 nos da que i,(N) e j, (M) séo
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subconjuntos conexos de M x N. Como (z,y) € ix(N) N jy(M) vemos que
a unido Cyy = i5(N) U j, (M) é conexa (Proposicao B.7.8). Mas:

MxN=|]j,M)c|]CwycMxN,

yeN yeN
donde M x N = J, ¢y Cay; mas:
0 #ix(N) C (] Cay,
yeN
donde a Proposicao B.7.8 nos da que M x N é conexo. ([l
B.7.13. COROLARIO. Se My, ..., M, sao espacos métricos conexos e

M =TI M; é munido de uma das métricas produto entao M é conexo.
Reciprocamente, se M ¢ conexo e cada M; € ndo vazio entdo cada M; €
COMETO.

DEMONSTRAGAO. Segue facilmente da Proposicao B.7.12 por indugao
em n. U

B.7.14. COROLARIO. R™ € conexo.
DEMONSTRAGAO. Segue dos Corolario B.7.10 e B.7.13. O

B.7.15. DEFINIGAO. Um espago métrico (M,d) é dito conezo por ca-
minhos (ou conexo por arcos) se para todos x,y € M existe uma fungao
continua 7 : [0,1] — M tal que v(0) = z e y(1) = y. Um subconjunto X de
M ¢é dito conexo por caminhos se o espago métrico (X,d|xxx) for conexo
por caminhos.

Evidentemente, conexidade por caminhos é um conceito topolégico.

Note que um subconjunto X de M é conexo por caminhos se e somente
se para todos x,y € X existe uma fungao continua ~ : [0,1] — M tal que
’7(0) =Z, 7(1) =ye ’Y([Ov 1]) c X.

B.7.16. PROPOSIGAO. Todo espagco métrico conexo por caminhos é co-
nexo.

DEMONSTRAGAO. Seja M um espaco métrico conexo por caminhos. Se
M é vazio, entao M é conexo. Se M ¢é nao vazio, fixe x € M e denote por C
o conjunto de todas as fungoes continuas « : [0,1] — M tais que y(0) = x.
A hipétese de que M é conexo por caminhos implica que:

M = [ J~([0,1]).
yeC

Como cada v é continua e [0,1] é conexo (Proposicao B.7.9), segue que
7([0, 1]) é conexo, para todo v € C (Corolario B.7.5). Mas como:

z e ()~(0,1]),
~yeC

segue da Proposicao B.7.8 que M é conexo. U
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B.8. Completude

B.8.1. DEFINIGAO. Uma seqiiéncia (zy)p>0 num espago métrico M ¢
dita de Cauchy se para todo € > 0 existe ng € IN tal que d(zp,x,) < &,
para todos n,m € IN com n,m > ng.

B.8.2. EXERciCIO. Mostre que uma seqiiéncia (2, ),>0 num espago mé-
trico M é de Cauchy se e somente se para todo € > 0 existe ng € IN tal que
o conjunto:

{a:n n > no}
tem diametro menor do que €. Conclua que toda seqiiéncia de Cauchy é
limitada.
B.8.3. ExErcicio. Sejam (M, d) um espago métrico e N um subcon-
junto de M. Uma seqiiéncia (z,,)n>0 em N é de Cauchy no espago métrico
(N,d|nxn) se e somente se ela é de Cauchy em (M, d).

B.8.4. PROPOSIGAO. Toda seqiiéncia convergente é de Cauchy.

DEMONSTRAGAO. Sejam M um espago métrico e (2, ),>0 uma seqiiéncia
em M que converge para a € M. Para todo € > 0, existe ng € IN tal que
[

d(zn,a) < 5, para todo n > ng. Dai, se n,m > ng temos d(z,,a) < 5 e

d(2m,a) < 5, donde a desigualdade triangular nos da d(z,,rm) < €. O

B.8.5. EXERcic10. Mostre que uma subseqiiéncia de uma seqiiéncia de
Cauchy ¢ ainda uma seqiiéncia de Cauchy.

B.8.6. PROPOSIGAO. Sejam M um espago métrico e (n)n>0 uma se-
qiiéncia de Cauchy em M. Se (xn)n>0 possui uma subseqiéncia (T, )kr>0
que converge para um certo a € M entao (xy)n>0 converge para a.

DEMONSTRAGAO. Seja dado € > 0 e seja mg € IN tal que d(2y, ) < 5,
para todos n,m € N com n,m > mgy. Fixe n > mg e vamos mostrar que
d(zn,a) < e. Como x,, — a, existe kg tal que d(zy,,a) < §, para todo
k > ko. Tome k > kg tal que ng > mg. Temos entao que d(zy,,a) < § e que
d(Zn,,Tn) < 5, donde a desigualdade triangular nos dé d(z,,a) < e. O

B.8.7. PROPOSIGAO. Sejam dados espagos métricos (M,d), (N,d'). Se
f: M — N é uma fungdo uniformemente continua e se (Tp)n>0 € uma
seqiiéncia de Cauchy em M entao (f(xn)) € uma sequéncia de Cauchy
em N.

n>0

DEMONSTRAGAO. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que d(p,q) < J implica
d'(f(p), f(q)) < e, para todos p,q € M; existe também ng € IN tal que
d(xpn,xm) < 6, para todos n,m > ng. Dai d’(f(a;n), f(xm)) < g, para todos
n,m > ng. O

B.8.8. COROLARIO. Se d, d' sdo métricas uniformemente equivalentes
em M entao uma seqiéncia (xn)p>0 em M € de Cauchy em (M,d) se e
somente se for de Cauchy em (M,d’). O
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B.8.9. ExERcicio. Seja M = |0, +oo[ munido da restrigdo da métrica
Euclideana. Mostre que a fungao f : M — M definida por f(z) = %, para
todo x € M é continua, que a sequéncia x,, = %, n=12,..., é de Cauchy

em M mas que a seqiiéncia (f(zn)) nao é de Cauchy em M.

n>1

B.8.10. Exgrcicio. Sejam (Mi,d1), ..., (My,d,) espagos métricos e
assuma que M = [[; M; estd munido de uma das métricas produto. Mos-
tre que uma seqiiéncia (xy)r>0 em M é de Cauchy se e somente se para todo
1=1,...,n, aseqiéncia (m(mk)) é de Cauchy em M;, onde 7; : M — M;
denota a i-ésima projecao.

B.8.11. DEFINIGAO. Um espago métrico (M, d) é dito completo se toda
seqiiéncia de Cauchy em M é convergente. Um subconjunto N de M é dito
completo se o espaco métrico (N, d|nxn) é completo.

k>0

B.8.12. PROPOSIGAO. Sejam M um espaco métrico e N um subconjunto
de M. Se N € completo entao N € um subconjunto fechado de M. Recipro-
camente, se M ¢ completo e N € fechado em M entdo N é completo.

DEMONSTRAGAO. Suponha que N seja completo. Para ver que N é
fechado em M, usaremos o Corolario B.4.19. Seja (z,)n>0 uma seqiiéncia
em N que converge em M para a € M; entdo (x,,)n>0 ¢ de Cauchy em M e
portanto também ¢é de Cauchy em N. Como N é completo, (zy,)n>0 converge
em N para um certo a’ € N. Mas isso implica que (z,),>0 converge em M
para a’, donde a = a’ ea € N. Vemos entao que N é fechado. Suponha agora
que N ¢é fechado e que M seja completo. Seja (z,)n>0 uma seqiéncia de
Cauchy em N; temos que (zy,)n>0 ¢ de Cauchy em M e portanto converge
em M para um certo a € M. Como N ¢é fechado, temos que a € N e
portanto (z,)n>0 ¢ convergente em N. Isso completa a demonstragao de
que N é completo. ([l

B.8.13. PROPOSIGAO. R € completo.

DEMONSTRAGAO. Seja (z,,)n>0 uma seqiiéncia de Cauchy em R. Como
toda seqiiéncia de Cauchy é limitada, existe ¢ > 0 tal que |z,| < ¢, para
todo n € IN. Para cada k € IN, seja:

yk:inf{xn:nZk};

temos que esse infimo realmente existe e |yx| < ¢, para todo k € IN. Logo
existe também o supremo:

z:sup{yk:kG]N}.

Note que a seqiiéncia (yx)r>0 ¢ crescente. Vamos mostrar que (zy,)n>0 con-
verge para z. Seja dado € > 0 e seja ng € IN tal que:

d(Tpy Tm) = |Tn — | < &,

para todos n,m € IN com n,m > ng. Fixe k > ng. Temos z,, > x; — €, para
todo n > k e portanto:

zZyk:inf{xn:nZk}Zxk—e.
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Por outro lado, para todo n > ng, temos y, < z, < x + € e portanto:
z:sup{yn:nG]N} :sup{yn:nzno} <z +e.
Logo d(xy, z) = |z, — z| < €, para todo k > nyg. O

B.8.14. PROPOSIGAO. Sejam dados espagos métricos (M,d), (N,d'). Se
existe um homeomorfismo uniformemente continuo f : M — N e se N €
completo entdo M € completo.

DEMONSTRAGAO. Seja (xy,)n,>0 uma seqiiéncia de Cauchy em M. Como
f é uniformemente continuo, a Proposicao B.8.7 nos diz que ( f (.Cl:n))n>0 é
uma seqiiéncia de Cauchy em N. Como N é completo, essa seqiiéncia de
Cauchy converge para um certo a € N; mas af a continuidade de f~! implica

que (z,)n>0 converge para f~1(a). O

B.8.15. COROLARIO. Se d, d' sdo métricas uniformemente equivalentes
em M e se (M,d) é completo entiao (M,d') é completo. O

B.8.16. Exgrcicio. Sejam M = ]0,1], N = [1,4oo[ munidos da res-
tricao da métrica Euclideana. Mostre que:

(a) a aplicagdo f: M >z — 2 € N é um homeomorfismo;

(b) conclua que a métrica d; (Exercicio B.1.55) é equivalente a métrica
de M e que completude (assim como seqiiéncia de Cauchy) nao é um
conceito topoldgico (isto é, um conjunto pode ser completo quando
munido de uma métrica, mas nao ser completo quando munido de
outra equivalente).

B.8.17. PROPOSIGAO. Sejam (My,d1), ..., (My,d,) espagos métricos e
assuma que M = [['_y M; estd munido de wma das métricas produto. Se
cada M; € completo entado M é completo. Reciprocamente, se M € completo
e se cada M; é ndo vazio entdo cada M; € completo.

DEMONSTRAGAO. Assuma que cada M; é completo e seja (zy)r>0 uma
seqiiéncia de Cauchy em M. Se m; : M — M; denota a i-ésima projegao
entao, pelo resultado do Exercicio B.8.10, a seqiiéncia (m(a:k)) p>o € de Cau-
chy e portanto converge para um ponto a; € M;. Segue entdo do item (e) da
Proposicao B.6.7 que a seqiiéncia (xy)r>0 converge para (ai,...,a,) € M.
Reciprocamente, suponha que M é completo e que cada M; seja nao vazio.
Escolha p; € M; parai=1,...,k e fixe j € {1,...,k}. A aplicacao:

M] S>ar— (plv sy Pi—1,0,Pj 415 - - - 7p'n,>

¢ um homeomorfismo uniformemente continuo sobre o subconjunto fechado:

{p1} x - x{pj—1} x Mj x {pjs1} x -+ x {pn}

de M (Proposigao B.6.6). Segue entao das Proposicoes B.8.12 e B.8.14 que
M; é completo. ([

B.8.18. COROLARIO. R™ é completo.

DEMONSTRAGAO. Segue das Proposicoes B.8.13 e B.8.17. U
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B.8.19. PROPOSICAO. Seja M um espaco métrico. Temos que M €
completo se e somente se vale a sequinte condi¢cao: para toda seqiiéncia
decrescente® (Fn)n>0 de fechados ndo vazios com lim,_.. diam(F;,) =0, a
intersecao ﬂzozo F,, ¢ nao vazia.

DEMONSTRAGAO. Suponha que M é completo e seja (Fy,)n>0 uma se-
qiiéncia decrescente de fechados nao vazios com lim,, o, diam(F;,) = 0. Para
cada n € N, escolha z,, € F,. Afirmamos que a seqiiéncia (z,)n>0 ¢ de
Cauchy. De fato, dado £ > 0, existe ng € IN tal que diam(F,,) < ¢; dai, se
n,m > ng entao x, € F,, C Fy, e xp, € F, C F,,, donde:

d(xp, xm) < diam(Fy,) < €.

Seja a = limy, o zp. Para todon € IN, a subseqiiéncia (2, +%)r>0 de (Tn)n>0
converge para a e Ty € I, para todo k € IN; como F,, é fechado, segue que
a € F, e portanto a € (),~, F;, # 0. Suponha agora que para toda seqiiéncia
decrescente (F,),>0 de fechados néo vazios com lim,_,. diam(F,) = 0 a
intersecao (),—, F € ndo vazia e vamos mostrar que M ¢é completo. Seja
(xn)n>0 uma seqiiéncia de Cauchy em M. Para todo n > 0, sejam:

An:{xk:kzn}

e F, = A,. Como, para todo n € N, 4, D A,.1, temos F,, O Fji1;
obviamente, F;, é nao vazio, para todo n € IN. Segue facilmente do resulta-
do do Exercicio B.8.2 que lim,_. diam(A,) = 0 e da Proposigao B.1.42
segue entdo que lim,_,. diam(F,,) = 0. Pelas nossas hipdteses, existe
a € (g Fn. Vamos mostrar que xz, — a. Dado ¢ > 0, existe ng € IN
tal que diam(F,,,) < €; como a € F,,, temos d(x,,a) < diam(F,,) < ¢, para
todo n > ng. Isso completa a demonstracao. U

B.9. Compacidade

Seja M um conjunto. Uma cobertura de M é uma familia (U;);er de
conjuntos tal que M = Uie[ U;. Uma subcobertura de uma cobertura (U;)iecr
¢ uma subfamilia (U;)ics, J C I, de (Us)ier tal que M = J;c; Us. Se (M, d)
é um espago métrico entao uma familia (U;);er de subconjuntos de M é dita
aberta se U; é aberto em M, para todo i € I.

B.9.1. DEFINIGAO. Um espago métrico (M, d) é dito compacto se toda
cobertura aberta de M admite uma subcobertura finita. Um subconjunto
K de M é dito compacto se o espago métrico (K, d|xxx) é compacto.

Evidentemente compacidade é um conceito topoldgico.

Dado um subconjunto K de M, entdo uma familia (U;);e; de subcon-
juntos de M com K C J;c; U; é dita uma cobertura de K por subconjuntos
de M.

6Isto é, I, D F41, para todo n € IN.
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B.9.2. PROPOSICAO. Seja M um espago métrico e seja K um subconjun-
to de M. Temos que K é compacto se e somente se toda cobertura (U;)icr
de K por subconjuntos abertos de M admite uma subcobertura finita (isto é,
existe J C I finito com K C J;c; Us).

DEMONSTRAGAO. Suponha que K é compacto e seja (U;);c; uma cober-
tura de K por subconjuntos abertos de M. Dai (K NU;);c; é uma cobertura
aberta de K e portanto existe J C I finito tal que K = J;c;(K N U);
logo K C J;c;Ui- Reciprocamente, suponha que toda cobertura de K
por subconjuntos abertos de M admite uma subcobertura finita e vamos
mostrar que K é compacto. Seja (V;);e; uma cobertura aberta de K; para
cada 1 € I, existe U; aberto em M com V; = K NU;. Dai K C Uiel U;
e pelas nossas hipéteses existe J C I finito com K C |J;c;U;. Logo
K =U;ie,(KNU;) = Ujes Vi O

B.9.3. DEFINIGAO. Um espago métrico (M,d) é dito seqiiéncialmente
compacto se toda seqiiéncia em M admite uma subseqiiéncia convergen-
te. Um subconjunto K de M é dito seqiiéncialmente compacto se o espago
métrico (K, d|xxx) é seqiiéncialmente compacto.

Evidentemente, um espaco métrico M é seqiiéncialmente compacto se
e somente se toda seqiiéncia em M possui algum valor de aderéncia (Defi-
nicao B.4.14).

Veremos daqui a pouco que compacidade e compacidade seqiiéncial sao

propriedades equivalentes para um espaco métrico’.

B.9.4. PROPOSIGAO. Seja M um espago métrico e seja A um subcon-
junto de M. Temos que A € seqiiéncialmente compacto se e somente se toda
seqliéncia em A admite uma subseqiiéncia que € convergente em M.

DEMONSTRACAO. Se A é seqiiéncialmente compacto entdo toda seqiién-
cia em A é uma seqiiéncia em A e portanto admite uma subseqiiéncia que
é convergente em A; essa subseqiiéncia também é convergente em M. Re-
ciprocamente, suponha que toda seqiiéncia em A admite uma subseqiiéncia
que é convergente em M e seja (z,),>1 uma seqiiéncia em A. Vamos mos-
trar que (x,),>1 possui uma subseqiiéncia convergente em A. Para todo
n > 1, a bola aberta B (a:n, %) intercepta A e portanto existe y, € A com
d(xn, yn) < % Pelas nossas hipdteses, a seqiiéncia (y,),>1 admite uma
subseqiiéncia (yy, )r>0 que converge para algum a € M; como (yn, k>0 €
uma seqiiéncia em A, temos que a € A. Vamos mostrar que a subseqiiéncia
(n,)k>0 de (xn)n>1 converge para a. Dado ¢ > 0, existe ky € IN tal que
d(Yn,»a) < 5, para todo k > ko; podemos escolher kg de modo que ng, > %
Dal, para todo k > kg, temos:

1
d(xnka a) S d(xnka yNk) + d(y’nk7a) < ni + g < €. ‘:’
k

TEssas propriedades nao sao equivalentes para espagos topolégicos, mas nés nao es-
tudaremos espagos topolédgicos aqui.
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B.9.5. DEFINIGAO. Um espago métrico (M,d) é dito totalmente limi-
tado se para todo € > 0 existe uma cobertura finita de M por conjuntos
de diametro menor do que €. Um subconjunto A de M é dito totalmente
limitado se o espago métrico (A,d|ax ) é totalmente limitado.

Evidentemente todo espaco métrico totalmente limitado é limitado.

B.9.6. ExXERcicio. Mostre que todo subconjunto de um espago métrico
totalmente limitado é totalmente limitado (em particular, um subconjunto
de um subconjunto totalmente limitado ¢ totalmente limitado).

B.9.7. EXERciciOo. Se M é um espaco métrico e A é um subconjunto
de M, mostre que A é totalmente limitado se e somente se A é totalmente
limitado (sugestao: use a Proposicao B.1.34 e a Proposicao B.1.42).

B.9.8. PROPOSIGAO. Seja M um espago métrico. Sao equivalentes as
sequintes condigcoes:
(a) M é compacto;
(b) M ¢€ seqiiéncialmente compacto;
(¢c) M € completo e totalmente limitado.

DEMONSTRAGAO. Assuma que M é compacto e vamos mostrar que uma
seqiiéncia arbitréria (zy)n>0 em M possui algum valor de aderéncia. Supo-
nha por absurdo que tal valor de aderéncia nao exista; dai, para todo a € M,
como a nao ¢ um valor de aderéncia para (z,)n>0, & Proposi¢do B.4.17 nos
diz que existe um aberto U, contendo a tal que o conjunto:

{neN:z, €U,}

é finito. Temos entao que (Uy)q.ens é uma cobertura aberta de M, da qual
podemos extrair uma subcobertura finita, i.e., existe um subconjunto finito
F de M tal que M = |J,cp Ua. Mas dai obtemos que:

IN:U{nEIN::I:nEUa}

acl

donde chegamos ao absurdo de que IN é um conjunto finito. Logo (xy)n>0
possui algum valor de aderéncia e nés provamos que M é seqiiéncialmente
compacto. Suponha agora que M ¢é seqiiéncialmente compacto e vamos
demonstrar que M é completo e totalmente limitado. Em primeiro lugar,
segue diretamente da Proposicao B.8.6 que M é completo. Suponha por
absurdo que M nao seja totalmente limitado; dai existe € > 0 tal que M
nao admite uma cobertura finita por subconjuntos de didmetro menor do
que . Vamos construir recursivamente uma seqiiéncia (zy)n,>0 em M da
seguinte forma: tome qualquer ponto xo € M (M néao ¢ vazio, pois M nao é
totalmente limitado). Supondo z, ..., z, € M definidos, observamos que:

=0

ja que diam [B (:UZ-, %)] < % < €. Escolha qualquer x,+1 € M tal que 11
nao pertence a |J;_,B (:cl-, %) Obtemos assim uma seqiiéncia (z,)p>0 em
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M com d(xn, Tm) > 5, para todos n,m € IN com n # m. Essa seqiiéncia nao
pode ter subseqiiéncia convergente, pois ela nao tem nenhuma subseqiiéncia
de Cauchy. Isso contradiz a hipétese de que M é seqiiéncialmente compacto
e mostra que M é totalmente limitado. Suponhamos, por fim, que M seja
completo e totalmente limitado e mostremos que M é compacto. Seja (U;);er
uma cobertura aberta de M. Suponha por absurdo que (U;);c; nao admite
uma subcobertura finita. Nos construiremos recursivamente uma seqiiéncia
decrescente (Fj,)n>1 de conjuntos fechados nao vazios tal que para todo
n > 1, diam(F,) < 1 e F, ndo pode ser coberto por um nimero finito
de conjuntos U;. Em primeiro lugar, como M ¢é totalmente limitado, M
pode ser coberto por um ndmero finito de conjuntos de diametro menor do
que 1; ao menos um desses conjuntos, chamemos ele de A;, nao pode ser
coberto por um numero finito de conjuntos U;. Denote por Fj o fecho de
Aj. Temos diam(F)) = diam(A;) < 1 e F; ndo pode ser coberto por um
nimero finito de conjuntos U;. Suponha que tenha sido definido o conjunto
fechado F}, que nao pode ser coberto por um nimero finito de conjuntos Uj;
e vamos definir F, ;. Como F,, é totalmente limitado, F), é igual a unido
de um numero finito de conjuntos de diametro menor do que n%rl; a0 menos
um desses conjuntos, chamemos ele de A, 1, ndo pode ser coberto por um
nimero finito de conjuntos U;. Seja Fj,11 o fecho de A, 1. Temos entao que
Fo+1 C F,, diam(F, 1) < %H e Fj,+1 nao pode ser coberto por um nimero
finito de conjuntos U;. Obtivemos entdo uma seqiiéncia decrescente (£}, )n>1
de conjuntos fechados tal que, par todo n > 1, diam(F,,) < % e F,, nao pode
ser coberto por um nimero finito de conjuntos U;; em particular, F,, # 0.
Como M é completo e lim,,_, o diam(F,,) = 0, a Proposi¢ao B.8.19 nos da
um elemento a € (),~; F,. Como M = |J,c; U, existe ig € I com a € U,
e como U;, é aberto existe r > 0 tal que B(a,r) C U;,. Seja n > 1 tal que
diam(F,) < r. Como a € F,, temos F,, C B(a,r) C U,,, contradizendo o
fato de que F, nao pode ser coberto por um nimero finito de conjuntos U;.
Isso prova que M é compacto e completa a demonstragao. U

B.9.9. CorOLARIO. Todo espagco métrico compacto € limitado e todo
subconjunto compacto de um espaco métrico € fechado.

DEMONSTRAGAO. Segue do fato que todo espaco métrico totalmente
limitado é limitado e do fato que todo subconjunto completo de um espaco
métrico é fechado (Proposicao B.8.12). O

B.10. Bases de abertos e separabilidade

B.10.1. DEFINIGAO. Seja M um espago métrico. Uma base de abertos
para M é uma colegao B de subconjuntos abertos para M tal que para todo
conjunto aberto U existe um subconjunto & C B tal que U = (s B-

B.10.2. Exgrcicio. Sejam (M, d) um espago métrico, N um subconjun-
to de M e B uma base de abertos para M. Mostre que {B NN:Be %} é
uma base de abertos para o espago métrico (N, d|nxn)-
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B.10.3. PROPOSICAO. Seja M um espaco métrico. Uma colecao B de
conjuntos abertos € uma base de abertos para M se e somente se para todo
conjunto aberto U e para todo x € U existe B€ B comx € Be BCU.

B.10.4. DEFINIGAO. Um espago métrico M é dito separdvel se admite
um subconjunto enumeravel denso.

B.10.5. DEFINICAO. Dizemos que um espaco métrico M é um espaco
de Lindeldf se toda cobertura aberta de M admite uma subcobertura enu-
meravel.

B.10.6. PROPOSICAO. Seja M um espaco métrico. Sdao equivalentes:

(a) M admite uma base de abertos enumerdvel;
(b) M ¢€ separdvel;
(¢) M € um espago de Lindeldf.

DEMONSTRAGAO. O

B.11. Espacos vetoriais normados

No que segue, todos os espagos vetoriais considerados sao reass.

B.11.1. DEFINIGAO. Seja F um espago vetorial. Uma norma em E é
uma aplicagdo F 3 x — ||z|| € R que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) ||z|| > 0, para todo x € E;

(b) para todo z € E, se ||z|| = 0 entao x = 0;

(¢) |Az|| = |\|||z]|, para todos A € R, = € F;

(d) (desigualdade triangular) ||z +y|| < ||z||+ |ly||, para todos z,y € E.
Um espaco vetorial normado é um espaco vetorial munido de uma norma
(ou, mais precisamente, um par ordenado formado por um espago vetorial e
uma norma nesse espago vetorial).

Quando nado h& possibilidade de confusdo, muitas vezes denotaremos
mais de uma norma (as vezes normas em espagos diferentes) pelo mesmo
simbolo || - ||

B.11.2. EXERcIcIO. Se ||-|| é uma norma num espaco vetorial E, mostre
que:

d:ExE> (z,y)— |lz—y| €R

¢ uma métrica em F.

A métrica definida no Exercicio B.11.2 é chamada a métrica induzida
pela norma || - ||. A menos de mengao explicita em contrario, assuminos
que todo espaco vetorial normado estd munido da métrica induzida pela sua
norma.

B.11.3. EXEMPLO. A norma Fuclideana em R™ é definida por:

ol = (3 2)".

i=1
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para todo x € R" (a desigualdade triangular para ||-|| segue do resultado do
Exercicio A.1 aplicado ao produto interno canénico de R™). Também sao
normas em R™:

n
Izl =Y lail,  [|zlloo = max {[aif;i = 1,...,n},  zeR™
i=1
A norma || - || é também conhecida como norma da soma e a norma || - ||oo
é também conhecida como norma do mdzimo. A norma Euclideana || - ||
é as vezes também denotada por || - [|2. E claro que as métricas induzidas
por || - |1, || - || e || - [lo SA0, respectivamente, as métricas di, d e d (veja

Exemplo B.1.2). No caso particular em que n = 1, todas essas normas
coincidem com o valor absoluto.

B.11.4. EXEMPLO. Sejam (E;, | - |li), ¢ = 1,...,n, espacos vetoriais
normados e considere o produto cartesiano (ou soma direta externa) E =
[[i-, E;. Sao normas em E:

n
(B.11.1) Esazr— Y |zl € R,

i=1

n 1
(B.11.2) E>zr (ZH@H?)? €R,

i=1
(B.11.3) E>z+—— max{|z;|i:i=1,...,n} € R.
Se cada FE; é munido da métrica d; induzida pela norma || - ||; entao as

métricas induzidas em E pelas normas (B.11.1), (B.11.2) e (B.11.3) sao,
respectivamente, as métricas D1, Dy e Do definidas em (B.6.1), (B.6.2) e
(B.6.3). Obviamente, se cada E; é R e ||-||; é o valor absoluto entao £ = R"
e as normas (B.11.1), (B.11.2) e (B.11.3) sao iguais, respectivamente, as
normas da soma, Euclideana e do méximo em R™ (veja Exemplo B.11.3
acima).

B.11.5. DEFINIGAO. Duas normas || - ||, || - ||" num espago vetorial E sdo
ditas equivalentes (resp., Lipschitz-equivalentes) se as métricas induzidas
pelas mesmas sao equivalentes (resp., Lipschitz-equivalentes).

B.11.6. ExERcicio. Mostre que duas normas || - ||1, || - |2 num espago
vetorial F sao Lipschitz-equivalentes se e somente se existem nimeros reais
k, k' > 0 tais que:

(B.11.4) Kllzll < flzll2 < Kl

para todo x € F (sugestao: para provar (B.11.4) a partir de (B.5.1) faca
y = 0 em (B.5.1) e para provar (B.5.1) a partir de (B.11.4) troque x por
x —yem (B.11.4)).

B.11.7. EXEMPLO. As normas em R™ definidas no Exemplo B.11.3 séo
duas a duas Lipschitz-equivalentes (veja Exemplo B.5.11), o mesmo sendo
verdade para as normas definidas no Exemplo B.11.4 (veja (B.6.4)).
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Seguird da préxima proposicao que duas normas num espaco vetorial
sao equivalentes se e somente se sdao Lipschitz-equivalentes.

B.11.8. PROPOSIGAO. Sejam E, F espacos vetoriais normados e seja
T: E — F uma aplicagdo linear. As sequintes condi¢des sao equivalentes:
(a) T € continua;
(b) T € continua na origem;
(c) existe k >0 tal que ||T(z)|| , para todo x € E com ||z| < 1;
(d) |
(e)

<k
< HxH para todo x € E;

existe k > 0 tal que ||T(z)
T € Lipschitziana.

DEMONSTRACAO. E 6bvio que (a) implica (b). Assumindo (b) entdo,

dado € = 1, existe 6 > 0 tal que || T'(x)| < 1, para todo z € E com |lz| < é.
Dali, se ||z|| <1, temos ||dz|| < 4, donde:

IT(@)] = 5 IT@)] <

ow—‘

o que prova (c). Assuindo (c¢) entdo, para todo x € E com x # 0 temos:

1@l = () <&

donde ||T'(z)|| < k|lz||; essa desigualdade é 6bvia para x = 0, e isso prova
(d). Assumindo (d), temos, para todos z,y € E:

1T () =TIl = IT(x = )| <Ellz -yl

donde T é Lipschitziana. Finalmente, é 6bvio que (e) implica (a). O

B.11.9. COROLARIO. Duas normas ||-||, || - || num espago vetorial E sdo
equivalentes se e somente se sao Lipschitz-equivalentes.

DEMONSTRAGAO. A aplicacao identidade de (E,| - ||) para (E,| - |')
(assim como sua inversa) é linear e portanto é Lipschitziana se e somente se
for continua. U

B.11.10. OBSERVAGAO. E fécil ver que uma constante k > 0 satisfaz a
condicao (c) no enunciado a Proposigao B.11.8, se e somente se satisfaz a
condicao (d) no enunciado dessa proposigao, se e somente se for uma cons-
tante de Lipschitz para T. A menor constante que satisfaz essas condigoes
(se existir) serd o supremo de ||T(z)|| com ||z|| < 1; nés definimos entao, se
T : E — F é uma aplicacao linear continua, a norma de 1" por:

(B.11.5) 1T = sup [T(x)]-
el <1

Temos entao:
1T ()| < 17| |||,
para todo = € F.
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B.11.11. ExgERrcicio. Dados espagos vetoriais normados E, F, mostre
que o conjunto de todas as aplicagoes lineares continuas de E para F' é um
subespago do espago vetorial Lin(F, F') de todas as aplicagoes lineares de E
para F' e que (B.11.5) define uma norma nesse subespago. Se E, F, G sao
espacos vetoriais normados e T : B — F', S : F — (G sdo aplicacoes lineares
continuas, mostre que:

1S Tl < S|

B.11.12. EXEMPLO. Seja F um espago vetorial. A soma de E:

(B.11.6) ExXE>(z,yy—az+yeFE

é uma aplicacao linear (nao bilinear!). Escolha uma norma ||-|| em E. Usan-
do a norma (x,y) — ||z|| + |ly|| em E x E, entao a desigualdade triangular
para || - || nos mostra que (B.11.5) é uma aplicagao linear continua, ja que é
Lipschitziana com constante de Lipschitz 1.

B.11.13. EXERcIcIO. Sejam M um espaco métrico e E um espaco ve-
torial normado. Dadas fungoes f : M — E, g : M — FE, podemos definir
f+g9: M — FE fazendo (f +g)(z) = f(x) + g(x), para todo x € M. Mostre
que se f, g sao continuas num ponto x € M entao f + g também é continua
no ponto x. Mostre também que se f, g sdo uniformemente continuas (resp.,
Lipschitzianas) entao também f + ¢ é uniformemente continua (resp., Lips-
chitziana).

A Proposicao B.11.8 possui uma generalizagdo natural para aplicagdes
multilineares.

B.11.14. PROPOSIGAO. Sejam Eq, ..., E,, F espacos vetoriais norma-
dos e seja B : E1 X --- X B, — F uma aplicacdo multilinear. Se usamos em
Ey x -+ x E, uma das normas equivalentes definidas no FExemplo B.11.4
entdo as sequintes condicdes sdo equivalentes:

(a) B € continua;
(b) B é continua na origem;
(c) existe k > 0 tal que:

| B(x1,...,z0)| <k,

para todos 1 € Eq, ..., xy € Ey, com |lz;|| <1,i=1,...,n;
(d) existe k > 0 tal que:
(B.11.7) [B(z1, .y wn)ll < Kzl [lznl],
para todos x1 € By, ..., xn, € E,.

DEMONSTRACAO. E 6bvio que (a) implica (b). Assumindo (b) entdo,
dado € = 1, existe § > 0 tal que:
max {[Jz1]l,.... [lzal} <6

implica ||B(z1,...,zy)| < 1, para todos 1 € Ey, ..., z, € E,. Dali, se
l|lzi|| < 1, temos ||6z;]| < & e portanto:

1 1
|1B(xz1,...,zn)| = 50 |B(0x1,...,0z,)] < S0
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para todos x1 € Eq, ..., x, € E, com ||z;|| < 1,i=1,...,n; isso prova (c).
Assumindo (c), temos:
1 r1 Tn
7”3(951,...,:5)||:HB<—,..., )Hgk
[ER I B " ]| [[n

donde (B.11.7) vale se todos os x; sdo nao nulos. Mas (B.11.7) é 6bvia se
algum x; = 0, o que prova (d). Finalmente, vamos assumir (d) e provar

que B é continua. Sejam x1 € Fy, ..., x, € F, fixados e seja dado € > 0;
devemos determinar 6 > 0 tal que se hy € Fy, ..., h, € E, satisfazem
|\hil| < d,i=1,...,n, entao:

|B(x1+ h1y...,xn + hyp) — B(z1,...,25)|| < e.

Usando a multilinearidade de B, vé-se que B(x1 + hy,...,x, + hy) é igual a
uma soma de 2" termos, cada um deles da forma B(aq, ..., ), onde cada
«a; é x; ou h;; o termo em que a1 = 1, ..., o, = T, cancela-se quando

fazemos a diferenca B(xy + hy,...,2n + hy) — B(x1,...,2,). Seja M >0
tal que ||z;|| < M, i=1,...,n; temos:

| B(a,...,on)| < ko"M"™™",

onde r é o nimero de indices 7 tais que «; € h;. Se 6 < M e r > 1, teremos
k6" M™ " < kE6M™ ! e portanto:

1By + as ey + n) = Bl wa)| < B(2" — 1)oM™ L,

A demonstragao é concluida tomando § > 0 pequeno o suficiente de modo
que § < M e k(2" —1)dM™ ! <e. O

B.11.15. OBSERVAGAO. Uma constante k > 0 satisfaz a condigao (c)
no enunciado da Proposigao B.11.14 se e somente se satisfaz a condi¢ao (d)
no enunciado dessa proposigao (mas, diferentemente do caso de aplicagoes
lineares, a constante k nao é em geral uma constante de Lipschitz!). A menor

constante k que satisfaz essas condigdes é o supremo de || B(x1, ..., 2,)||, com
llzi|| < 1,7 =1,...,n. N6s definimos entdo, se B : Ey X --- x E, — F é
uma aplicacao multilinear continua, a norma de B fazendo:
(B.11.8) |B|| = sup |[B(z1,...,zn)|

Nzl <1

i=1,...,n
Obviamente:

[B(x1, ..oy zn)ll < (B 1]l - - lzall,
para todos z1 € Eq, ..., x, € E,.
B.11.16. ExERcicio. Dados espacos vetoriais normados Ei, ..., E,,

F', mostre que o conjunto de todas as aplicagoes multilineares continuas de
Ey x --- x E, para F' é um subespago do espago vetorial Lin(E1, ..., Ey; F)
de todas as aplicagoes multilineares de Ey X - -- x E,, para F' e que (B.11.8)
define uma norma nesse subespaco.
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B.11.17. EXEMPLO. Seja E um espaco vetorial. A multiplicacao por
escalar de E:

(B.11.9) RxE>\Nzx)— A €E

¢ uma aplicacao bilinear. Escolha uma norma || - || em E. Se usamos no
produto cartesiano R x F uma das normas usuais (veja Exemplo B.11.4)
entdo segue da Proposigao B.11.14 e da identidade ||Az| = |A|||z] que a

aplicaca@o bilinear (B.11.9) é continua.

B.11.18. EXERcic10. Sejam M um espaco métrico e E um espago ve-
torial normado. Dadas fungoes f: M — R, g : M — FE, podemos definir
uma aplicagdo fg: M — E fazendo (fg)(x) = f(z)g(x), para todo z € M.
Mostre que se f, g sd@o continuas num ponto x € M entao também fg é
continua no ponto x.

B.11.1. Normas em espacos vetoriais de dimensao finita. Nossa
meta agora é demonstrar as duas seguintes proposicoes:

B.11.19. PROPOSICAO. Se E é um espago vetorial de dimensdo finita
entao quaisquer duas normas em E sdo equivalentes (e, na verdade, pelo
Coroldrio B.11.9, sao também Lipschitz-equivalentes).

B.11.20. PROPOSICAO. Se E, F sdo espagos vetoriais normados e E tem
dimensao finita entdo toda aplicacao linear T : E — F ¢é continua. Mais
geralmente, se E1, ..., E, sdo espacos vetoriais normados de dimensao
finita entdo toda aplicacdo multilinear B : E4 X -+ X E, — F € continua.

Em primeiro lugar, observamos que a Proposicao B.11.19 segue direta-
mente da Proposigao B.11.20:

DEMONSTRAGAO DA PROPOSIGAO B.11.19. Se || - ||, || - ||' sdo normas
em FE entdo a aplicagdo identidade de (E, || - ||) para (E,|| - ||') é linear e
portanto continua, pela Proposicao B.11.20; o mesmo vale, evidentemente,
para sua aplicagao inversa. O

Para demonstrar a Proposi¢ao B.11.20, usamos o seguinte:

B.11.21. LEMA. Quaisquer duas normas em R™ sdo equivalentes.

DEMONSTRAGAO. Por transitividade, basta mostrar que uma norma ar-
bitréria || - || em R™ é equivalente a norma da soma || - ||; (Exemplo B.11.3).
Observamos em primeiro lugar que para todo x € R", temos:

n n
lall = || S wieal] < 3l leall < Bllzlh,
=1 =1

onde (e;)}_; denota a base canonica de R" e k = max{|le1],...,|len|}. Dal
a aplicagdo identidade de (R™, || - ||1) para (R",| - ||) é Lipschitziana. Para
mostrar que sua inversa é Lipschitziana, devemos mostrar que existe r > 0
tal que ||z||; < r, para todo x € R™ com ||z|| < 1. Se tal r néo existisse
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entdo para todo ndmero natural r haveria um z, € R” com |z,|| < 1e
|lz,||1 > r. Seja:
Ly

2
Como a seqiiéncia (y,),>0 ¢ limitada com respeito a || - ||1, existe uma sub-
seqiiéncia (yr, )i>0 que converge, com respeito a || - ||1, para um certo y € R™;
note que |ly|[1 = 1, j& que ||y.||1 = 1, para todo r. Como a aplicacao identi-
dade de (R", | - ||1) para (R™, ] - ||) é continua, segue que (yr,)i>0 converge
para y também com respeito a || - ||; mas, por outro lado:

”yr” _ ||x7‘” <1 O7

el T e

Y r=0,1,2,....

donde (yy,)i>0 converge para zero com respeito a || - [|. Concluimos entao
que y = 0, contradizendo ||y||; = 1. O

B.11.22. COROLARIO. Se E é um espaco vetorial normado entdo toda
aplicacao linear T : R™ — E € continua, sendo R™ munido de uma norma
arbitrdria.

DEMONSTRACAO. O Lema B.11.21 nos permite assumir que os espacos
R™e R™ x- - xR™ = R™* "+ estao munidos (por exemplo) da norma do
méximo (veja Exemplo B.11.3). Usando a norma do maximo em R"™ entao
as projegoes m; : R" — R, i = 1,...,n, sdo continuas, ja que |m;(z)| < ||z o,
para todo z € R™. Denote por (e;) ; a base candénica de R". A continuidade
de T segue da férmula:

n
T(z)=> mi(z)T(e;), x€R",
i=1
e também da continuidade de somas e produtos de fungoes continuas (veja

Exercicios B.11.13 e B.11.18). O

DEMONSTRAGAO DA PROPOSIGAO B.11.20. Comegamos por demons-
trar a continuidade de uma aplicacao linear T': F — F, onde F tem di-
mensao finitan. Seja ¢ : R” — FE um isomorfismo linear arbitrario; podemos

definir uma norma || - ||’ em R™ que torna ¢ uma isometria, fazendo:
lz]I” = le@@)ll, = eR",
onde || - || denota a norma de E. Segue do Coroldrio B.11.22 que T o ¢ é

continua; como ¢ é um homeomorfismo, concluimos que 7' é continua. [

Exercicios para o Apéndice B

Definicao e conceitos basicos.
B.1. EXERcic1o. Seja ¢ : [0, 400[ — [0, 4+00[ uma fungdo crescente (isto
é, a < b implica ¢(a) < ¢(b)) que satisfaz a desigualdade:

¢(a+b) < ¢(a) + ¢(b),
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para todos a,b > 0. Suponha que, para todo a € [0,+0[, ¢(a) = 0 se e
somente se a = 0. Se (M, d) é um espaco métrico, mostre que a fun¢ao ¢od
também é uma métrica em M.

B.2. EXERCICIO. Mostre que as funcoes:
[0,400[ 3 a — min{a, 1} € [0, +o0[,

[O,+oo[9a»—>L € [0, 4o0f,
14+a

satisfazem as condigOes que aparecem no enunciado do Exercicio B.1. Con-
clua que se (M,d) é um espago métrico entao:

(B.10) M x M > (z,y) — min {d(z,y), 1},
(B.11) M x M3 (x,y)H%,

também sao métricas em M.

Funcgoes continuas e uniformemente continuas.

B.3. ExERrcicio. Seja ¢ : [0, +oco[ — [0, +oo[ uma funcao que satisfaz as
condigoes que aparecem no enunciado do Exercicio B.1. Mostre que se ¢ é
continua no ponto 0 entao a aplicacdo identidade de (M, d) para (M, ¢od) é
uniformemente continua. Se existe a > 0 tal que a funcio ¢|g 4 é injetora e
se a funcao (i)' = ¢([0, a]) — [0,a] é continua no ponto 0, mostre que
também a aplicagao identidade de (M, ¢ o d) para (M,d) é uniformemente
continua.

Topologia e equivaléncia entre métricas.

B.4. EXERcic10. Se (M, d) é um espago métrico, mostre que as métricas
(B.10) e (B.11) sao uniformemente equivalentes a d (sugestao: use o resulta-
do do Exercicio B.3). Conclua que toda métrica é uniformemente equivalente
a uma métrica limitada.

Meétricas no produto cartesiano.
B.5. EXERCICIO. Seja ¢ : [0, +oo[" — [0, +00[ uma fungao satisfazendo
as seguintes propriedades:
(a) se 0<ay <by,...,0<a, <b, entao ¢(a) < ¢(b);
(b) para todo a € [0, +o0[", temos ¢(a) = 0 se e somente se a = 0;
(c) para todos a,b € [0,+o00[", temos ¢(a + b) < ¢(a) + ¢(b).
Se (M, dy), ..., (My,dy) sao espacos métricos e se M =[] ; M;, mostre
que:

M x M > (‘T)y) L d’(dl(ﬂfl,?/l)a . 7dn(xn)yn)) € R
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é uma métrica em M. Mostre também que as funcoes:

(B.12) [0, +c0[" 2 a+— Zai € [0, +oo[,
i=1
n 1

(B.13) [0, +oo[" 2 a +—> (Za?) * e 0, +o0],
i=1

(B.14) [0, 400" 2 a — max{ay,...,a,} € [0,+00],

satisfazem as condicoes (a), (b) e (c) acima (sugestao: para provar que
(B.13) satisfaz (c) use o resultado do item (b) do Exercicio A.1 aplicado ao
produto interno canénico de R™). Conclua que as aplicagoes D1, D2 e Dy
definidas em (B.6.1), (B.6.2) e (B.6.3) sao realmente métricas.
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