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CAPITULO 1

Medida de Lebesgue e Espacos de Medida

1.1. Aritmética na Reta Estendida

Medidas associam ntimeros reais nao negativos a conjuntos, mas a alguns
conjuntos fica associado o valor infinito. Precisamos entao tratar infinitudes
como objetos que podem ser operados com somas e produtos. Introduzi-
mos entao formalmente a reta estendida que é a reta real usual acrescida
de dois objetos +00, —0o e com operagoes e relacao de ordem definidas de
maneira natural. Por uma questdao de completude, listamos nesta secao em
detalhes varias defini¢oes e propriedades relacionadas a reta estendida. Na
Subsecao 1.1.1 definimos o conceito de limite de uma seqiiéncia na reta es-
tendida e na Subsecao 1.1.2 formalizamos o conceito de soma de uma familia
(possivelmente infinita) de elementos nao negativos da reta estendida.

As nocgoes formalizadas nesta secido sdo de carater bastante intuitivo e
acreditamos que o leitor pode optar pela omissao de sua leitura sem prejuizo
significativo de compreensao das secoes seguintes.

1.1.1. NOTAGAO. Denotamos por IR o corpo ordenado dos niimeros reais.

Escolha dois objetos quaisquer nao pertencentes a reta real IR e denote-
0S por +00 € —0o0.

1.1.2. DEFINIGAO. O conjunto IR = IR U {+00, —o0} serd chamado a
reta estendida. Um elemento a € IR é dito finito (resp., infinito) quando
a € R (resp., a ¢ IR).

A natureza dos objetos +00 e —oo é totalmente irrelevante; o que impor-

ta é a forma como eles interagem com os nimeros reais através das operagoes
e relagoes que definiremos a seguir em IR.
1.1.3. DEFINICAO. Dados a,b € IR, escrevemos a < b e dizemos que a é

menor que b quando uma das seguintes condicoes é satisfeita:

e a,b€ IR e a < b na ordem usual de IR;

e h=400ea# +o0;

e g=—-0¢eb# —00.
Escrevemos a > b quando b < a, a < b quando a < b ou a = b e escrevemos
a > b quando b < a.
A relagao bindria < define uma rela¢ao de ordem total na reta estendida
IR, ou seja, possui as seguintes propriedades:

o (anti-reflezividade) para todo a € IR, nio é o caso que a < a;

e (transitividade) para todos a,b,c € IR, se a < be b < c entao a < ¢;
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e (tricotomia) dados a,b € IR entdo a < b, b < a ou a = b.

A relacdo de ordem em IR nos permite introduzir as notacdes de intervalo
[a,b], |a,b], [a,b] e]a,b[, com a,b € IR, da maneira usual. Se A é um subcon-
junto de IR podemos definir também o supremo (resp., o infimo) de A em IR
como sendo a menor cota superior (resp., a maior cota inferior) de A em IR.
O supremo (resp., o nfimo) de um conjunto A C IR é denotado por sup A
(resp., inf A); se (a;);cr ¢ uma familia em IR, denotamos também o supremo
(resp., o infimo) do conjunto {a; : i € I'} por sup;cya; (resp., infiera;). No
Exercicio 1.1 pedimos ao leitor para mostrar que todo subconjunto de IR
possui supremo e infimo.

1.1.4. DEFINICAO. A soma na reta estendida é definida da seguinte for-
ma:

e se a,b € IR entao a + b ¢ igual & soma usual de a e b em IR;
 (+00) +a=a+ (+o0) = +oo,se a € R e a # —o0;
o (—0)+a=a+(—o0)=—00,s¢ a € Rea#+c0.

As somas (+00) + (—00) e (—00) + (+00) sdo consideradas indefinidas. Para
a € IR denotamos por —a o elemento de IR definido pelas condigoes:

e se a € IR entao —a ¢é o inverso de a com relagao a soma de IR;
® se a = +00 entao —a = —o0;
® se ¢ = —o0 entao —a = +o0.

Para a,b € IR, escrevemos a — b = a + (—b). Definimos também o mddulo
de a € R fazendo |a| = a para a > 0 e |a| = —a para a < 0. O produto na
reta estendida é definido da seguinte forma:

e se a,b € IR entdao a - b (ou, simplesmente, ab) é igual ao produto
usual de a e b em IR;

eab=0sea,bc Rea=0oub=0;

e ab="ba=a,seac {+oo,—0}eb>0;

e ab=ba = —a, seac {+oo,—o0} eb<0.

Note que o produto é uma operacao bindria no conjunto IR, mas a soma
¢é apenas uma opera¢do bindria parcialmente definida em IR, j4 que nao atri-
buimos significado para (+00) + (—o0) e (—o0) + (+00). Note também que,
de acordo com nossas convengoes, 0-(£o00) = (£00)-0 = 0; essa convengao é
conveniente em teoria da medida, embora possa parecer estranha para quem
estd acostumado com as propriedades usuais de limites de fungoes.

Na proposicao abaixo resumimos as propriedades da ordem e das ope-
racoes de IR; a demonstracio é obtida simplesmente por uma verificacio
tediosa de diversos casos.

1.1.5. PROPOSIGAO. A ordem e as operagoes da reta estendida satisfa-
zem as sequintes propriedades:

® g soma € associativa onde estz’veibem—deﬁnida, ie., (a+b)+c=
a+ (b+c), para todos a,b,c € IR, desde que ou a,b,c # +00 ou
a,b,c # —o0;
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e a soma € comutativa onde estiver bem-definida, i.e., a +b =0+ a,

para todos a,b € IR, desde que ou a,b # +00 ou a,b # —o0;

o zero de IR € o elemento neutro para a soma de IR, i.e., a +0 =

0+ a=a, para todo a € IR;

o produto € associativo, i.e., (ab)c = a(bc), para todos a,b,c € IR;

o produto é comutativo, i.e., ab = ba, para todos a,b € IR;

a unidade de IR é o elemento neutro para o produto de IR, i.e.,

a-1=1-a=a, para todo a € IR;

e a soma € distributiva com relag¢ao ao produto, i.e., (a+b)c = ac+be,
para todos a,b,c € IR, desde que as somas a + b e ac + bc estejam
bem-definidas;

e a ordem € compativel com a soma, i.e., se a < b entdo a+c < b+c,
para todos a,b,c € IR, desde que as somas a + c e b+ c estejam
bem-definidas;

e qa ordem € compativel com o produto, i.e., se a < b entdo ac < be,
para todos a,b,c € IR com ¢ > 0. [l

Algumas observagoes importantes seguem. A identidade a + (—a) = 0
¢é valida apenas para a € IR; os elementos 400 € —0o ndo possuem inverso
com respeito a soma. Em particular, as implicacoes:

a+c=b+c=a=b e a=b+c=a—c=0D
sao vdlidas apenas quando ¢ € IR. A implicacao:
a<b=a+c<b+c
é também apenas vdlida para ¢ € IR e a implicagao:
a<b=ac<bc

é valida apenas para 0 < ¢ < +o00.

1.1.1. Limites de seqiiéncias na reta estendida. Limites de se-
qgiiéncias em IR podem ser definidos através da introduciao de uma topologia
em IR (veja Exercicio 1.8). Para o leitor nao familiarizado com a nocio de
espaco topoldgico, definimos a nocdo de limite de seqiiéncia em IR direta-
mente.

1.1.6. DEFINIGAO. Seja (aj)r>1 uma seqiiéncia em IR. Dizemos que
(ak)g>1 converge para um elemento a € IR e escrevemos aj — a se uma das
situacoes abaixo ocorre:

e a € IR e para todo € > 0 existe kg > 1 tal que a, € Ja —¢,a + €]
para todo k > ko;

e a4 = 400 e para todo M < 400 existe kg > 1 tal que ar > M para
todo k > ko;

e ¢ = —00 e para todo M > —oo existe kg > 1 tal que ap < M para
todo k > kg.
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O~

Quando existe a € IR com a;, — a dizemos que a seqiiéncia (ak)k>1
convergente em IR. Nesse caso, é facil mostrar que tal a € IR é tnico e é
chamado o limite da seqliéncia (ay)g>1; denotdmo-lo por limg_, . ay.

Deixamos a demonstracao do seguznte resultado simples a cargo do leitor.

1.1.7. LEMA. Toda seqiiéncia mondtona em IR é convergente em IR.
Mais especificamente, se (ai)r>1 € uma seqiéncia crescente (resp., decres-
cente) em IR entdo limy,_,oo aj, = SUpy>1 Ak (Tesp., limg o0 ap = infr>q ag).

DEMONSTRAGAO. Veja Exercicio 1.2. O

Enunciamos a seguir as propriedades operatérias dos limites na reta
estendida:

1.1.8. LEMA. Sejam (ar)i>1, (br)k>1 seqiiéncias convergentes em IR,
com limg_,o ap = a e limg_,o b = b. Entao:

e se a soma a + b estiver bem-definida entdo a soma ap + by estd
bem-definida para todo k suficientemente grande e:
lim aj + b = a + b;
k—o0
e se {|al,|b]} # {0,400} entdo limy_,o arby = abd.
DEMONSTRAGAO. Veja Exercicio 1.4. O

1.1.9. DEFINIGAO. Seja (ay)r>1 uma seqiiéncia em IR. O limite superior
e o limite inferior da seqiiéncia (aj)r>1, denotados respectivamente por
limsupy,_,, ag € liminf,_, ag, sdo definidos por:

limsup ag = infsupa,, liminfa; = sup inf a,.
k—o00 E>1r>k k—o0 E>1 7>k

Temos a seguinte:

1.1.10. PROPOSIGAO. Seja (ax)k>1 uma seqiiéncia em IR. Entdo:

liminf a;, < limsup ay,

k—o0 k—o0
sendo que a igualdade vale se e somente se a seqiéncia (ay)p>1 € conver-
gente; nesse caso:

lim a; = liminf a; = lim sup a;.
k—o0 k—o0 k—00

DEMONSTRAGAO. Veja Exercicio 1.6 O

1.1.2. Somas infinitas em [0, +o00]. Se (a;)ic; é uma familia finita
em IR entdo, j4 que a soma de IR é associativa e comutativa, podemos definir
a soma ), ;a; de maneira 6bvia, desde que a; # +oo para todo i € I ou
a; # —oo para todo i € I. Definiremos a seguir um significado para somas
de familias infinitas de elementos ndo negativos de IR. E possivel também
definir somas de familias que contenham elementos negativos de IR, mas esse
conceito nao sera necessario no momento.
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1.1.11. DEFINIGAO. Seja (a;)ier uma familia arbitraria em [0, +oo]. A
soma ) ;. a; ¢ definida por:

Z a; = sup { Z a; : F' C I um subconjunto ﬁnito}.
el i€F

Se I ¢é o conjunto dos inteiros positivos entao denotamos a soma ), ; a;
também por > 2, a;; segue facilmente do Lema 1.1.7 que:

) k

E a; = lim E a;
k—oo 4

=1 =1

Deixamos a demonstragao do seguinte resultado a cargo do leitor.

1.1.12. PROPOSIGAO. Somas de familias em [0,+o0] satisfazem as se-
guintes propriedades:

o se (ai)ier e (bi)ier sao familias em [0, +o00] entao:
St~ X o
el iel iel
o se (ai)ier € uma familia em [0, +00] e ¢ € [0, +00] entdo
Scu—c Y
iel iel

e se (ai)ier € uma familia em [0,+o0] e se ¢ : I' — I € uma fungao

bijetora entao:
> agi =) ai

iel’ icl

o se (ax)aen € uma familia em [0, +o0] e se (J;)ier € uma familia de
conjuntos dois a dois disjuntos com A = J;c; J; entdo:

Yo=Y (Yw)

AEA i€l X\eJ;
DEMONSTRAGAO. Veja Exercicio 1.7. O

A dltima propriedade no enunciado da Proposicao 1.1.12 implica em
particular que:

2 (L) = X w=2 ()
el jed (i§)elxJ jed el

onde (aij)(;j)erxs ¢ uma familia em [0, +oo]. Basta tomar A = I x J e
Ji ={i} x J, para todo i € I.
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1.2. O Problema da Medida

1.2.1. NOTAGAO. Denotamos por p(X) o conjuntos de todas as partes
de um conjunto X, por Q o corpo ordenado dos niimeros racionais e por Z
o anel dos nimeros inteiros.

Queremos investigar a existéncia de uma fungao u : p(IR) — [0, +o0]
satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) dada uma seqiiéncia (Ay)p>1 de subconjuntos de IR dois a dois
disjuntos entao:

/‘(LJ Aﬂ) ::E::Mﬂ4n%
n=1 n=1
(b) u(A+ z) = p(A), para todo A C IR e todo = € IR, onde:
A+x:{a+x:a€A}
denota a translagdo de A por ;
(¢) 0 < pu([0,1]) < 4oo0.

Nosso objetivo é mostrar que tal fungao p nao eriste. Antes disso, observa-
mos algumas conseqiiéncias simples das propriedades (a), (b) e (c) acima.

1.2.2. LEMA. Se uma fun¢ao p : p(IR) — [0, +00] satisfaz as proprieda-
des (a), (b) e (¢) acima entao ela também satisfaz as sequintes propriedades:

(d) p(®) =0;
(e) dada uma colegao finita (Ay)p_, de subconjuntos de IR dois a dois
disjuntos entdo:

M( U Ak:) = ulAp);
k=1 k=1
(f) se AC B C R entao pu(A) < p(B);
(g) dados a,b € IR com a < b entdo p([a,b]) < +oo.
DEMONSTRACAO.

e Prova de (d).
Tome A; = [0,1] e A, = () para n > 2 na propriedade (a) e use a
propriedade (c).

e Prova de (e).
Tome Ay = () para k > n e use as propriedades (a) e (d).

e Prova de (f).
Basta observar que a propriedade (e) implica que:

u(B) = u(A) + pu(B\ A),
onde u(B\ A) > 0.
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e Prova de (g).

Seja m um inteiro positivo tal que b < a + n. As propriedades (e) e
(f) implicam que:

n—1
1([a,b]) < p(la,a+n[) = Zu([a+k,a+k+1[)
k=0

i
L

< ula+kya+k+1]),
0

>
Il

e as propriedades (b) e (¢) implicam que:
p(la+ka+k+1]) = p([0,1]) < +oo,
para todo k. O

Finalmente, mostramos a seguinte:
1.2.3. PROPOSIGAO. Nao existe uma fungdo p : @(IR) — [0, +o0] satis-
fazendo as propriedades (a), (b) e (¢) acima.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 1.2.2, as propriedades (a), (b) e (c) impli-
cam as propriedades (d), (e), (f) e (g). Considere a relacdo bindria ~ no
intervalo [0, 1] definida por:

r~y<—x—yecq,

para todos z,y € [0, 1]. E f4cil ver que ~ ¢é uma relacao de equivaléncia em
[0,1]. Seja A C [0, 1] um conjunto escolha para ~, i.e., A possui exatamente
um elemento de cada classe de equivaléncia. Temos entdo que x —y € Q,
para todos z,y € A com x # y. Em particular, os conjuntos (A + ¢)4eq sao
dois a dois disjuntos. Note também que para todo z € [0,1] existe y € A
com x —y € Q; na verdade, temos x —y € QN [—1,1], j& que =,y € [0, 1].
Segue entao que:
0,11c |J (A+q c[-1,2].
geQN[—1,1]
Como Q N [—1,1] é enumeravel, as propriedades (a), (b) e (f) implicam:

p(01) < Y wA+ag) =Y w4) < u((-1,2]).
q€QN[~1,1] q€QN[~1,1]
Agora, se u(A) = 0 concluimos que u([(), 1]) = 0, contradizendo (c); se
11(A) > 0 concluimos que i ([—1,2]) = +oo, contradizendo (g). O

1.3. Volume de Blocos Retangulares

1.3.1. DEFINIGAO. Um bloco retangular n-dimensional ¢ um subconjunto
B de IR™ (n > 1) que é ou vazio, ou da forma:

B = H[aiabi] = [a1,b1] X -+ X [an, by,
i—1



1.3. VOLUME DE BLOCOS RETANGULARES 8

onde a;,b; € R, a; < b;, parai=1,2,...,n. O volume do bloco B acima é
definido por:

1Bl = [ (b = a:) = (b1 — a1) - (bn — an),
i=1
e por |B| =0, caso B = 0.

Quando n = 1 entdao um bloco retangular n-dimensional B é simples-
mente um intervalo fechado e limitado (possivelmente um conjunto unitério
ou vazio) e o escalar |B| serd chamado também o comprimento de B. Quan-
do n = 2, um bloco retangular n-dimensional B serd chamado também um
retangulo e o escalar |B| serd chamado também a drea de B.

1.3.2. DEFINIGAO. Dados a,b € IR, a < b, entdo uma particao do in-
tervalo [a,b] é um subconjunto finito P C [a,b] com a,b € P; tipicamente

escrevemos P :a = tp < t; < -+ < t;, = b quando P = {tg,t1,...,tx}.
Os sub-intervalos de [a,b] determinados pela particao P sao os intervalos
[tiyti+1], © = 0,...,k — 1. Denotamos por P o conjunto dos sub-intervalos

de [a, b] deterninados por P, ou seja:
P={[titi1];i=0,1,....k—1}.

Se B = []i]a;, b;j] é um bloco retangular n-dimensional com |B| > 0 (ou
seja, a; < b;, para i = 1,...,n), entdo uma particio de B é uma n-upla
P = (P,...,P,), onde P; é uma particao do intervalo [a;, b;], para cada
i1=1,...,n. Os sub-blocos de B determinados pela particao P sao os blocos
retangulares n-dimensionais da forma Hle I, onde I, é um sub-intervalo
de [a,, by] determinado pela particao P,, para r = 1,...,n. Denotamos por
P o conjunto dos sub-blocos de B determinados por P, ou seja:

?:{le---xfn:j}eﬁ, rzl,...,n}.

1.3.3. LEMA. Se B =[] [ai, bi] é um bloco retangular n-dimensional
com |B| >0 ese P=(Py,...,P,) € uma particao de B entao:

Bl=)_lol.

beP

DEMONSTRAGAO. Usamos indugao em n. O caso n = 1 é trivial. Su-
ponha entao que n > 1 e que o resultado é vélido para blocos retangulares
de dimensao menor que n. Sejam B’ = H?;ll [a;,b;] e PP = (Py,...,Py_1),
de modo que P’ é uma parti¢ao do bloco retangular (n — 1)-dimensional B’.
Escrevendo P, : a, =ty <t1 < --- <t = b, temos:

e
—_

Bl = B0 = an) = (32 101) (D (tirs =) = D2 [0 [t tiral .

b'eP’ g b'eP’
i=0,...,k—1

Il
o
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A conclusdo segue observando que os blocos b’ x [t;,t;11] com b’ € P e
i = 0,...,k — 1 sao precisamente os sub-blocos de B determinados pela
particao P. U

1.3.4. OBSERVAGAO. Note que a interse¢ao de dois blocos retangulares n-
dimensionais é também um bloco retangular n-dimensional. Note também
que se B e B’ sao blocos retangulares n-dimensionais com B C B’ entao
|B| < |B].

1.3.5. LEMA. Sejam B, By, ..., B: blocos retangulares n-dimensionais
com B C\J'_, B,. Entio |B| <Y '_||B|.

DEMONSTRAGAO. Em vista da Observagao 1.3.4, substituindo cada blo-
co B, por B, N B e descartando os indices r com B, N B = (), podemos
supor sem perda de generalidade que B = Uizl B, e que B, # () para todo

r=1,...,t. Podemos supor também que |B| > 0, sendo o resultado é trivial.
Escreva entao B = [, [ai, bi] com a; < b;, i =1,...,n, e B, =[[;",[al, b]]
coma; <b,7=1,...,n. Paracadai=1,...,n, o conjunto

P ={a;,b;} U{a],bj;r=1,...,t}
é uma partigdo do intervalo [a;,b;] e portanto P = (Pi,...,P,) é uma
partigdo do bloco B. Para cada r = 1,...,t com |B,| > 0, tomamos

Pl = P Nlal,bl],i=1,...,ne P" = (P],...,P}), de modo que P" ¢
uma particao do bloco B,. Temos que se b = [[!";[a;, 8] é um sub-bloco
de B determinado pela particdo P entao existe um indice r = 1,...,¢ tal
que |B;| > 0 e b é um sub-bloco de B, determinado pela partiacao P’.

De fato, como B = Uf,zl B, entdo []7]o, B[ intercepta B,, para algum

r=1,...,t tal que! |B,| > 0. Daf é facil ver que |a;, 5;] é um sub-intervalo
de [a], b]] determinado pela particao P/ para i =1,...,n e portanto b é um

sub-bloco de B, determinado pela particao P". Mostramos entao que:
Pc|J P
r=1,...,t
|Br|>0
A conclusao segue agora do Lema 1.3.3 observando que:
t

Bl=) lo[<> > [b]=> IBl O

beP r=1,.,t pcpr r=1
| Br[>0

1.4. Medida de Lebesgue em IR"

1.4.1. DEFINIGAO. Seja A C IR™ um subconjunto arbitréario. A medida
exterior de Lebesque de A, denotada por m*(A), é definida como sendo o
infimo do conjunto de todas as somas da forma > ;- |Bg|, onde (By)r>1

10s blocos de volume zero sdo conjuntos fechados de interior vazio e portanto a
unido de um ntmero finito deles também tem interior vazio. Assim, o aberto nao vazio
[T7_, Jau, Bi[ ndo pode estar contido na unido dos blocos B, de volume zero.
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é uma seqiiéncia de blocos retangulares n-dimensionais com A C (J32; By;
em simbolos:

m*(A) = inf C(A),

onde:
(1.4.1)
o o0
C(A) = {Z |B|: A C U By, By bloco retangular n-dimensional,
k=1 k=1

para todo k > 1}.

Note que é sempre possivel cobrir um subconjunto A de IR™ com uma
colecao enumerével de blocos retangulares n-dimensionais (i.e., C(A) # 0), j&
que, por exemplo, R™ = J;=;[—k, k]™. Obviamente temos m*(A) € [0, +o0],
para todo A C IR".

1.4.2. OBSERVAGQAO. Todo subconjunto limitado de IR™ possui medida
exterior finita. De fato, se A C IR™ é limitado entao existe um bloco retan-
gular n-dimensional B contendo A. Tomando By = B e By = () para k > 2,
temos A C (Jg—; Bk e portanto m*(A) < >, |By| = |B] < 4+00. Vere-
mos logo adiante (Corolédrios 1.4.6 e 1.4.7) que a reciproca dessa afirmacao
nao é verdadeira, i.e., subconjuntos de IR™ com medida exterior finita nao
precisam ser limitados.

1.4.3. LEMA. Se B C IR™ € um bloco retangular n-dimensional entdo:
m*(B) = |B|,

ou seja, a medida exterior de um bloco retangular n-dimensitonal coincide
com seu volume.

DEMONSTRACAO. Tomando By = B e B, = () para k > 2, obtemos
uma cobertura (By)r>1 de B por blocos retangulares com Y ;2 |B| = |B|;
isso mostra que m*(B) < |B|. Para mostrar a desigualdade oposta, devemos
escolher uma cobertura arbitraria B C |J;—, By de B por blocos retangulares
By, e mostrar que |B| < Y77, |Bi|. Seja dado € > 0 e seja para cada k > 1,
B, um bloco retangular n-dimensional que contém By, no seu interior e tal
que |By| < [Bg| + 5% Os interiores dos blocos By, k > 1, constituem entao
uma cobertura aberta do compacto B e dessa cobertura aberta podemos
extrair uma subcobertura finita; existe portanto t > 1 tal que B C U2:1 By
Usando o Lema 1.3.5 obtemos:

t t o]
€
BI< Y 1B <Y (1Bel + ) < (Do 1Bil) +<.
k=1 k=1 k=1
Como ¢ > 0 é arbitrario, a conclusao segue. U

1.4.4. LEMA. Se A1 C A2 C IR™ entao m*(Al) < m*(Ag)
DEMONSTRAGAO. Basta observar que C(A2) C C(A1) (recorde (1.4.1)).
]



1.4. MEDIDA DE LEBESGUE EM IR"™ 11

1.4.5. LEMA. Se Ay, ..., A; sdo subconjuntos de IR™ entdo:

t t
m*( U Ak> <3 mr(Ap).
k=1 k=1
Além do mais, se (Ag)k>1 € uma seqiéncia de subconjuntos de IR™ entdo:

m*( [j Ak> < im*(Ak).
k=1 k=1

DEMONSTRAGAO. Como m*(()) = 0, tomando Ay = () para k > t, pode-
mos considerar apenas o caso de uma seqiiéncia infinita de subconjuntos de
IR". Seja dado € > 0. Para cada k > 1 existe uma cobertura Ay, C (J;2, Bi
de Aj, por blocos retangulares n-dimensionais Bi de modo que:

SIS w(Ay) + o
j=1

Dai (B])r,j>1 ¢ uma cobertura enumersvel do conjunto | Ji—, A por blocos
retangulares n-dimensionais e portanto:

m*( [j Ak> < ii |B]| < i (m*(Ak) + 2%) = (im*(A@) +e.
k=1 k=1 j=1 k=1 k=1

Como ¢ > 0 é arbitrario, a conclusao segue. O

1.4.6. COROLARIO. A unido de uma colecdo enumerdvel de conjuntos de
medida exterior nula tem medida exterior nula. Em particular, todo conjunto

enumerdvel tem medida exterior nula. ([

1.4.7. COROLARIO. Dado i =1,...,n e ¢ € IR entao todo subconjunto
do hiperplano afim {33 = (r1,...,2p) € R" : z; = c} tem medida exterior
nula.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que {z € R" : z; = ¢} = Uy, B,
onde:
Bk:{xell%":xi:ce\a:ﬂ Sk,jzl,...,n,j;«éi}

¢ um bloco retangular n-dimensional de volume zero. ([l

1.4.8. COROLARIO. Todo subconjunto da fronteira de um bloco retangular
n-dimensional tem medida exterior nula.

DEMONSTRACAO. Basta observar que a fronteira de um bloco retangular
n-dimensional é uma uniao finita de blocos retangulares n-dimensionais de
volume zero. ]

1.4.9. COROLARIO. Sejam Ay, Ay C IR™ tais que m*(A41) < 400 ou
m*(Ag) < +00; entdo:

(142) m*<A1) - m*(Ag) < m*(A1 \Ag)
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DEMONSTRAGAO. Como A; C (A; \ A2) U Ag, os Lemas 1.4.4 ¢ 1.4.5
implicam que:

(1.4.3) m*(A;) <m*(A4;\ Az) + m*(Ag).
Se m*(A2) = 400 e m*(A4;) < 400, a desigualdade (1.4.2) é trivial; se
m*(Ay) < 400, ela segue de (1.4.3). O

1.4.10. LEMA. A medida exterior € invariante por translacdo, i.e., dados
um subconjunto A de IR"™ e x € IR"™ entdo:

m* (A +z) = m*(A),
onde A+ x = {a +z:ac€ A} denota a translagao de A por x.

DEMONSTRAGAO. E facil ver que se B é um bloco retangular n-dimen-
sional entao B + x também é um bloco retangular n-dimensional e:

|B + x| =|Bl;

em particular, se A C | Jp—; By, ¢ uma cobertura de A por blocos retangulares
n-dimensionais entdo A + z C Jpo (B + x) é uma cobertura de A + x
por blocos retangulares n-dimensionais e y ,- [Br + x| = > 7o |Bg|. Isso
mostra que C(A) C C(A + z) (recorde (1.4.1)). Como A = (A + x) + (—=x),
o mesmo argumento mostra que C(A + x) C C(A); logo:

m*(A) = inf C(A) = inf C(A + z) = m*(A + z). O

o
1.4.11. NoTAGAO. Dado um subconjunto A C IR™, denotamos por A ou
por int(A) o interior do conjunto A.

1.4.12. LEMA. Dados A C IR"™ e € > 0 entao existe um aberto U C IR"™
comACU em*(U) <m*(A) +e.

DEMONSTRAGAO. Seja A C |Jp—; By uma cobertura de A por blocos
retangulares n-dimensionais tal que > ;7 |By| < m*(A) + §. Para cada
k > 1, seja B;, um bloco retangular que contém By, no seu interior e tal que
|Bi| < |Bi|+ 5. Seja U = Uy int(By,). Temos que U é aberto e U D A;
além do mais, usando os Lemas 1.4.4 e 1.4.5 obtemos:

m*(U) < m*(kL:JIB;’c) < ;m*(B;Q) = ; |Bi| < ; (1Bi + 351)
= (X IB) +5 <w(A) +e O
k=1

Note que ndo podemos concluir do Lema 1.4.12 que m*(U \ A) < ¢,
nem mesmo se m*(A4) < +o0; quando A tem medida exterior finita, o Co-
rolario 1.4.9 nos garante que m*(U) — m*(A) < m*(U \ A), mas veremos
adiante que é possivel que a desigualdade estrita ocorra.
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1.4.13. DEFINIGAO. Um subconjunto A C IR™ é dito (Lebesgue) men-
surdvel se para todo € > 0, existe um aberto U C IR™ contendo A tal que
m*(U\ 4) <e.

1.4.14. OBSERVAQAO. Obviamente, todo aberto em IR"™ é mensuravel,
de fato, se A C IR"™ é aberto, podemos tomar U = A na Definicdo 1.4.13,
para todo € > 0.

1.4.15. LEMA. A unido de uma cole¢do enumerdvel de subconjuntos men-
surdveis de IR™ é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja (Ag)r>1 uma seqiiéncia de subconjuntos men-
suraveis de IR". Dado € > 0 entao, para cada k > 1, podemos encontrar um
aberto Uy, contendo Ay tal que m*(Uy, \ Ag) < 5. Tomando U = (J;Z, Uy
entdao U ¢é aberto, U contém A = [ J,2, Ay e:

m* (U \ A) < m*( U(Uk\Ak)) <3 m(Up\ 4y) < ZQ% —e O
k=1 k=1

k=1
1.4.16. LEMA. Todo subconjunto de IR"™ com medida exterior nula é men-

surdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja A C IR" com m*(A) = 0. Dado € > 0 entdo,
pelo Lema 1.4.12, existe um aberto U C IR"™ contendo A tal que m*(U) < e.
Concluimos entao que:

m*(U\ A) <m*(U) <e. O
1.4.17. NOTAGAO. No que segue, d(z,y) denota a distincia Euclideana
1
entre os pontos x,y € IR", i.e., d(z,y) = (Z?:l(xl - yi)z)i. Dados z € IR"
e um subconjunto nao vazio A C IR"™ denotamos por d(z,A) a distancia
entre x e A definida por:
d(z,A) = inf {d(z,y) : y € A},
e dados subconjuntos nao vazios A, B C IR™ denotamos por d(A,B) a
distancia entre os conjuntos A e B definida por:
d(A,B) =inf {d(z,y) 1z € A, y € B}.

1.4.18. LEMA. Dados subconjuntos Ai, As C IR"™ com d(Ai,As) > 0

entdo m*(Ay U Ag) = m* (A1) + m*(Ag).

DEMONSTRAGAO. Em vista do Lema 1.4.5 é suficiente mostrar a desi-
gualdade:
m*(A1 U AQ) > m*(Al) + m*(Ag)

Para isso, seja A1 U As C |Jp—; Br uma cobertura de A; U Ay por blocos
retangulares n-dimensionais By e vamos mostrar que:

(1.4.4) m* (A1) +m*(Ag) < ) |Byl.
k=1
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Como d(A1, Az) > 0, existe € > 0 tal que d(z,y) > ¢, para todos x € Ay,
y € Ag. Para cada k > 1 com |Bg| > 0, podemos escolher uma parti¢ao
P, de By de modo que os sub-blocos de B determinados por P, tenham
todos diametro menor do que €. Seja Pk1 (respectivamente, P,f) o conjunto
dos sub-blocos de By determinados por Py que interceptam A; (respectiva-
mente, interceptam As). Um bloco de didmetro menor do que € nao pode
interceptar ambos os conjuntos A; e Ay e portanto Pk} e P,? sao subconjuntos
disjuntos de Pj. Segue do Lema 1.3.3 que:

(1.4.5) D bl + > (6] < |Byl.

beP} beP?
Como Ay C Up2, Bk, temos que a colecao formada pelos blocos By com

|Bk| = 0 e pelos blocos pertencentes a P} para algum k com |By| > 0 consti-
tui uma cobertura enumeravel de A; por blocos retangulares n-dimensionais;
logo:

(1.4.6) m*(A) < Y Z;|b|.

(B0 "EF
Similarmente:
(1.4.7) m*(d2) < > > o],
Tt
Somando as desigualdades (1.4.6) e (1.4.7) e usando (1.4.5) obtemos (1.4.4),
o que completa a demonstracao. ([
1.4.19. COROLARIO. Se K, ..., K; sdo subconjuntos compactos dois a

dois disjuntos de IR™ entdo m*(|Ji_; K;) = Yt m*(K;).

DEMONSTRAGAO. O caso t = 2 segue do Lema 1.4.18, observando que
a distancia entre compactos disjuntos é positiva. O caso geral segue por
inducao. ([

1.4.20. COROLARIO. Se By, ..., By sdo blocos retangulares n-dimensio-
nais com interiores dois a dois disjuntos entao m*(\JL_, B,) =S¢ _, |B,|.

DEMONSTRAGAO. Dado ¢ > 0, podemos para cada r = 1,...,t en-
contrar um bloco retangular n-dimensional B]. contido no interior de B, e
satisfazendo |B..| > (1 — €)|B,| (note que no caso |B,| = 0 podemos tomar
Bl =0). Os blocos B], r =1,...,t sdo subconjuntos compactos dois a dois
disjuntos de IR™ e portanto o Corolario 1.4.19 nos da:

w () 2w (U B) = o w(8) = Y B> (1-) Y 5.
r=1 r=1 r=1 r=1 r=1
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Como € > 0 é arbitrario, concluimos que:

t ¢
m*( U BT) >3 |B,l.
r=1 r=1
A desigualdade oposta segue do Lema 1.4.5. U

1.4.21. COROLARIO. Se (B;),>1 € uma seqiiéncia de blocos retangulares
n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos entdo:

[e.o]

w(Us) =31

r=1

DEMONSTRAGAO. O Corolério 1.4.20 nos da:

o] t t
w(Um)zm(Un) -3
r=1 r=1 r=1

para todo t > 1. Fazendo t — oo obtemos:

[e.e] (e e}
m*( U BT) >3 |B,].
r=1 r=1
A desigualdade oposta segue do Lema 1.4.5. U

1.4.22. DEFINIGAO. Um cubo n-dimensional é um bloco retangular n-
dimensional nao vazio B = [[;",[a;, b;] tal que:

by —a1 =by—as =---=b, —ap;
o valor comum aos escalares b; — a; é chamado a aresta de B.

1.4.23. LEMA. Se U C IR"™ € um aberto entdo existe um conjunto enu-
merdvel R de cubos n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos tal
que U = Jger B Em particular, U ¢ igual a unido de uma colegdo enu-
merdvel de blocos retangulares n-dimensionais com interiores dois a dois
disjuntos.

DEMONSTRAGAO. Para cada k > 1 seja Ry o conjunto de todos os

cubos n-dimensionais de aresta 2% e com vértices em pontos de IR"™ cujas
1.

2k
_ a1 a1+l an an+17 .
Ric = { (5, 58] x -+ x [958 s an,. o yan € 2.
Cada Ry é portanto um conjunto enumeravel de cubos n-dimensionais. As
seguintes propriedades sao de facil verificagao:

coordenadas sao multiplos inteiros de malis precisamente:

(a) os cubos pertencentes a Ry, possuem interiores dois a dois disjuntos,
para todo k > 1;

(b) R" = Upeg, B para todo k > 1;

(c) dados k,l > 1 com k > [ entdao todo cubo pertencente a Ry estd
contido em algum cubo pertencente a Ry;

NG

(d) todo cubo pertencente a Ry tem didmetro igual a ¥
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Construiremos agora indutivamente uma seqiiéncia (R})r>1 onde cada R},
é um subconjunto de Ry. Seja R} o conjunto dos cubos B € R; tais que
B C U. Supondo R construido para ¢ = 1,...,k, seja R;H o conjunto
dos cubos B € Ri41 que estao contidos em U e que tem interior disjunto
do interior de todos os cubos pertencentes a Ule R}. Tome R = ;2 R}
Como cada Ry é enumeravel, segue que R é enumeravel. Afirmamos que
os cubos pertencentes a R possuem interiores dois a dois disjuntos. De
fato, sejam By, By € R cubos distintos, digamos By € R} e By € R} com
k > 1. Se k > [ entao, por construcao, o interior de B; é disjunto do interior
de qualquer cubo pertencente a Uf;ll R.; em particular, o interior de By é
disjunto do interior de By. Se k = [, segue da propriedade (a) acima que os
cubos B; e By possuem interiores disjuntos. Para terminar a demonstragao,
verifiquemos que U = (Jgcr B. Obviamente temos |Jgep B C U. Seja
x € U. Como U ¢ aberto, existe k > 1 tal que a bola fechada de centro z

o

e raio 2—,? estd contida em U. Em vista das propriedades (b) e (d) acima,
vemos que existe B € Ry com z € B e, além disso, B C U. Se B € R},
entao x € B € R; caso contrério, existem [ < k e um cubo By € R tal que
os interiores de B e Bj se interceptam. Em vista da propriedade (c), existe
um cubo By € R; contendo B. Dai By, By € R; e os interiores de By e By
se interceptam; a propriedade (a) implica entdo que B; = Bs e portanto
r € B C By = By € R. Em qualquer caso, mostramos que = € Jger B, 0
que completa a demonstracao.

1.4.24. LEMA. Todo subconjunto compacto de IR" é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja K C IR™ um subconjunto compacto e seja dado
e > 0. Pelo Lema 1.4.12 existe um aberto U D K tal que m*(U) < m*(K)+-e.
Vamos mostrar que m*(U\ K') < e. Pelo Lema 1.4.23, o aberto U\ K pode ser
escrito como uma unido enumerével U\ K = | J,~; By, de blocos retangulares
n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos. Para cada t > 1 os
conjuntos K e UZ:1 By, sdo compactos e disjuntos; os Corolarios 1.4.19 e
1.4.20 implicam entao que:

t t t
W (K) + Y |By| = m*(K) +m*( U Bk) _— (K vl Bk) < w*(U).
k=1 k=1 k=1

Como K é limitado, a Observagao 1.4.2 nos diz que m*(K) < 400 e portanto
a desigualdade acima implica que:

> IBrl < m*(U) - m*(K) <e.
k=1

Como t > 1 é arbitrario, concluimos que Y, |Bi| < ¢ e, finalmente, o
Corolario 1.4.21 nos dda m*(U \ K) < e. O

1.4.25. COROLARIO. Todo subconjunto fechado de IR™ é mensurdvel.
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DEMONSTRAGAO. Se F' C IR"™ é fechado entdo F' = ;2 (FN[—k, k]™) ¢
uma unido enumeravel de compactos. A conclusio segue do Lema 1.4.15. [

1.4.26. DEFINIGAO. Um subconjunto de IR™ é dito de tipo G (ou, sim-
plesmente, um conjunto Gs) se pode ser escrito como uma intersecao de
uma colecao enumerdvel de abertos de IR". Similarmente, um subconjunto
de IR™ é dito de tipo F, (ou, simplesmente, um conjunto F,) se pode ser
escrito como uma unido de uma colecdo enumeravel de fechados de IR™.

Obviamente o complementar de um conjunto de tipo G é de tipo F; (e
vice-versa).

1.4.27. COROLARIO. Todo subconjunto de IR™ de tipo F, ¢ mensurdvel.
DEMONSTRAGAO. Segue do Corolario 1.4.25 e do Lema 1.4.15. ]

1.4.28. LEMA. Se A C IR" é mensurdvel entdo existe um subconjunto Z
de IR™ de tipo G5 tal que A C Z em*(Z\ A) = 0.

DEMONSTRAGAO. Para todo k > 1 existe um aberto Uy, C IR™ contendo
A tal que m* (Ui \ A) < 1. Dai o conjunto Z = (32, Uy, é um G5 que contém

Ae:
w2\ A) < w (U A) <

para todo k > 1. Logo m*(Z \ A) = 0. O

1.4.29. COROLARIO. O complementar de um subconjunto mensurdvel de
IR™ também é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja A C IR™ um subconjunto mensuravel. Pelo Le-

ma 1.4.28 existe um conjunto Z de tipo G5 contendo A tal que m*(Z\ A) = 0.
Dai Z¢ C A®e A°\ Z¢ = Z \ A; logo:

AC=2Z°U(Z\ A).

O conjunto Z°€ é de tipo F, e portanto mensurdvel, pelo Corolédrio 1.4.27. A
conclusao segue dos Lemas 1.4.15 e 1.4.16. O

1.4.30. COROLARIO. Se A C IR"™ é mensurdvel entdo para todo € > 0
existe um subconjunto fechado F C IR™ contido em A tal que m*(A\ F) < e.

DEMONSTRAGAO. Pelo Corolério 1.4.29, A° é mensurdvel e portanto
existe um aberto U C IR"™ contendo A¢ tal que m*(U \ A°) < e. Tomando
F = U° entao F é fechado e FF C A. Como A\ F = U \ A°, segue que
m*(A\ F) <e. O

1.4.31. COROLARIO. Se A C IR"™ é mensurdvel entdo existe um subcon-
gunto W de IR™ de tipo F, tal que W C A e m*(A\ W) =0.

DEMONSTRAGAO. Pelo Coroldrio 1.4.29, A¢ também ¢ mensurdvel e por-
tanto, pelo Lema 1.4.28 existe um subconjunto Z de IR™ de tipo G; tal que
A C Zem*(Z\ A°) = 0. Tomando W = Z€ entao W é de tipo F, e
W C A. Como A\ W = Z\ A°, segue que m*(A\ W) = 0. O
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1.4.32. DEFINIGAO. Seja X um conjunto arbitrario. Uma dlgebra de
partes de X é um subconjunto nao vazio A C p(X) tal que:

ese A, Be Aentdao AUB € A;
e sc Ac Aentao A° € A.

Uma o-dlgebra de partes de X é um subconjunto nao vazio A C p(X) tal
que:
e se (Ax)r>1 ¢ uma seqiiéncia de elementos de A entao | Jp—, A € A;
e se A€ Aentao A° € A.

Note que toda o-dlgebra é também uma algebra. De fato, se A é uma
o-algebra de partes de X e se A, B € A, podemos tomar Ay = Ae Ay, =B
para k > 2; dai AUB =], 4; € A.

1.4.33. OBSERVAQAO. Se A é uma &lgebra (em particular, se A é uma
o-dlgebra) de partes de X entao X € A e ) € A. De fato, como A # 0,
existe algum elemento A € A. Dai A° € A e portanto X = AU A° € A,
além do mais, ) = X¢ € A.

1.4.34. TEOREMA. A cole¢do de todos os subconjuntos mensurdveis de
IR™ é uma o-dlgebra de partes de IR™ que contém todos os subconjuntos
abertos de IR" e todos os subconjuntos de IR™ com medida exterior nula.

DEMONSTRAGAO. Segue da Observacao 1.4.14, dos Lemas 1.4.15¢ 1.4.16
e do Corolario 1.4.29. U

1.4.35. DEFINIGAO. Se X é um conjunto arbitrario e se C C p(X) é uma
colecao arbitraria de partes de X entao a o-dlgebra de partes de X gerada
por C, denotada por o[C|, é a menor o-algebra de partes de X que contém
C, i.e., o[C] é uma o-élgebra de partes de X tal que:

(1) € calCl;

(2) se A é uma o-algebra de partes de X tal que C C A entao o[C] C A.
Dizemos também que C é um conjunto de geradores para a o-algebra o[C].
A o-dlgebra de partes de IR™ gerada pela colecao de todos os subconjuntos
abertos de IR™ é chamada a o-dlgebra de Borel de IR" e é denotada por
B(IR™). Os elementos de B(IR™) sao chamados conjuntos Boreleanos de IR".

No Exercicio 1.20 pedimos ao leitor para justificar o fato que a o-dlgebra
gerada por uma colegao C C p(X) esta de fato bem definida, ou seja, existe
uma tnica o-algebra o|C| satisfazendo as propriedades (1) e (2) acima.

1.4.36. COROLARIO. Todo conjunto Boreleano de IR™ é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 1.4.34, os conjuntos mensuraveis for-
mam uma o-algebra que contém os abertos de IR™; portanto, deve conter
também a o-algebra de Borel. O

1.4.37. LEMA. Se A é uma dlgebra de partes de um conjunto X e se
A,B € A entio ANB e A\ B pertencem a A. Além do mais, se A € uma
o-dlgebra de partes de X e se (Ag)k>1 € uma seqiiéncia de elementos de A
entao ey A € A.
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DEMONSTRAGAO. Se A é uma &lgebra e A,B € A entao A°, B c Ae
portanto AN B = (A°U B°)° € A; além do mais, A\ B = AN B° € A.
Se A é uma o-dlgebra e (Aj)r>1 é uma seqiiéncia de elementos de A entao
A§ € A para todo k > 1 e portanto ;o A = (Up; 45)° € A O

1.4.38. COROLARIO. A intersecdo de uma colegcio enumerdvel de subcon-
juntos mensurdveis de IR™ € mensurdvel e a diferenca de dois subconjuntos
mensurdveis de IR™ ¢ mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema 1.4.34 e do Lema 1.4.37. U

1.4.39. LEMA. Para todo A C IR" com m*(A) < 400 e para todo € > 0
existe um subconjunto limitado Ag C A tal que:

m*(A) — m*(Ag) < m*(A\ Ag) < e.

Além do mais, se A € mensurdvel, podemos escolher o conjunto Ag também
mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 1.4.12 existe um aberto U C IR™ contendo

A tal que m*(U) < m*(A) + 1 < +o0. O Lema 1.4.23 nos permite escrever
U = U?’:l By, onde (By)r>1 € uma seqiiéncia de blocos retangulares n-
dimensionais com interiores dois a dois disjuntos. O Corolario 1.4.21 nos
da:

oo

> Byl = m*(U) < +oo;

k=1
portanto a série > ;- | B| é convergente e existe ¢ > 1 tal que:

o0
Z ’Bk| <e.
k=t+1
Seja Ag = AN (Uzzl Bk). Temos que Ag C A e Ag ¢é limitado. Note que se
A ¢é mensurdvel entao Ay também é mensurdvel. Como A C |Jyo; By segue
que A\ Ag C UpZy,1 B e portanto:

m*(A\AO)gm*( U Bk>§ 3 Byl <e.
k=t+1 k=t+1

A desigualdade m*(A) —m*(A4p) < m*(A\ Ay) segue do Corolario 1.4.9. O

1.4.40. COROLARIO. Se A C IR" é mensurdvel e m*(A) < +oo entdo
para todo € > 0 existe um subconjunto compacto K C IR™ contido em A tal
que:

m*(A) —m*(K) <m*"(A\ K) <e.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 1.4.39, existe um subconjunto limitado
mensurdvel A9 C A tal que m*(A\ Ap) < § e pelo Corolario 1.4.30 existe
um subconjunto fechado K C IR" contido em Ag tal que m*(4p \ K) < 5.
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Obviamente K C A e K é compacto. Como A\ K = (A\ Ap) U (Ap \ K),
obtemos:

m*(A\K) <m*(A\ Ag) + m*"(4p \ K) < e.
A desigualdade m*(A4) — m*(K) < m*(A\ K) segue do Coroldrio 1.4.9. O

1.4.41. PROPOSIGAO. Se A1, ..., Ay sao subconjuntos mensurdveis dois
a dois disjuntos de IR" entdo:

(1.4.8) m*( O A,,) - Zt:m*(AT).
r=1

r=1

Além do mais, se (Ay)r>1 € uma seqiéncia de subconjuntos mensurdveis
dois a dois disjuntos de IR" entdo:

(1.4.9) m*( G A,,> - im*(Ar).
r=1 r=1

DEMONSTRAGAO. Comecemos provando (1.4.8). Se m*(A,) = 400 para
algum r = 1,...,t entdao também m*(Uf,:1 AT) = 400 e portanto nao ha
nada a mostrar. Se m*(A,) < 400 para todo r = 1,...,t entdo para todo
€ > 0 o Corolario 1.4.40 nos da um subconjunto compacto K, de A, tal que
m*(A,) —m*(K,) < . Usando o Coroldrio 1.4.19 obtemos:

m*( U A'r') > m*( O Kr) = Zt:m*(Kr) > zt: (m*(Ar) - 5)

r=1 r=1 r=1 r=1

Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que:

w(Ua) =Y.
r=1 r=1

O Lema 1.4.5 nos dé a desigualdade oposta, provando (1.4.8). Passemos
entao a prova de (1.4.9). A identidade (1.4.8) nos da:

) t t
m*( U Ar> > m*( U AT) = Zm*(AT),
r=1 r=1 r=1
para todo t > 1. Fazendo ¢t — oo concluimos que:
m*( U AT) >3 mr(4,).
r=1 r=1

Novamente a desigualdade oposta segue do Lema 1.4.5, o que prova (1.4.9).
O
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1.4.42. DEFINIGAO. Sejam X um conjunto e A uma o-dlgebra de partes
de X. O par (X,A) é chamado um espago mensurdvel ; uma medida no
espago mensurdvel (X, A) é uma fungao p : A — [0, +00] tal que u(d) =0
e tal que, se (Ag)r>1 é uma seqiiéncia de elementos dois a dois disjuntos de
A entao:

(1.4.10) u( U Ak> =3 u(Ap).
k=1 k=1

Os elementos da o-algebra A sao ditos subconjuntos mensurdveis de X. A
trinca (X, A, ) é chamada um espaco de medida .

Se (X, A, 1) é um espaco de medida e se Ay, ..., A; é uma colegao finita
de elementos dois a dois disjuntos de A entao y( Ur— Ap) = Soh_y u(Ag).
De fato, basta tomar Ay = () para k > ¢ e usar (1.4.10).

1.4.43. NOTAGAO. Denotaremos por M(IR") a o-algebra de todos os
subconjuntos Lebesgue mensurdveis de IR" e por m : M(IR™) — [0, +o0] a
restrigao a M(IR") da funcdo m* : p(IR"™) — [0,+00] que associa a cada
parte de IR™ sua medida exterior de Lebesgue.

1.4.44. DEFINIGAO. Se A C IR™ é um subconjunto mensuravel entao o
escalar m(A) € [0, +o0] é chamado a medida de Lebesgue de A.

Note que m(A) = m*(A) para todo A € M(IR"), i.e., a medida de
Lebesgue de um conjunto mensuravel simplesmente coincide com sua medida
exterior de Lebesgue; apenas nos permitimos remover o adjetivo “exterior”
quando lidamos com conjuntos mensuraveis.

Provamos o seguinte:

1.4.45. TEOREMA. A trinca (JR",M(R”),m) é um espaco de medida.
DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema 1.4.34 e da Proposicao 1.4.41. O

1.4.46. LEMA. Seja (X, A, u) um espago de medida e sejam Ay, Ay € A
com Ay C Ag. Entao p(Ar) < u(Ag); além do mais, se (A1) < +00 entao:

(A2 \ A1) = p(Az) — p(Ar).

DEMONSTRAGAO. Basta observar que Ay = A; U (As \ A1) é uma uniao
disjunta de elementos de A e portanto p(As) = p(A1) + u(Az \ Aq). O

1.4.47. NOTAGAO. Se (Ag)r>1 ¢ uma seqiiéncia de conjuntos entao a
notagao Ap A indica que Ay C Agyq1 para todo k > 1 (i.e., a seqiiéncia
(Ag)g>1 € crescente) e que A = |Jp—; Ax. Analogamente, escreveremos
A N\, A para indicar que Ay D Apyq para todo k > 1 (i.e., a seqiiéncia
(Ag)g>1 é decrescente) e que A = (32 Ag.

1.4.48. LEMA. Seja (X, A, ) um espaco de medida e seja (Ag)r>1 uma
seqliéncia de elementos de A. Temos:

(a) se A 7 A entao p(A) = limg_ oo u(Ag);
(b) se Ap Ny A e se u(Ar) < +oo entdo p(A) = limg_o0 p(Ag).
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DEMONSTRAGAO. Provemos inicialmente o item (a). Se u(A,) = 400
para algum r > 1 entdo, pu(Ax) = +oo para todo k > r e u(A) = +oo,
donde limg_,o p(Ax) = 400 = u(A). Suponha entdo que p(Ax) < +o0o
para todo k > 1. Defina Ay = 0 e By = Ag \ Ax_1 para todo k > 1. E
facil ver que os conjuntos By pertencem a A, sdo dois a dois disjuntos e

Ury Br = Up— Ag; logo:

(1.4.11) M( G Ak) = u( G Bk) = iN(Bk)
k=1

k=1 k=1
Usando o Lema 1.4.46 obtemos:

(1.4.12)
ZM By) = Z w(Ak-1)) = rlggloz — w(Ak-1))
k=1 k=1

= g )

O item (a) segue entao de (1.4.11) e (1.4.12). Passemos a prova do item (b).
Se (A1) < +oo entao pu(Ay) < +oo para todo k > 1. Como (Aq \ Ag)r>1
¢ uma seqiiéncia de elementos de A e (A1 \ Ag) 7 (A1 \ A), segue do item
(a) que:

Jm p(Ar\ Ag) = p(Ar\ A).

Usando o Lema 1.4.46 obtemos:
Jim (p(Ar) = p(Ax)) = p(Ar) = p(A).
Como p(A;1) < 400, a conclusao segue. O

1.4.49. DEFINIGAO. Um envelope mensurdvel de um subconjunto A de
IR™ é um subconjunto mensuravel E de IR" tal que A C E'e m*(A) = m(E).

1.4.50. LEMA. Para todo A C IR" existe um subconjunto E de IR" de
tipo G5 contendo A tal que m*(A) = m(E).

DEMONSTRACAO. Para cada k > 1 o Lema 1.4.12 nos d4 um aberto
Uk contendo A tal que m(Uy) < m*(4) + 1. Dal E = (72, Uy é um G
contendo A e:

1
m*(4) < m(E) < m(Ux) < m™(4) + 4,
para todo k£ > 1. A conclusao segue. O

1.4.51. COROLARIO. Todo subconjunto de IR™ admite um envelope men-
surdvel.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que todo G5 é mensurédvel (vide Co-
rolario 1.4.38). O
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1.4.52. LEMA. Sejam A1, ..., Ay subconjuntos de IR"™ e suponha que
existam subconjuntos mensurdveis dois a dois disjuntos Eq, ..., Ey de IR"
de modo que A, C Ei, para k =1,...,t. Entdo:

m*( O Ak> = Zt:m*(Ak).
k=1 k=1

Além do mais, se (Ap)k>1 € uma seqiéncia de subconjuntos de IR™ tal que
existe uma seqiéncia (Ey)p>1 de subconjuntos mensurdveis de IR" dois a
dois disjuntos de modo que Ay C Ey para todo k > 1 entdo:

m*( G Ak) - im*(Ak).
k=1 k=1

DEMONSTRACAO. Tomando A, = Ej, = () para k > t, podemos consi-
derar apenas o caso de uma seqiiéncia infinita de subconjuntos de IR". Seja
E um envelope mensurdvel do conjunto | Jy-; Ax. Dai, para todo k > 1, o
conjunto E; = E N Ej, é mensuravel e A, C E;. Como os conjuntos Ej sao
dois a dois disjuntos e (Jp-; E}, C E, temos:

(UAk> >m(UEk> :im(E,;)zim (A)

A desigualdade m*(|Jp2; Ax) < D°p2; m*(Ay) segue do Lema 1.4.5. O

1.4.53. PROPOSIGAO (Carathéodory). Um subconjunto E C IR"™ é men-
surdvel se e somente se para todo A C IR™ vale:

(1.4.13) m*(A) = m*(AN E) + m* (AN E°).

DEMONSTRAGAO. Se E é mensuravel entdao A = (ANE)U(ANE®), onde
ANFE e AN E° estao respectivamente contidos nos conjuntos mensuraveis
disjuntos E e E°. A identidade (1.4.13) segue portanto do Lema 1.4.52.
Reciprocamente, suponha que a identidade (1.4.13) vale para todo A C IR™.
Para cada k > 1 seja By, = EN[—k,k]™ e seja Z um envelope mensuravel
para Ej. A identidade (1.4.13) com A = Z, nos da:

m*(Ey) = m(Zy) = m*(Z,, N E) +m*(Z; N E°).
Como Zy N E D Ej, vemos que:
m*(Ek) > m*(Ek) + m*(Zk N EC) > m*(Ek);

como Ej, é limitado, temos que m*(E)) < 4oo (vide Observacao 1.4.2) e
portanto m*(Zp N E°) = 0. Em particular, pelo Lema 1.4.16, Z; N E° é
mensuravel. Tomando Z = Uk21 Zy, vemos que E C Z, Z é mensuravel e:

Z\E=ZnE = | J(ZxnE).
k>1

Dai Z\ E é mensuravel e portanto E = Z\ (Z\ E) também ¢é mensurdvel. [J
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1.4.54. OBSERVACAO. Na verdade, a demonstracio apresentada para a
Proposigao 1.4.53 mostra algo mais forte: se a identidade (1.4.13) vale para
todo conjunto mensuravel A C IR" entdo E é mensurdvel. Em vista do Le-
ma 1.4.50, todo subconjunto de IR"™ admite um envelope mensuravel de tipo
G5 e portanto a demonstracao que apresentamos para a Proposigao 1.4.53
mostra até mesmo o seguinte: se a identidade (1.4.13) vale para todo sub-
conjunto A de IR™ de tipo Gs entdo E é mensuréavel.

1.4.55. LEMA. Seja (Ag)r>1 uma seqiéncia de subconjuntos (nao neces-
sariamente mensurdveis) de IR™ tal que Ay / A. Entdo:

m*(A) = lim m*(Ag).
k—o0

DEMONSTRAGAO. Temos que a seqiiéncia (m*(Ak))k>1 é crescente e li-
mitada superiormente por m*(A), donde o limite limy,_,, m*(Ay) existe (em
[0,4+00]) e é menor ou igual a m*(A). Para provar que m*(A) é menor ou
igual a limg_,, m*(Ayg), escolha um envelope mensuravel Ey, para Ay e defina
Fi, =\~ Er, para todo k > 1. Dai cada F}, é mensuravel e Ay, C Fj, C Ej,
donde também Fj, é um envelope mensuravel de Aj. Além do mais, temos
F, ~ F, onde F é um conjunto mensuravel que contém A. A conclusao
segue agora do Lema 1.4.48 observando que:

m*(A) <m(F) = klggo m(Fy) = kh_>n010 m*(Ag). O

1.4.1. Medida interior. O conceito de medida interior é ttil para
entender melhor o fendmeno da nao mensurabilidade de um subconjunto de
R™.

1.4.56. DEFINIGAO. Seja A um subconjunto de IR™. A medida interior
de Lebesgue de A é definida por:

m,(A) =sup {m(K): K C A, K compacto} € [0, +o0].

1.4.57. LEMA. Se A C IR"™ é mensurdvel entio m,(A) = m*(A). Recipro-
camente, dado A C IR™ com m,(A) = m*(A) < +oo entdo A é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Suponha que A é mensurdvel e mostremos que as
medidas interior e exterior de A coincidem. Em primeiro lugar, se A tem
medida exterior finita isso segue diretamente do Corolario 1.4.40. Suponha
entdo que m*(A) = +oo. Pelo Corolario 1.4.30, existe um subconjunto
fechado F' C IR™ contido em A tal que m*(A\ F') < 1. Datf:

m*(A) =m* (FU(A\ F)) <m*(F) + m*(A\ F) < m*(F) + 1,

e portanto m*(F') = +oo. Para cada r > 1, seja K, = FN[—r,r|". Dai cada
K, é compacto e K,, / F; o Lema 1.4.48 nos da:

ILm m(K,) =m(F) = +oo.

Logo m(A) > sup,»; m(K;) = +0o0 = m*(A). Suponha agora que as me-
didas interior e exterior de A sdo iguais e finitas e mostremos que A é
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mensuravel. Seja dado € > 0. Temos que existe um subconjunto compacto
K C A tal que:

m(K) > m,(A) — % = m*(A) — %

Pelo Lema 1.4.12, existe um aberto U C IR"™ contendo A tal que:

m(U) <m*(A) + %

Portanto:
W (U A) < m(U\ K) = m(U) — m(K)
= (m(U) — m*(4)) + (m*(4) - m(K)) <.

A conclusao segue. O

1.4.58. COROLARIO. Se A C IR"™ é mensurdvel entdo:
m(A) = sup {m(K) : K C A, K compacto}. O

1.4.59. LEMA. Seja E C IR™ um subconjunto mensurdvel e sejam A,
Ag tais que E = A1 U As e Ay N Ay = (. Entao:

DEMONSTRAGAO. Seja K C IR™ um subconjunto compacto de Ay. Daf

Ay C E\ K. Além do mais, K e E' \ K sao subconjuntos disjuntos men-
surdveis de £ com F = K U (E \ K) e portanto:

m(E) =m(E\ K)+m(K) > m*(4;) + m(K).

Tomando o supremo com respeito a todos os subconjuntos compactos K de
As obtemos:

Para provar a desigualdade oposta, seja Z um envelope mensurdvel de Aj.
Dai E'\ Z é um subconjunto mensuravel de Ag, donde:

m(E\ Z) = m(E\ Z) < m.(A2),

pelo Lema 1.4.57 e pelo resultado do Exercicio 1.26. Além do mais, ENZ e
FE\ Z sao subconjuntos disjuntos mensuraveis de £ com E = (ENZ)U(E\Z)
e portanto:

mE)=m(ENZ)+m(E\Z) <m(ENZ)+m,(A2).

Como Ay C ENZ C Z, concluimos que m*(A;) = m(E N Z), o que mostra
que m(E) <m*(A;1) + m,(Az) e completa a demonstragao. O



1.5. CONJUNTOS DE CANTOR 26

1.5. Conjuntos de Cantor

Seja I = [a,b], a < b, um intervalo fechado e limitado de comprimento
positivo. Dado um escalar a > 0, & < b — a = |I|, consideramos o intervalo
aberto J de comprimento a que possui o mesmo centro que I; denotamos
entao por A(I, a;0) e A(I, a; 1) os dois intervalos remanescentes apds remover
J de I. Mais precisamente, sejam ¢ = 2(a+b—a) e d = 3(a+ b+ ), de
modo que J = |¢, d[; definimos:

(1.5.1) I, 050) = [a,c], MNI,a;1)=]d,b].

Note que a < ¢ < d < b, de modo que (I, a;0) e A(I, a; 1) sdo dois intervalos
fechados e limitados disjuntos de comprimento positivo contidos em [; mais
especificamente:

AT, 0:0)] = [\ 05 1)| = 5 (1] — ).

Dados um intervalo fechado e limitado I de comprimento positivo, um inteiro
n > 1, escalares positivos oy, ..., ap com > "y o; < |I| eer,... e € {0,1},
vamos definir um intervalo limitado e fechado )\(I () q; (ei)?zl) tal que:
1 n
(1.5.2) AL (@i (i) = 5 (1= Y ai) > 0.
i=1
A definigao sera feita recursivamente. Para n = 1, a definicao ja foi dada em
(1.5.1). Dados um intervalo fechado e limitado I de comprimento positivo,

escalares positivos a1, ..., apy1 com Z?:Jrll a; < |Ileep,...,ens1 € {0,1},
definimos:
On+1
A (@) (i) = A (@) (6)i)s St ens ).

Assumindo (1.5.2), ¢ fécil ver que A(Z, () (ei)?jll) estd bem definido e
que:
1 n+1
A @) (@) = o (111 - Yo i) > 0.
i=1

Segue entao por inducao que temos uma familia de intervalos fechados e
limitados A(Z, (c;)y; (€)-) satisfazendo (1.5.2).

Fixemos entdao um intervalo fechado e limitado I de comprimento positi-
vo e uma seqiiéncia (o );>1 de escalares positivos tal que 2, a; < |I|. Note
que Y i, o < |I|, para todo n > 1. Para simplificar a notagao, escrevemos:

I(G) = 1(617 EERE) 671) = )‘(17 (ai)?:l; (ei)?:1)7
para todo n > 1 e todo € = (€e1,...,€,) € {0,1}". Dada uma seqiiéncia
(€i)i>1 em {0, 1} obtemos uma seqiiéncia decrescente de intervalos fechados
e limitados:

(1.5.3) ID>I(e1) DI(er,e2) D= DI(€1,...,€) D>
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Afirmamos que, para todo n > 1, os intervalos I(¢), € € {0,1}", sao dois
a dois disjuntos. De fato, sejam dados ¢, € {0,1}", com € # €. Seja
ke {1,...,n} o menor indice tal que €, # €. Temos I(e) C I(e1,...,¢€x),
I(¢)CI(€),....€e), J=1(e1,...,e4—1) =I(€},...,€,_1) €

823 823

I(El,.. .,Ek) = )\(J7F,Ek)’ 1(6/1, ,E?C) = A(J, F,E%)

Como €, # €, os intervalos A(J, 22‘—’_‘5;6;@) e A, 22‘—’_“1;62) sao disjuntos e
portanto também I(e) N I(¢') = (). Para cada n > 1 definimos:

K.= |J I(e).
ec{0,1}m
Note que cada K, é uma uniao disjunta de 2" intervalos fechados e limitados
de comprimento 2%(\[ | =>0 ai). Em particular, cada K, é compacto e
sua medida de Lebesgue é dada por:

(1.5.4) m(K,) =1 = ai.
=1

1.5.1. DEFINIGAO. O conjunto K = (2, K, é chamado o conjunto de
Cantor determinado pelo intervalo fechado e limitado I e pela seqiiéncia
(a;)i>1 de escalares positivos com Y .2, a; < |I|.

Para cada seqiiéncia (¢;);>1 em {0, 1} temos que (1.5.3) é uma seqiiéncia
decrescente de intervalos fechados e limitados cujos comprimentos tendem
a zero; de fato:

n

1 1
(1.5.5) I(e1,. .- en)| :<I|z;ai> < o [l ——0.
i=
Pelo principio dos intervalos encaixantes, existe exatamente um ponto per-
tencente a intersegao de todos os intervalos em (1.5.3). Definimos entao uma

aplicacao:

¢:{0,13® = [J{0,1} 3 € = (&i)iz1 — ¢(e) € K,

i=1
de modo que:
(156) m I(Ela"'aen) = {Cb(e)},
n=1

para todo € = (¢);>1 € {0,1}*.
As principais propriedades do conjunto K podem ser sumarizadas no
seguinte:

1.5.2. TEOREMA. Seja I um intervalo fechado e limitado de comprimen-
to positivo e seja (;)i>1 uma seqiéncia de escalares positivos tal que:

o
> i <.
=1
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Seja K o conjunto de Cantor determinado por I e por (a;)i>1. Entdo:

(a) K € um subconjunto compacto de I;
(b) a medida de Lebesgue de K é m(K) = |I| — > "2, a;
(¢) K tem interior vazio;

)
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(d) K tem a mesma cardinalidade que a reta IR (e € portanto nao

enumerdvel);
(e) K nao tem pontos isolados.

DEMONSTRAGAO.

e Prova de (a).

Basta observar que K é uma interse¢ao de subconjuntos compactos
de I.

e Prova de (Db).
Segue de (1.5.4) e do Lema 1.4.48, observando que K, \, K.

e Prova de (c).

Um intervalo contido em K, deve estar contido em algum dos in-
tervalos I(e), € € {0,1}", e portanto deve ter comprimento menor ou
igual a 5 (|I| — Y1, ;). Segue de (1.5.5) que nenhum intervalo de
comprimento positivo pode estar contido em K, para todon > 1. Logo
K =2, K, ndo pode conter um intervalo aberto nao vazio.

e Prova de (d).
E facil ver que a fungao ¢ definida em (1.5.6) é bijetora. A conclusao

segue do fato bem conhecido que {0,1}*° tem a mesma cardinalidade
de IR.

e Prova de (e).
Seja x € K. Como ¢ é bijetora, existe € € {0,1}* tal que z = ¢(e).

Escolhendo ¢ € {0,1}*° com € # e e (€},...,€,) = (e1,...,€,) entao
#(€') é um ponto de K distinto de z. Além do mais, ¢(¢') e  ambos
pertencem ao intervalo I(e,...,€,) e portanto:

, 1 = 1
2= 6()] < [T(ers- o ven)| = 5 (1] —Zai) < o= 1.

1=

Concluimos que toda vizinhanca de z contém um ponto de K distinto
de x, i.e., x é um ponto de acumulacao de K. O

1.5.3. EXEMPLO. Escolhendo os escalares a; com Y o, a; = |I| entao
o conjunto de Cantor K correspondente nos fornece um exemplo de um
subconjunto nao enumerdvel de IR (com a mesma cardinalidade de IR) e

com medida de Lebesgue zero.

1.5.4. EXEMPLO. Escolhendo os escalares a; com Yy .o a; < |I| entao
o conjunto de Cantor K correspondente nos fornece um exemplo de um
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subconjunto compacto de IR com interior vazio e medida de Lebesgue po-
sitiva. Na verdade, para todo € > 0 podemos escolher os escalares a; com
Yo i < € e dal o conjunto de Cantor K correspondente nos fornece um
exemplo de um subconjunto compacto do intervalo I com interior vazio e
m(K) > |I]| —e.

1.6. Conjuntos nao Mensuraveis

Uma forma de construir um exemplo de um subconjunto nao mensuravel
de IR™ é repetir os passos da demonstragao da Proposicao 1.2.3.
1.6.1. ExEMPLO. Considere a relagao bindria ~ no bloco [0, 1] definida
por:
x~y<—=zx—yecqQ,
para todos z,y € [0,1]". E facil ver que ~ ¢ uma relacio de equivaléncia
em [0,1]". Seja A um conjunto escolha para ~. Como na demonstracao
da Proposicao 1.2.3, vemos que os conjuntos (A + ¢)qeqr s@o dois a dois
disjuntos e que:
0,1"c |J (A+q) c-1,2]"
qeQrn[—1,1]"
Usando o Lema 1.4.10 e o resultado do Exercicio 1.10, vemos que a mensu-
rabilidade de A implicaria em:

0<1=m([0,1]") < > m(4) <m([-1,2]") =3" < +o,
geQrn[-1,1]"

ja que Q" N [—1,1]" é enumeravel. Obtemos entdo uma contradigdo, o que
mostra que A é um subconjunto nao mensurédvel do bloco [0, 1]™.

No que segue, investigaremos mais a fundo o fenémeno da nao men-
surabilidade, produzindo alguns exemplos mais radicais de conjuntos nao
mensuraveis. Comegamos com alguns lemas.

1.6.2. LEMA. Seja U C IR™ um aberto. Entdo, dado € > 0, existe § > 0
tal que para todo x € IR™ com ||z|| < J, temos:

(1.6.1) m(UU U +2)) <m(U) +e.

DEMONSTRAGAO. A desigualdade (1.6.1) é trivial para m(U) = +o0, de
modo que podemos supor que m(U) < +oo. Para cada k > 1, consideramos
o conjunto Uy definido por:

Up={z e R":d(z,U°) > 1}

Como U é aberto, temos que d(xz,U¢) > 0 se e somente se z € U, isso
implica que U = (J,—, Uy e portanto U, , U. A continuidade da funcao
x +— d(z,U°) implica que cada Uy é aberto e portanto mensuravel. Pelo
Lema 1.4.48, temos m(U) = limy_,o, m(Uy) e portanto existe k > 1 tal que:

m(Ug) >m(U) —e.
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Tome § = % e seja @ € R" com |z| < 6. Para todo y € Uy, temos
dly,y —x) = ||z]| < % e portanto y —x € U, i.e., y € U + x. Segue entao
que U C U N (U + z) e portanto:
m(UNU +z)) >mU) —e.

A conclusao é obtida agora do cédlculo abaixo:

m(UUU+2)=mU)+mU +z)—mUn (U +z))
=2mU) —mUN U +2z)) <m(U) +e¢,
onde usamos o Lema 1.4.10 e o resultado do Exercicio 1.17. O

1.6.3. DEFINICAO. Se A é um subconjunto de IR", entao o conjunto das
diferencas de A é definido por:

A_:{x—y::c,yeA}.
1.6.4. LEMA. Se A C IR™ € um conjunto mensurdvel com medida de
Lebesgue positiva entao A~ contém uma vizinhanca da origem.

DEMONSTRAGAO. Se m(A) = 400 entdo A contém um conjunto men-
suravel Ap tal que 0 < m(A4p) < 4oo (isso segue, por exemplo, do Co-
roldrio 1.4.58). Como A; C A™, podemos considerar apenas o caso em que
m(A) < +oo. Pelo Lema 1.4.12, existe um aberto U C IR™ contendo A tal
que m(U) < 2m(A). Seja e > 0 tal que m(U)+¢e < 2m(A). Pelo Lema 1.6.2,
existe § > 0 tal que m(U U (U 4+ z)) < m(U) + ¢, para todo z € IR" com
|lz|| < . Afirmamos que A~ contém a bola aberta de centro na origem e
raio §. Sendo, existiria x € IR"™ com ||z|| < dex ¢ A™; dai A e A+ x seriam
conjuntos mensuréveis disjuntos (veja Exercicio 1.10) e portanto, usando o
Lema 1.4.10, concluirfamos que:

2m(A) =m(A) + m(A+2) =m(AU(A+2)) <mU U U +1z))
<m(U) +¢ < 2m(A),
e obteriamos portanto uma contradigao. (I

1.6.5. COROLARIO. Seja A um subconjunto de IR™. Se A~ ndo contém
uma vizinhanga da origem entdo m,(A) = 0.

DEMONSTRAGAO. Dado um compacto K C A entdao K é mensuravel e
K™ nao contém uma vizinhanca da origem. Segue entdao do Lema 1.6.4 que

m(K) = 0. O

Para construir exemplos de conjuntos nao mensuraveis, vamos aplicar
algumas técnicas da teoria de colorimento de grafos.

1.6.6. DEFINIGAO. Um grafo é um par ordenado G = (V, &), onde V é
um conjunto arbitrario e £ é uma relacao bindria anti-reflexiva e simétrica
em V; mais precisamente, £ é um subconjunto de V' x V tal que:

o (z,x) ¢ &, para todo z € V;
e (z,y) € £ implica (y,x) € &, para todos z,y € V.



1.6. CONJUNTOS NAO MENSURAVEIS 31

Os elementos de V' sdo chamados os wértices do grafo G. Dados vértices
x,y € V com (z,y) € £ entao dizemos que z e y sao vértices adjacentes no
grafo G.

Se V' é um subconjunto de V entdao & = €N (V' x V') é um relagao
bindria anti-reflexiva e simétrica em V', de modo que G’ = (V',&’) é um
grafo. Dizemos que G’ = (V',&’) é o subgrafo cheio de G determinado pelo

conjunto de vértices V.

1.6.7. DEFINIGAO. Seja G = (V, &) um grafo. Um colorimento para G é
uma fungao f definida em V tal que f(x) # f(y), para todo (z,y) € £. Para
cada z € V, dizemos que f(x) é a cor do vértice x. Se k é um inteiro positivo
entdo um k-colorimento de G é um colorimento f : V — {0,1,...,k—1} de
G. Quando G admite um k-colorimento dizemos que G € k-colorivel.

1.6.8. DEFINIGAO. Seja G = (V, ) um grafo. Um caminho em G é uma
seqiiéncia finita (z;)!_,, p > 0, de vértices de G tal que (z;,7;41) € € para
todoi =0,...,p—1; dizemos também que (.m)fzo é um caminho comecando
em xg e terminando em x,. O caminho (wi)fzo é dito de comprimento p. Por
convencao, uma seqiiéncia unitaria formada por um unico vértice xg € V é
um caminho de comprimento zero comecando em xy e terminando em z.
Quando existe um caminho em G comecando em x e terminando em ¥y para
todos z,y € V, dizemos que G é um grafo conexo. Um circuito em G é um
caminho (z;)!_, em G tal que 2o = ).

E facil ver que a relagao binaria ~ em V' definida por:
T ~ Yy <= existe um caminho em G comecando em x e terminando em y,

¢ uma relacao de equivaléncia em V. Seja Vy C V uma classe de equivaléncia
determinada por ~. Verifica-se facilmente que o subgrafo cheio Gy de G
determinado por Vj é conexo; dizemos que Gy é uma componente conexa do
grafo G.

1.6.9. LEMA. Um grafo G = (V,E) € 2-colorivel se e somente se nao
possui circuitos de comprimento impar.

DEMONSTRACAO. Assuma que o grafo G é 2-colorivel, i.e., existe um
2-colorimento f : V' — {0,1} de G. Seja (z;)?_, um circuito de G. Mos-
tremos que p é par. Para fixar as idéias, assuma que f(zg) = 0. Como os
vértices xp e x1 sao adjacentes, temos f(x1) # f(xo) e portanto f(x1) = 1.
Similarmente, vemos que f(z2) = 0 e, mais geralmente, f(x;) = 0 para i par
e f(x;) = 1 para i impar. Como f(z,) = f(x9) = 0, concluimos que p deve
ser par. Reciprocamente, assuma agora que o grafo G nao possui circuito
de comprimento impar e mostremos que G é 2-colorivel. E f4cil ver que:

e nenhuma componente conexa de GG possui um circuito de compri-
mento impar;
e se cada componente conexa de G é 2-colorivel entdao G é 2-colorivel.

Podemos entao supor que G é conexo. Dados vértices z,y € V de G entao
os comprimentos de dois caminhos em G comecando em x e terminando em
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/

y tém a mesma paridade. De fato, se (z;)}_, e (2})’_, sdo caminhos em G

comecando em x e terminando em y entao:

/ /
T =020, Tl ooy Tp =Y =1Tg, T

q717 ceey x0:$7

é um circuito em G de comprimento p + q. Logo p + ¢ é par e portanto
p e q possuem a mesma paridade. Fixamos agora um vértice xg € V e
definimos f : V' — {0,1} fazendo f(x) = 0 se todo caminho comegando em
xo e terminando em z tem comprimento par e f(xz) = 1 se todo caminho
comecando em zg e terminando em x tem comprimento impar. E facil ver
que f é um 2-colorimento para G. O

1.6.10. DEFINIGAO. Seja S um subconjunto de IR"™ que nao contém a ori-
gem. O grafo de Cayley associado ao par (IR",S), denotado por G(IR",S),
é o grafo (V,€) tal que V = IR" e:

E={(z,y) e R"xR":z—yecSouy—xzeS}

1.6.11. LEMA. Seja S um subconjunto de IR"™ que ndo contém a origem.
O grafo de Cayley G(IR™, S) é 2-colorivel se e somente se S possui a sequinte
propriedade:

(%) dados si,...,sp € S eny,...,ng € Z com Zlenisi = 0 entdo
k .
> i1 i € par.

DEMONSTRAGAO. Em vista do Lema 1.6.9, basta mostrar que G(IR", S)
nao possui circuito de comprimento impar se e somente se .S possui a proprie-
dade (*). Assuma que S possui a propriedade (*) e que (z;)!_, é um circuito
de G(IR™,S). Mostremos que p é par. Para cada i =0,...,p — 1 temos que
Ti+1 — T4 € S ou Ti — Ti+1 € S; podemos entao escrever Tit+1 — Lj = NSy,
com n; € {£1} e s; € S. Daf:

p—1 p—1
g n;S; = E (i1 — i) =xp — 20 =
1=0 =0
-1 -1 : -1
e logo Y ¥~ n; é par. Mas > *_ ) |n;| tem a mesma paridade que Y 7 n; e

-1 , . .
portanto > ©_ |n;| = p é par. Reciprocamente, suponha que G(IR™,S) nao
possui circuito de comprimento impar e mostremos que S possui a proprie-

dade (x). Sejam s1,...,8; € Seny,...,ng € Z com Ele n;s; = 0. Escreva

si=s;sen; >0e s, =—s; sen; <0, de modo que n;s; = n;|s; e s; € S ou
/ . k / s

—s; € S, para todoi=1,...,k. Temos que ) 7 ; |n;|s; = 0, ou seja:

(1.6.2) s1+ 81+ +si+sp+sh5+ -+ s+ +sp + 53+ -+ 5, =0.

~—
[n1] termos [n2| termos [ng| termos
Sejam p = >, |ni|, xo = 0 e, para j = 1,2,...,p, seja x; a soma dos

primeiros j termos da soma que aparece do lado esquerdo da identidade
(1.6.2). Temos que (wj)§:0 é um circuito em G(IR",S) de comprimento p
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e portanto p é par. Finalmente, como Zle In;| e Zle n; tém a mesma
paridade, segue que Ele n; é par. U

1.6.12. LEMA. Seja S C IR"\{0} e suponha que exista um 2-colorimento
f:R" — {0,1} do grafo de Cayley G(IR™,S). Se a origem é um ponto de
acumulacio de S entdo os conjuntos A = f~1(0) e B = f~1(1) possuem
medida interior nula.

DEMONSTRAGAO. Dados z,y € A entao f(x) = f(y) = 0 e portanto os
vértices x e y ndo podem ser adjacentes no grafo G(IR",S). Em particular,
x—1y ¢S, 0 que mostra que o conjunto das diferengas A~ é disjunto de S.
Como a origem é um ponto de acumulacao de S, segue que A~ nao pode
conter uma vizinhanca da origem e portanto, pelo Coroldrio 1.6.5, A tem
medida interior nula. Analogamente, vemos que B~ NS = () e portanto
m,(B) =0. O

1.6.13. EXEMPLO. Em vista dos Lemas 1.6.11 e 1.6.12, se exibirmos um
subconjunto S C IR™\ {0} com a propriedade (*) e que possui a origem como
ponto de acumulacao entao obteremos uma particao IR" = AU B de IR™ tal
que m,(A) = m,(B) = 0. Por exemplo, é facil mostrar que o conjunto:

S ={L :m inteiro fmpar} C IR\ {0}

tem a propriedade (%) e obviamente a origem é ponto de acumulucao de S.
Em IR", podemos considerar o conjunto S™ (ou até mesmo S x {0}"~1), que
também tem a propriedade (*) e a origem como ponto de acumulacao.

1.6.14. EXEMPLO. Sejam A, B C IR"™ conjuntos disjuntos de medida

interior nula tais que IR™ = AU B (vide Exemplo 1.6.13). Definindo:
A'=Anjo,1]", B'=Bn[0,1]",
obtemos uma partigao [0,1]" = A’ U B’ do bloco [0,1]" em conjuntos A’, B
de medida interior nula. Usando o Lema 1.4.59 vemos que:
1=m([0,1]") = m*(A) + m,(B') = m*(4)
e portanto m*(A’) = 1. Similarmente, vemos que m*(B’) = 1. Obtivemos
entao subconjuntos do bloco [0,1]" com medida interior nula e medida ex-
terior igual a 1. Obtivemos também uma parti¢ao do bloco [0,1]™ em dois
conjuntos de medida exterior igual a 1; note que:
1=m([0,1]") <m*(4") + m*(B') =2,

com [0,1]" = AU B’ e A', B’ disjuntos!

Exercicios para o Capitulo 1

Aritmética na Reta Estendida.

ExERcicio 1.1. Mostre que todo subconjunto da reta estendida possui
supremo e infimo.
ExERcicio 1.2. Prove o Lema 1.1.7.



EXERCICIOS PARA O CAPITULO 1 34

ExERrcicio 1.3. Dadas familias (a;)ier € (bj)jes em IR tais que a soma
a; + b; é bem definida para todos i € I, j € J, mostre que:

Sup{ai +bj:i€l, je J} = sup a; + sup bj,
icl jed
desde que a soma sup;cy a; +supjc y b; esteja bem definida. Mostre também
que:
inf{ai —I—bj vel, je J} :1161§(11 +;Iel§bj,
desde que a soma inf;c; a; + inf;c ;s b; esteja bem definida.
EXERcic1O 1.4. Prove o Lema 1.1.8.
ExERcicIO 1.5. Sejam (ag)r>1 € (bg)k>1 seqiiéncias crescentes no inter-

valo [0, +00]. Mostre que:
li b = ( li lim bg).
dim anb = ([ Jim i) ( lim br)

ExERcicio 1.6. Prove a Proposigao 1.1.10.
ExXERcicio 1.7. Prove a Proposicao 1.1.12.
*EXERcic1O 1.8.

e Mostre que os conjuntos:
la,b[, a,be R, a<b,
[~o0,al, a€lR, a> —oo,

la,+x], a€ R, a< +oo,

constituem uma base de abertos para uma topologia em R.
e Mostre que a aplicacgao f : [—1,1] — IR definida por:

—00, se x = —1,
T
f(l') = m, Sel’e]—l,l[,
+00, sex =1,

é um homeomorfismo.

e Mostre que uma seqiiéncia (ax)r>1 em IR converge para um elemen-
to a € IR com respeito a topologia introduzida acima se e somente
se (ar)k>1 converge para a de acordo com a Defini¢ao 1.1.6.

e Mostre que a fungdo D 3 (a,b) = a + b € IR é continua, onde:

Dy =(RxIR)\ {(—00,+), (+00, —0)}

é munido da topologia induzida pela topologia produto de R x R.
e Mostre que a funcao IR x IR 5 (a,b) — ab € IR é continua, exceto
nos pontos (+00,0), (—o0,0), (0,400) e (0, —00).
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Medida de Lebesgue em IR".
ExERrcicio 1.9. Dado A C IR™, mostre que:

m*(A) = inf {m(U) : U aberto em IR" e A C U}.

ExERrcicio 1.10. Se A C IR™ é um conjunto mensuravel, mostre que
A + x também é mensuravel para todo = € IR".

Exercicio 1.11. Seja o uma permutacdo de n elementos, ou seja, uma
bijegdo do conjunto {1,...,n} sobre si proprio. Considere o isomorfismo
linear ¢ : IR™ — IR™ definido por:

(155 %0) = (To(1), -+ -5 Ta(n))s
para todo (z1,...,z,) € IR™. Mostre que:
(a) se B é um bloco retangular n-dimensional entdo o(B) é também
um bloco retangular n-dimensional e |6(B)| = |B|;
(b) para todo A C IR™, vale a igualdade m*(c(A4)) = m*(A);
(c) se A C IR" é mensurdvel entao o(A) também é mensuravel.

ExEercicio 1.12. Dado um vetor A = (A,...,\,) € IR" com todas as
coordenadas nao nulas, consideramos o isomorfismo linear Dy : IR — IR"
definido por:

D)\(l'l, ey :L‘n) = ()\1$1, ey )\nl’n),
para todo (z1,...,z,) € IR™. Mostre que:
(a) se B é um bloco retangular n-dimensional entao D) (B) é também
um bloco retangular n-dimensional e:

[DA(B) = [Aa] -+ - [Anl [B] = | det Dy| | B;
(b) para todo A C IR", vale a igualdade m*(Dyx(A)) = | det Dy| m*(A);
(c) se A C IR™ é mensurével entdo Dy (A) também é mensurédvel.
DEFINICAO 1.1. Dados conjuntos A e B entao a diferenca simétrica de
A e B é definida por:
AANB=(A\B)U(B\A).
ExEercicio 1.13. Sejam A, B C IR" tais que m*(A A B) = 0. Mostre
que:
e m*(4) = m*(B);
e A é mensuravel se e somente se B é mensurdvel.

ExErcicio 1.14. Dado um subconjunto mensurdvel A C IR" tal que
m(A) < +oo, mostre que, para todo € > 0, existem blocos retangulares
n-dimensionais Bj, ..., B; com interiores dois a dois disjuntos de modo
que:

m (U Bi) 5 4) <.

ExEeRrcicio 1.15. Dados subconjuntos A, B C IR" com m*(A) < 400 ou
m*(B) < +00, mostre que:

Im*(A) —m*(B)| <m*(A A B).
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ExXERcic1io 1.16. Seja A C IR" e seja E C IR"™ um envelope mensurdvel
de A. Se E’' é um conjunto mensuravel tal que A C £’ C E, mostre que E’
também é um envelope mensuravel de A.

ExEercicio 1.17. Seja (X, A, p) um espago de medida. Dados A, B € A
com p(AN B) < +00, mostre que:

(AU B) = u(A) + u(B) — p(AN B).

Exercicio 1.18. Seja (X, A, ) um espago de medida e seja (Ag)r>1
uma seqiiéncia de elementos de A. Mostre que p(Upe; Ak) < Dopoy u(A).

ExERrcic1o 1.19. Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja (Ag)g>1 uma
seqliéncia de elementos de A tal que u(Ax N A4;) = 0, para todos k,l > 1
com k # I. Mostre que p(Uply Ak) = D opoyq 1(Ag).

ExERcicio 1.20. Seja X um conjunto arbitrério.

(a) Se (A;)ier é uma familia nao vazia de o-édlgebras de partes de X,
mostre que A = (,c; A; também é uma o-dlgebra de partes de X.

(b) Mostre que, fixada uma colegao C C p(X) de partes de X, existe
no mdzimo uma o-algebra o[C] de partes de X satisfazendo as
propriedades (1) e (2) que aparecem na Definigao 1.4.35.

(c) Dada uma colegao arbitraria C C p(X) de partes de X, mostre que
a intersecao de todas as o-dlgebras de partes de X que contém C
é uma o-algebra de partes de X que satisfaz as propriedades (1) e
(2) que aparecem na Definicao 1.4.35 (note que sempre existe ao
menos uma o-algebra de partes de X contendo C, a saber, p(X)).

ExERrcicio 1.21. Seja X um conjunto arbitrdrio e sejam Cq1,Co C p(X)
colegoes arbitrarias de partes de X. Se C; C o[Cq] e Ca C o[Cy], mostre que
O'[Cl] = U[CQ].

ExERrcicio 1.22. Mostre que todo subconjunto de IR" de tipo G ou de
tipo F,, é Boreleano.

ExERrcicio 1.23. Mostre que a o-algebra de Borel de IR coincide com a
o-dlgebra gerada pelos intervalos da forma |—oo, c], ¢ € IR.

EXERcicIO 1.24. Se I é um intervalo fechado e limitado de comprimento
positivo, mostre que o unico subconjunto fechado F' C I com m(F) = |I| é
F = 1. Conclua que nao existe um subconjunto fechado com interior vazio
F c I tal que m(F') = |I| (compare com o Exemplo 1.5.4).

ExEercicio 1.25. Dado A C IR", mostre que m,(A) < m*(A).

ExERcicio 1.26. Mostre que a medida interior de Lebesgue é monoto-
nica, i.e., se Ay C Ay C IR™ entao m,(A4;) < m,(A2).

EXERcic1o 1.27. Dado A C IR™, mostre que:

m,(A) =sup {m(E) : E C A, E mensurdvel}.

Mais geralmente, mostre que se M’ é um subconjunto de M(IR™) que contém
todos os subconjuntos compactos de IR"™ entao:

m.(A) =sup{m(E): EC A, E€ M'}.



EXERCICIOS PARA O CAPITULO 1 37

ExERcicio 1.28. Dado um subconjunto A C IR"™, mostre que existe um
subconjunto W de IR™ de tipo Fy tal que W C A e m(IW) = m,(A).

EXERCICIO 1.29. Seja (Ag)r>1 uma seqiiéncia de subconjuntos de IR™
tal que Ap Ny A e m,(Ay) < +oo para algum k > 1. Mostre que:

m.(A) = kli_}rrolo m.(Ag).

*ExXERcicIO 1.30. Sejam dados conjuntos A C IR™, B C IR", de modo
que A x BC R™ x R" = R™*™".
(a) Mostre que m*(A x B) < m*(A)m*(B).
(b) Mostre que se A e B sao mensurdveis entdo A X B também é men-
suravel.
(c) Mostre que se A e B sao mensuraveis entao m(Ax B) = m(A)m(B).

Conjuntos de Cantor.

DEFINIGAO 1.2. Um subconjunto de IR"™ é dito magro quando estd con-
tido numa reuniao enumeravel de subconjuntos fechados de IR™ com interior
vazio.

O famoso Teorema de Baire implica que todo subconjunto magro de IR™
tem interior vazio.

ExERrcicio 1.31. Mostre que:

e existe um subconjunto magro e mensuravel A C [0,1] tal que
m(A) =1 (compare com o Exercicio 1.24);

e se A é o conjunto do item anterior, mostre que [0,1] \ A é um
conjunto de medida de Lebesgue zero que nao é magro.

ExErcicio 1.32. Counsidere o intervalo I = [0,1] e a seqiiéncia (a;);>1
definida por:

para todo i > 1. O conjunto de Cantor K associado a I e & seqliéncia (o;);>1
¢é conhecido como o conjunto terndrio de Cantor. Mostre que:
o m(K)=0;
e para todon > 1 e todo € = (€1,...,€,) € {0,1}" o intervalo I(e) é
dado por:

n n

0= [R5 w25

=1 1=
e a bijecao ¢ : {0,1}*° — K definida em (1.5.6) é dada por:

[e.9]

ORI

1=1

para todo € = (&);>1 € {0,1}*.
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ExERrcicio 1.33. Considere a relacao de ordem lezicogrdfica no conjunto
{0,1}°°, ie., para € = (€)i>1,€ = (€)i>1 € {0,1}*° dizemos que ¢ < ¢
quando existe um indice ¢ > 1 tal que (e1,...,€6—1) = (€},...,€_;) e € < €.
Mostre que a fungao ¢ : {0,1}*° — K definida em (1.5.6) é estritamente
crescente, i.e., se € < € entao ¢(e) < P(€').

ExErcicio 1.34. Utilizando a notacao da Secao 1.5, mostre que pa-
ra todo n > 1 e todo € = (), € {0,1}", a extremidade esquerda
do intervalo I(e) é ¢(e1,...,€,,0,0,...) e a extremidade direita de I(e) é
o€, ... €n, 1,1,..0).

Conjuntos nao Mensuraveis.
ExERcicio 1.35. Mostre que existe um subconjunto nao mensurdvel A
de IR" tal que m,(A) = m*(A4) = +o0.



CAPITULO 2

Integrando Funcoes em Espacos de Medida

2.1. Funcoes Mensuraveis

Recorde da Definicao 1.4.42 que um espago mensuravel é um conjunto
X do qual destacamos uma certa colecao de subconjuntos A C p(X) (mais
precisamente, uma o-dlgebra de partes de X) aos quais damos o nome de
mensuraveis. A palavra “mensuravel” nesse contexto nao indica que os
conjuntos possam ser medidos de alguma forma ou que estamos assumindo a
existéncia de alguma medida néo trivial definida em .4. Um mesmo conjunto
X admite em geral diversas o-dlgebras; por exemplo, {f), X} e p(X) sao
sempre exemplos (triviais) de o-dlgebras de partes de X. Portanto, o termo
“mensuravel” s6 deve ser usado quando uma o-algebra especifica estiver
fixada pelo contexto. No conjunto IR", temos dois exemplos importantes de
o-dlgebras; a o-dlgebra de Borel B(IR"™) e a o-dlgebra M(IR"™) de conjuntos
Lebesgue mensuraveis. No que segue, precisaremos também introduzir uma
o-algebra de Borel para a reta estendida IR; temos a seguinte:

2.1.1. DEFINICAO. Um subconjunto A C IR é dito Boreleano quando
AN IR for um Boreleano de IR.

E facil ver que os subconjuntos Boreleanos de IR constituem de fato uma
o-algebra de partes de IR. Tal o-algebra serd chamada a o-dlgebra de Borel
de IR e sera denotada por B(IR).

A o-dlgebra A de um espago mensuravel (X, A) pode ser entendida
como uma estrutura que colocamos no conjunto subjacente X (assim como,
digamos, as operagoes de um espago vetorial constituem uma estrutura no
conjunto subjacente). Devemos entao introduzir uma nogao de func¢do que

preserva a estrutura de um espago mensuravel.

2.1.2. DEFINIGAO. Sejam (X,A), (X', A’") espacos mensurdveis. Uma
fungdo mensurdvel f: (X, A) — (X', A’) é uma fungao f: X — X’ tal que
para todo conjunto E € A’ temos que f~!(E) pertence a A.

Em outras palavras, uma funcao é mensuravel se a imagem inversa de
conjuntos mensuraveis é mensuravel. Quando as o-dlgebras em questao
estiverem subentendidas pelo contexto, nos referiremos apenas & mensura-
bilidade da funcao f: X — X', omitindo a mencao explicita a A e A’.

O conjunto IR™ aparecera com muita freqiiéncia como dominio ou contra-
dominio de nossas fungoes e introduzimos abaixo uma convengao que evita a
necessidade de especificar a o-dlgebra considerada em IR"™ em cada situagao.

39
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2.1.3. CONVENGAO. A menos de mencao explicita em contrdrio, o con-
junto IR"™ serd considerado munido da o-édlgebra de Borel B(IR"™) sempre
que o mesmo aparecer no contra-dominio de uma funcao; mais explici-
tamente, se (X, A) é um espago mensurdvel entdo por uma fung¢iao men-
surqvel f : (X, A) — IR"™ entenderemos uma funcao f : X — IR" tal que
f~YE) € A, para todo Boreleano E € B(IR"). Similarmente, a reta es-
tendida IR sera considerada munida da o-4lgebra de Borel B(IR), sempre
que a mesma aparecer no contra-dominio de uma funcao. Por outro lado,
o conjunto IR™ serd sempre considerado munido da o-algebra M(IR") de
conjuntos Lebesgue mensurdveis, quando o mesmo aparecer no dominio de
uma fungao; mais explicitamente, uma fun¢ao mensurdvel f : R"™ — (X, .A)
é uma funcio f : IR" — X tal que f~*(E) € M(IR"), para todo E € A.

Por exemplo, em vista da convengao 2.1.3 acima, uma fungdo mensuravel
f: R — IR é uma funcdo tal que f~1(E) € M(IR), para todo E € B(IR).

Nés dificilmente teremos qualquer interesse em considerar a o-algebra
M(IR™) em IR™ quando o mesmo aparece no contra-dominio de uma funcao;
por outro lado, em algumas situacoes é interessante considerar a o-algebra
B(IR™) em IR" quando o mesmo aparece no dominio de uma func¢ao (con-
trariando, portanto, a convencao 2.1.3). Introduzimos entdo a seguinte ter-
minologia.

2.1.4. DEFINIGAO. Seja (X,.A) um espago mensuravel. Uma fun¢ao
Borel mensurdvel f : R"™ — (X, A) é uma fungdo f : R" — X tal que
[+ (R",B(R")) — (X, A) ¢ uma funcdo mensurdvel, i.e., tal que f~1(E)
é um Boreleano de IR™ para todo E € A. Similarmente, uma funcdo

Borel mensurdvel f : IR — (X, A) é uma funcio f : IR — X tal que
f: (R,B(R)) — (X, A) ¢ uma fun¢do mensuravel.

Para verificar a mensurabilidade de uma fungao f : (X,A) — (X', A
nio é necessério verificar que f~1(E) € A para todo E € A’, mas apenas
para E pertencente a um conjunto de geradores de A’. Esse é o contetido
do seguinte:

2.1.5. LEMA. Sejam (X, A), (X', A") espagos mensurdveis e seja C um
conjunto de geradores para a o-dlgebra A’. Uma funcao f : X — X' €
mensurdvel se e somente se f~1(E) € A, para todo E € C.

DEMONSTRAGAO. Como C C A’, temos obviamente que f~1(E) € A
para todo E € C, caso f seja mensuravel. Suponha entdo que f~!(E) € A
para todo F € C. Verifica-se diretamente que a colecao:

(2.1.1) {EepX): fU(E)e A}

é uma o-élgebra de partes de X’. Por hipdtese, (2.1.1) contém C e portanto
contém A’ = o[C]. Isso mostra que f~1(E) € A para todo E € A, i.e., f é
mensuravel. (]



2.1. FUNCOES MENSURAVEIS 41

2.1.6. COROLARIO. Se (X,.A) € um espago mensurdvel entdo uma fun¢ao
f: X — IR"™ é mensurdvel se e somente se f~Y(U) € A, para todo aberto
UcCR". O

2.1.7. COrROLARIO. Se (X, .A) é um espago mensurdvel entdo uma fungdo
f: X — IR € mensurdvel se e somente se o conjunto:

7 (~s0,d) = fo e X (@) <}
estd em A para todo ¢ € IR.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 2.1.5, tendo em mente o resultado do
Exercicio 1.23. U

2.1.8. COROLARIO. Se (X, .A) é um espago mensurdvel entdo uma fungdo
f: X — IR € mensurdvel se e somente se o conjunto:

f_l([—oo,c]) = {a: eX: f(x) < c}

estd em A para todo ¢ € IR.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 2.1.5, tendo em mente o resultado do
Exercicio 2.4. 0

2.1.9. LEMA. A composta de duas fun¢des mensurdveis € uma fun¢ao
mensurdvel, i.e., se (X, A), (X', A"), (X", A") sdo espacos mensurdveis e
se f: (X, A) = (X A), g: (XJA) = (X", A") sao fungoes mensurdveis
entao a fungio go f : (X, A) = (X", A”) também é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Dado E € A” devemos verificar que (go f)~1(E) € A.
Mas (go f)~E) = f~! (g‘l(E)); temos g~ (E) € A, pois g é mensuravel,
e f7Hg 7' (E)) € A, pois f ¢ mensurdvel. O

E necessério ciiidado na utilizacao do Lema 2.1.9; para concluir a men-
surabilidade de g o f a partir da mensurabilidade de f e de g é necessario
que a o-algebra fixada para o contra-dominio de f e para o dominio de g
sejam as mesmas. Em vista da convencao 2.1.3, se f : (X, A) — R" e
g: R" — (X', A) sao fungdes mensurdveis entdo nao podemos usar o Le-
ma 2.1.9 para concluir que g o f é mensuravel ja que adotamos a o-algebra
de Borel para o contra-dominio de f e a o-dlgebra de conjuntos Lebesgue
mensuraveis para o dominio de g. Noés poderiamos utilizar o Lema 2.1.9
para concluir que g o f é mensuravel caso soubéssemos, por exemplo, que f
é mensuravel e que g é Borel mensurdvel.

Se f é uma funcao definida num espa¢o mensuravel (X,.A4) entdo em
muitas situacoes é interessante considerar restrigoes de f a subconjuntos de
X e gostarfamos que tais subconjuntos de X pudessem ser encarados como
espagos mensuraveis. Dado entdo um subconjunto Y C X, definimos:

(2.1.2) Aly ={ENY :E € A};

é facil ver que Aly é uma o-dlgebra de partes de Y.
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2.1.10. DEFINICAO. Se A é uma o-dlgebra de partes de um conjunto X e
se Y é um subconjunto de X entao a o-dlgebra Al|y de partes de Y definida
em (2.1.2) é chamada a o-dlgebra induzida em Y por A. Dizemos entao que
(Y, Aly) é um subespaco do espago mensuravel (X, A).

Observe que se (X,.A) é um espago mensuravel e se Y € A entdo os
elementos da o-dlgebra induzida A|y sdo precisamente os elementos de A
que estao contidos em Y'; em simbolos:

Aly = AN p(Y).

Em outras palavras, se Y é mensuravel entao os subconjuntos mensuraveis
do subespaco mensuravel Y de X sao precisamente os subconjuntos men-
suraveis de X que estao contidos em Y.

2.1.11. CONVENGAO. Se (X, .A) é um espaco mensuravel e se Y é um
subconjunto de X entao, a menos de mencao explicita em contrario, consi-
deraremos sempre o conjunto Y munido da o-algebra induzida Aly-.

Em vista das convencoes 2.1.11 e 2.1.3, observamos que:

e se um subconjunto Y de IR" (resp., um subconjunto Y de IR) apa-
rece no contra-dominio de uma funcao, consideramo-lo munido da
o-algebra B(IR")|y induzida da o-dlgebra de Borel de IR™ (resp.,
da o-algebra B(IR)|y induzida da o-4lgebra de Borel de IR);

e se um subconjunto Y de IR™ aparece no dominio de uma funcao,
consideramo-lo munido da o-algebra M(IR")|y induzida da o-4l-
gebra de subconjuntos Lebesgue mensuraveis de IR™;

e se Y é um subconjunto de IR™ (resp., um subconjunto de IR) e se
(X, A) é um espaco mensuravel entdo uma funcao f : Y — (X, .A) é
dita Borel mensurdvel quando a funcao f : (Y,B(R")|ly) — (X, A)
(resp., a fungao f : (Y, B(E)]y) — (X, .A)) for mensurdvel.

2.1.12. LEMA. Sejam (X, A), (X', A") espacos mensurdveis e Y C X
um subconjunto. Entdo:
(a) a aplicagao inclusao i:Y — X € mensurdvel;
(b) se f: X — X' é uma fungao mensurdvel entio fly : Y — X'
também é mensurdvel;
(¢) dada uma funcao f : X' — X com imagem contida em Y, se
fo: X' =Y denota a funcio que difere de f apenas pelo contra-
dominio entdo f € mensurdvel se e somente se fy € mensurdvel.

DEMONSTRACAO.

e Prova de (a).
Basta observar que i 1(E) = ENY € Aly, para todo E € A.

e Prova de (Db).
Basta observar que f|y = foi e usar o Lema 2.1.9 juntamente com
o item (a) acima.
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e Prova de (c).

Se fp é mensuravel entdo f = i o fy é mensuravel, pelo Lema 2.1.9
e pelo item (a) acima. Reciprocamente, suponha que f é mensuravel.
Dado E; € Aly, devemos mostrar que f; ' (E1) (que é igual a f~1(Ey))
pertence a A’. Mas F; = ENY para algum F € A e portanto, como
Im(f) CY, temos f~1(E) = fYE)c A. O

2.1.13. LEMA. Sejam (X, A), (X', A") espagos mensurdveis e seja dada
X = Ujer Xi uma cobertura enumerdvel de X por conjuntos mensurdveis
X; € A. Entao uma funcdao f : X — X' € mensurdvel se e somente se
flx, : Xi = X' é mensurdvel para todo i € 1.

DEMONSTRAGAO. Se f é mensurdvel entao f|x, é mensurdvel para todo
i € I, pelo Lema 2.1.12. Reciprocamente, suponha que f|x, seja mensuravel
para todo 7 € I. Dado FE € A, temos:

(flx) N (E) = fH(E)NX; € Alx,,

para todo ¢ € I. Como X; € A, temos Alx, = AN p(X;) e portanto
f~HE)NX; € A, para todo i € I. Como I é enumeravel segue que:

E = E)NX) € A,
el
e portanto f é uma fungao mensuravel. O

2.1.14. CorOLARIO. Sejam (X, A) um espago mensurdvel e Y um sub-
conjunto de IR. Uma funcdo f:Y — X é Borel mensurdvel se e somente
se flynr : Y N IR — X ¢é Borel mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Temos que Y = (Y \ R) U (Y N R), onde:

YNReBMR)y, Y\R=Yn{+oo,—oc}ecB(R)y.

Segue do Lema 2.1.13 que f é Borel mensuravel se e somente se suas res-
trigées a Y \ IR e a Y N IR sdo Borel mensurdveis. Mas todos os quatro
subconjuntos de {400, —0o} sdo Boreleanos de IR e portanto a o-algebra

induzida por B(IR)|y em Y \ IR é p(Y \ IR). Em particular, a restrigao de f
a Y\ IR é Borel mensuravel, seja qual for f : Y — X. A conclusao segue. O

2.1.15. LEMA. Dado um subconjunto arbitrario Y C IR™, entao toda
funcdo continua f:Y — IR™ é Borel mensurdvel.

DEMONSTRACAO. Pelo Coroldrio 2.1.6, é suficiente mostrar que:
F7HU) € B(R™)|y,

para todo aberto U C IR". Mas, como f é continua, temos que f~1(U) é
aberto relativamente a Y, i.e., existe um aberto V C IR™ com:

Uy =vny;
dai V € B(IR™) e portanto f~H(U) =V NY € B(IR™)|y. O
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2.1.16. LEMA. Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja f : X — IR"
uma funcdo com funcées coordenadas f; : X — IR, i = 1,...,n. Entdo
f X — IR™ € mensurdvel se e somente se f; : X — IR for mensurdvel,
para todo i =1,...,n.

DEMONSTRAGAO. Temos f; = m; o f, onde m; : IR" — IR denota a i-
ésima projecao. A fungado m; é continua e portanto Borel mensurdvel, pelo
Lema 2.1.15; segue entao do Lema 2.1.9 que a mensurabilidade de f implica
na mensurabilidade de cada f;. Reciprocamente, suponha que cada f; é
mensuravel. Em vista do Lema 1.4.23, a o-algebra de Borel de IR™ coincide
com a o-algebra gerada pelos blocos retangulares n-dimensionais. Segue
entao do Lema 2.1.5 que, para mostrar a mensurabilidade de f, é suficiente
mostrar que f~!(B) € A para todo bloco retangular n-dimensional B. Se
B =1, lai, bi], entao:

FUB)={veX: fix) €laib], i=1,....n} =) £ " ([ai bi])-
=1

Como cada f; é mensuravel, temos fi_1 ([ai, bl]) € A para todo i e portanto

f~1(B) € A. a
2.1.17. COROLARIO. Sejam (X, A), (X', A") espagos mensurdveis e se-
jgam f; + X — IR, i = 1,...,n, fun¢ées mensurdveis. Dada uma func¢ao

Borel mensurdvel ¢ : Y — X' definida num subconjunto Y C IR"™ tal que:

(fl(x)’ s 7fn(x)) ey,

para todo x € X entdo a funcdo:

(;So(fl,...,fn):XBx»—)gb(fl(m),...,fn(m))EX’

é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 2.1.16 e pelo item (c) do Lema 2.1.12 te-
mos que a fungao (f1,..., fn) : X = Y é mensurdvel. A conclusao segue do
Lema 2.1.9. [l

Se f: X - IR", g : X — IR" sao fungoes definidas num conjunto
arbitrario X entao, como é usual, definimos a soma f+ g : X — IR"
das fungoes f e g fazendo (f + g)(x) = f(z) + g(x), para todo = € X;
para n = 1, podemos definir também o produto fg : X — IR™ fazendo
(f9)(x) = f(x)g(z), para todo x € X.

2.1.18. COROLARIO. Seja (X, .A) um espago mensurdvel. Dadas fungioes
mensurdveis f: X — IR", g: X — IR" entdo:

e asoma f+g:X — IR" € uma funcdo mensurdvel;
e sen =1, o produto fg: X — IR € uma funcdo mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. As fungoes:

R"xR"> (zx,y)—z+yeR" ¢ RxR> (z,y)— a2y R
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sao continuas e portanto Borel mensuraveis, pelo Lema 2.1.15. A conclusao
segue do Corolario 2.1.17. O

Note que para funcoes f : X — IR, g : X — IR a valores na reta
estendida, também podemos definir a soma f 4+ g : X — IR, desde que a
soma f(z)+ g(z) esteja bem definida (i.e., ndo seja da forma (4-00) + (—o0)
ou (—o0) + (+o0)) para todo z € X. O produto fg : X — IR pode ser
definido sempre, sem nenhuma restricao sobre f e g.

2.1.19. PrOPOSIGAO. Seja (X,A) um espago mensurdvel. Sejam dadas
funcoes mensurdveis f : X - IR e g: X — IR. Entdo:
e se a soma f(x)+ g(x)jstiver bem definida para todo x € X entdo
a fungdo f+g: X — IR € uma fungao mensurdvel;
e 0 produto fg: X — IR € uma funcdo mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Considere os seguintes subconjuntos de X:
fTHIR) Ng™H(IR),
F7H (o) U g™ (+00),
FH(=o0) U g™ (—o0);

todos eles pertencem a A e sua uniao é igual a X. A restricdo de f + g
a cada um deles é mensurdvel; de fato, a restricao de f + g ao primeiro
deles é mensuravel pelo Coroldrio 2.1.18 e a restricao de f + g aos outros é
uma fungao constante (veja Exercicio 2.1). Segue entao do Lema 2.1.13 que
f -+ g é mensurdvel. A mensurabilidade de fg é mostrada de forma similar
considerando as restrigoes de fg aos conjuntos:

f )
[f (+00) N g™ (]0,+00] )] U [£71(]0, +00] ) N g™ (+00)],
[F7H(=o0) g™ ([=o0,00)] U [F 7 ([=00,0[) Ng™H(—00)],
[ (#o0) g™ ([=o0,0[)] U [F 7 ([=00,0[) Mg~ (+00)],
[f_l(—oo) ﬂg_l(]O, +0o0] )] U [f_l(]O, +oo]) ﬂg‘l(—oo)]. O

2.1.20. DEFINICAO. Dado = € IR entdo a parte positiva e a parte negativa
de z, denotadas respectivamente por z+ e 7, sao definidas por:

4 z, sex >0, _ 0, sexz>0,
T = T =
0, sex <0, —x, sex <0.

Se f é uma funcdo tomando valores em IR entdo a parte positiva e a parte
negativa de f, denotadas respectivamente por fT e f~, sao definidas por
fr(@) =[f(x)]" e f~(x) =[f(x)]", para todo x no dominio de f.
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E facil ver que * = 27 — 2~ e |#| = 27 + 27, para todo x € IR; em
particular, se f é uma funcao tomando valores em IR entao:

f=fr=f" e Ifl=f"+1,
onde, obviamente, |f| denota a fungao |f|(z) = |f(z)].

2.1.21. LEMA. Seja (X, .A) um espago mensurdvel. Se f : X — IR é uma
funcdo mensurdvel entao as fungoes fT, f~ e |f| também sio mensurdveis.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 2.1.15 e do Corolédrio 2.1.14 que as
funcoes:

Ro>z+—2teR, Ro>z+—2 €R, R>x+—|2z|cR

sao Borel mensuraveis; de fato, observe que suas restrigoes a IR sao fungoes
continuas. A conclusao segue do Lema 2.1.9. (|

2.1.22. LEMA. Seja (X, A) um espaco mensurdvel e seja (fi)rk>1 uma
seqiiéncia de funcoes mensurdveis f, : X — IR. Entdo as fungoes:

sup fr: X Dz r—sup fr(z) € R e inf fr: X Do+ inf fr(z) € R
k>1 E>1 k>1 k>1

8G0 mensurdvess.

DEMONSTRAGAO. Note que para todo » € X temos supg>; fr(z) < c se
e somente se fi(z) < ¢ para todo k > 1; logo:

{:ceX ?;ilifk } ﬂfk —00,d]) € A,

para todo ¢ € IR. Além do mais, para todo € X, temos infz>; fr(z) < ¢
se e somente se para todo r > 1 existe k > 1 tal que fx(z) <c+ %; logo:

{vex:i inf fi(a <cf = ﬂ Ufk —oo,c+1]) € A,

r=1 k=1

para todo ¢ € IR. A conclusao segue do Corolario 2.1.8. O

2.1.23. COROLARIO. Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja (fi)r>1
uma seqiiéncia de funcoes mensurdveis fr : X — IR. Entdo as fungdes:

limsup fi : X 3 x — limsup fi(v) € R,

k—oo k—o0
liminf f; : X 2  — liminf fi(z) € R
k—oo k—o00
$a0 mensurdvess.
DEMONSTRAGAO. Basta observar que:

limsup fr = inf sup f, hm 1nf fr = sup inf fi. U
k—o00 r>1 k>r r>1 k>r
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2.1.24. COROLARIO. Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja (fi)r>1
uma seqiéncia de fungoes mensurdveis f : X — IR. Se para todo z € X a
sequéncia (fk(x))k>1 converge em IR entdao a func¢ao:

lim fp: X 32+ lim fi(z) € R
k—o0 k—oo
€ mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que:

lim f = liminf f; = limsup f%. U
k—ro0 k—o0 k—y00

2.1.1. Funcoes Simples.
2.1.25. DEFINICAO. Uma funcao é dita simples quando sua imagem é
um conjunto finito.
2.1.26. LEMA. Seja X um conjunto e sejam f: X - R, g: X — IR
funcdes simples.
o se a soma f(x)+ g(x) estiver bem definida para todo x € X entao
a funcao f + g é simples;
e 0 produto fg € uma funcao simples.

DEMONSTRAGAO. A imagem de f + g estd contida no conjunto:
{a+b:aeIm(f), beIm(g) e asoma a+b estd bem definida};

tal conjunto é obviamente finito. Similarmente, a imagem de fg esta contida
no conjunto finito {ab: a € Im(f), b € Im(g) }. O

2.1.27. LEMA. Sejam (X, A) um espagco mensurdvel e f : X — IR uma
funcdo simples. Entdo f é mensurdvel se e somente se f~'(c) € A para

todo ¢ € Im(f).

DEMONSTRAGAO. Se f é uma funcio mensuravel entdo f~1(c) € A
para todo ¢ € Im(f), ji4 que {c} é um Boreleano de IR. Reciprocamente,
se f~1(c) € A para todo ¢ € Im(f) entdo a mensurabilidade de f segue do
Lema 2.1.13, ja que:

x=U '@

celm(f)
é uma cobertura finita de X por conjuntos mensuréaveis e a restrigao de f a
cada conjunto f~!(c) é mensurdvel (veja Exercicio 2.1). O

2.1.28. DEFINIGAO. Seja X um conjunto e seja A C X um subconjunto
de X. A funcdo caracteristica de A, definida em X, é a fungdo x4 : X — IR
definida por ya(x) =1 paraz € A e xa(x) =0 para z € X \ A.

Observe que a notacao x4 nao deixa explicito qual seja o dominio X da
funcéo caracteristica de A que estd sendo considerada; em geral, tal dominio
deve ser deixado claro pelo contexto.
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2.1.29. OBSERVAGAO. Se (X, .A) é um espaco mensurdvel e se A C X é
um subconjunto entdao a funcaéo caracteristica x4 : X — IR é uma funcao
simples. Segue do Lema 2.1.27 que x4 é uma fungao mensuravel se e somente
se A e A

2.1.30. OBSERVAGQAO. Se (X,.A) é um espaco mensuravel entao, dados

Ay,..., A e Aeci,...,cx € IR, temos que a fungao:
k —
(2.1.3) Y cxa X — R
i=1

é simples e mensuravel, desde que esteja bem definida (i.e., desde que nao
ocorra A; N A; # ) com ¢; = +00 e ¢j = —o0). De fato, isso segue da
Proposigao 2.1.19, do Lema 2.1.26 e da Observacao 2.1.29. Reciprocamente,
se f: X — IR é uma funcdo simples e mensuravel, podemos escrevé-la na
forma (2.1.3), com A; € Aec; € R, i = 1,...,k. De fato, basta tomar
A; = f~Y(¢;), onde c1, ..., i s@o os elementos (distintos) do conjunto finito
Im(f). Note que os conjuntos A; assim construidos constituem uma parti¢ao
de X.

2.1.31. LEMA. Sejam (X, A) um espaco mensurdvel, f : X — IR uma
funcao e Y € A. Entdo:

(a) fly € mensurdvel se e somente se fx, € mensurdvel;
(b) fly € simples se e somente se fx, € simples.

DEMONSTRACAO. Temos X = Y UY®, com Y,Y° € A; além do mais,
fly = (fxy)ly e (fxy)|lye = 0. Tendo em mente essas observagoes, o item
(a) segue do Lema 2.1.13. O item (b) segue da igualdade:

SN0} = Im(fxy) \ {0} O

2.1.32. NOTAGAO. Seja (fx)k>1 uma seqiiéncia de fungdes fi : X — IR
e seja f : X — IR uma funcdo, onde X é um conjunto arbitrario. Escre-
vemos fr  f quando fi(z) < fri1(x) para todo z € X e todo k > 1 e
limy o0 fx(z) = f(x) para todo x € X. Similarmente, escrevemos fi \, f
quando fi(z) > fri1(x) para todo x € X e todo k > 1 e limy_,o fr(z) =
f(x) para todo z € X.

2.1.33. PROPOSIGAO. Sejam (X, A) um espago mensurdvel. Para toda
fungao mensurdvel f : X — [0, 4+00] existe uma seqiéncia (fi)r>1 de fungdes
simples e mensuraveis fr : X — [0,4+o00| tal que fr / f.

DEMONSTRAGAO. Para cada k > 1 particionamos o intervalo [0, k[ em

intervalos disjuntos de comprimento 2%; mais explicitamente, consideramos

os intervalos:
(2.1.4) (&, 5[, r=0,1,... k2" -1

Para cada = € X temos f(x) > k ou entdo f(z) pertence a exatamente um
dos intervalos (2.1.4); se f(z) > k definimos fi(z) = k e, caso contrério,



2.2. INTEGRANDO FUNCOES SIMPLES NAO NEGATIVAS 49

tomamos fi(x) como sendo a extremidade esquerda do intervalo da cole¢ao
(2.1.4) ao qual f(z) pertence. Em simbolos, temos:

k2F—1
Je=EX g (jproc)) T Z 2F X1 ([0 56 ])

Temos entao que fr é uma funcao simples e mensurdvel para todo k > 1
(veja Observagao 2.1.30). Note que:
1

(2.1 [fele) = f@)] < 55

para todo x € X com f(z) < k. Afirmamos que limy_o fr = f. De
fato, seja x € X fixado. Se f(z) < +oo entao vale (2.1.5) para k > f(z)
e portanto limy o fx(z) = f(z). Se f(z) = +oo entdo fr(xr) = k para
todo k > 1 e portanto limy_, o fx(z) = +o0 = f(z). Para completar a
demonstragao, vamos mostrar agora que:

(2.1.6) Jr(@) < frpa(o),

para todos z € X e k > 1. Sejam =z € X e k > 1 fixados. Se f(z) > k+ 1,
entdo fi(r) = k e fry1(x) = k+ 1, donde (2.1.6) é satisfeita. Sendo, seja
r=0,...,(k+1)2¥! — 1 o tnico inteiro tal que s < f(z) < 22111,
temos fry1(7) = - Seja s o maior inteiro menor ou igual a 5; daf
5<§5< % < s+ 1 e portanto:

5 r+1 s+1
ok = 2k:+1 - ( ) 9k+1 < ok -

Se f(z) € [0, k[, segue que fi(z) = 57 < 5557 = ( ). Caso contrario, se

f(z) € [k, k+1[ entdo r > k2" e fr(z) = >k = fr(z). Em todo

caso, a desigualdade (2.1.6) é satisfeita. O

2.2. Integrando Funcoes Simples nao Negativas

Ao longo de toda esta secao consideramos fixado um espaco de medida
(X, A, 1). Recorde que uma fungao f : X — [0, +oc] é simples e mensuravel
se e somente se Im(f) é um subconjunto finito de [0, +00] e f~!(c) € A para
todo ¢ € Im(f) (vide Definigao 2.1.25 e Lema 2.1.27).

2.2.1. DEFINIGAO. Se f : X — [0,400] é uma funcao simples, men-
suravel e nao negativa entao a integral de f é definida por:

/fdu— cu(f71()).
celm(f)

A integral |  J dp serd também as vezes denotada por:

/X f() dpu(z)
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Obviamente, para toda funcao simples mensuravel f : X — [0, 4o00],

temos:
/ fdu>0.
X

Se Y € A é um conjunto mensuravel entao é facil ver que a restrigao de
w a o-dlgebra Aly = ANp(Y) é também uma medida, de modo que a trinca
(Y, Aly, pl(ajy)) é um espago de medida. Se f é uma fungao a valores em R
cujo dominio contém Y e tal que f|y é simples, mensurdvel e ndo negativa
entdo a integral de f|y serd denotada por:

/Y fdu= /Y £(z) dp(a).

2.2.2. LEMA. Seja f : X — IR uma funcao e seja Y € A. Suponha que
fly € simples, mensurdvel e nao negativa (pelo Lema 2.1.81 isso equivale a
dizer que fx, € simples, mensurdvel e nio negativa). Entdo:

/deuz/xfxydu-

DEMONSTRAGAO. Temos:

/Y Fan=3"cn((FV) 1) = 3 en((flv) 1),

cEf(Y) cEf(Y)
c#0
/ rydu= Y cp((fy)0) = D cn((fxy) (0).
X celm(fxy) CGIIH;J;XY)

A conclusao segue das igualdades acima observando que para todo ¢ # 0,
temos c € f(Y') se e somente se ¢ € Im(fx,-) e, nesse caso:

(fl)"He) = F7HNY = (fxy) " (o). -

2.2.3. LEMA. Sejam Ai,...,Ar € A conjuntos dois a dois disjuntos e
sejam ci,...,cx € [0,4+00]. Entao:

k k
(2.2.1) /X Z CiXA,; d,u = Z ciu(Ai).
i=1 i=1

DEMONSTRACAO. Eliminando os indices i tais que ¢; = 0 ou 4; = 0
nao alteramos o resultado de nenhum dos dois lados da igualdade (2.2.1);
podemos portanto supor que ¢; # 0 e A; # () para todo i = 1,...,k. Seja
f= Zle cixa,;. Temos Im(f) \ {0} = {c1,...,cx}; note que é possivel ter
¢; = ¢; para i # j. Para c € Im(f), ¢ # 0, temos:

k
o= A
i=1

ci=c
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e portanto:
k
p(F7H0) =D nl(A)
i=1
Logo
k
[ rau=3 culr @) = X entr @) = Y Y entan
celm(f) celm(f) c€lm(f) i=1
c#0 c#0 Gi=¢
k k
=3 > cinlA) = (A,
celm(f) =1 i=1
c£0 Gi=¢
onde na tultima igualdade usamos o fato que o conjunto {1,...,k} é unido

disjunta dos conjuntos {z e{l,...;k}:¢ = c}, comc € Im(f),c#0. O

2.2.4. LEMA. Sejam f: X — [0,+00], g: X — [0,+00] fungdes simples
e mensurdveis. Entdao:

/Xf+gdu=/xfdu+/xgdu.

DEMONSTRAGAO. Podemos escrever:

k l
f:ZCiXAia g:ZdeBj;
i—1 j=1

onde tanto os conjuntos Ai, ..., Ar € A como os conjuntos Bi,...,B; € A
constituem uma particao de X (veja Observagao 2.1.30). Temos:

e portanto:

l l
XA; = Z XA»;XBJ‘ = Z XAiﬂBj7
7=1 j=1

para todo i = 1,...,k; dai:

k l
(2.2.2) F=> cixans,

i=1 j=1

Como os conjuntos A;NB;,1=1,...,k, j=1,...,1s80 dois a dois disjuntos,
o Lema 2.2.3 nos da:

k l
(2.2.3) /deﬂzzzcm(AmBj).

i=1 j=1
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Analogamente, mostra-se que:

k
(2.2.4) 9=>_Y dixsna,
j=11i=1
e portanto:
l k
(2.2.5) /ngu => ) d;u(B;nA).
j=1i=1

De (2.2.2) e (2.2.4) obtemos:

koo
FH9=> (ci+dj)xans;;

i=1 j=1

novamente, o Lema 2.2.3 nos da:

k l
(2.2.6) [ 1 9= (e dputain ).
X i=1 j=1
A conclusao segue de (2.2.3), (2.2.5) e (2.2.6). O
2.2.5. COROLARIO. Dados Ay, ..., Ar € A (conjuntos nao necessaria-
mente disjuntos) e ci,...,c, € [0,+00] entdo:

k k
/ ZCZ'XAZ. dp = Zciu(Ai).
X =1 1

1=

DEMONSTRACAO. Basta observar que:

k k k
/ D eixa, dp = Z/ cixa, di =Y cip(As). O
Xi=1 i=1 /X i=1

2.2.6. NOTACAO. Se f: X — IR, g: X — IR sdo funcoes entdo escreve-
mos f < g quando f(z) < g(x), para todo =z € X.

2.2.7. COROLARIO. Sejam [ : X — [0,400], g : X — [0,+00] fungdes
simples mensurdveis. Se f < g entdo:

/deué/ngM-

DEMONSTRAGAO. Defina h : X — [0, +oo] fazendo:
o) = {90 — @), sew € ;7 ([0, oc]),
0, se x € f~1(+00),

para todo z € X. Temos g = f + h. A funcdo h é mensurdvel, pelo
Lema 2.1.13 e pela Proposicao 2.1.19. Além do mais, a funcao h é simples
ja que sua imagem estd contida no conjunto finito:

{oyu{a—b:aeIm(g),beIm(f)eb<+oo}.
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Segue entao do Lema 2.2.4 que:
/ gduz/ fdu+/ hduZ/ [ du,
X X X X

jé que [y hdp > 0. O

2.2.8. LEMA. Sejam f: X — [0,400] uma fungao simples mensurdvel e

c € [0, +0o0]. Entao:
/ cfdu:c/ fdu.
X X

DEMONSTRACAO. Escreva:

k
f=Y cixa,
=1

onde os conjuntos Ay,..., A € A constituem uma particdo de X. Dai:

k
cf = Z CCiXA;-
i=1

O Lema 2.2.3 nos d4 entao:
k k
/X cf du = chi,u(Ai) = chi,u(Ai) = C/X fdu. O
i=1 i=1

2.3. Integrando Funcoes Mensuraveis nao Negativas

Ao longo de toda esta secao consideramos fixado um espago de medida
(X, A, ). Dada uma funcdo mensurdvel nao negativa f : X — [0, +o0]
consideramos o conjunto:

(2.3.1) Z(f) = {/ ¢pdp: ¢ X — [0, +00] é fungao simples mensurdvel
X

tal que ¢ < f} C [0, 400].

Observe que o conjunto Z(f) nao é vazio, ja que a fungao ¢ = 0 é simples,
mensuravel, ndo negativa e menor ou igual a f, de modo que 0 € Z(f).
Afirmamos que se f: X — [0, 400] é uma fungao simples mensurdvel entao:

| £ du=swzp).
X

De fato, nesse caso f é uma funcao simples, mensuravel, nao negativa e
menor ou igual a f, de modo que [y fdu € Z(f) e supZ(f) > [y fdp.
Por outro lado, o Corolario 2.2.7 implica que fX odu < fX fdu para toda
fungao simples mensurdvel ¢ : X — [0, 400] tal que ¢ < f; portanto [y fdu
é uma cota superior de Z(f) e supZ(f) < [y fdp.

Em vista das consideracoes acima podemos introduzir a seguinte:
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2.3.1. DEFINIGAO. Se f : X — [0,+00] é uma fun¢ao mensurdvel nao
negativa entao a integral de f é definida por:

/ fdp = supZ(f) € [0, +0d],
X

onde Z(f) é o conjunto definido em (2.3.1).

Como no caso de fungdes simples, a integral [, fdu serd também as
vezes denotada por:

/X f() dua).

Além do mais, se Y € A e se f é uma funcio a valores em IR cujo dominio
contém Y e tal que f|y é mensurdvel e ndo negativa entao a integral de f|y
com respeito a medida j[( 4|, serd denotada por:

/Y fdu= /Y £(z) dp(a).

2.3.2. LEMA. Sejam f : X — [0,4+00], g : X — [0,+00] fungoes men-
surdveis. Se f < g entdo:

/deué/ngM-

DEMONSTRAGAO. Se ¢ : X — [0, +00] é uma fungao simples mensurdvel
tal que ¢ < f ent@o também ¢ < g; isso implica que Z(f) C Z(g) e portanto
supZ(f) < supZ(g). O

2.3.3. TEOREMA (da convergéncia monotonica). Seja (fn)n>1 uma se-
qliéncia de fung¢oes mensurdveis nao negativas fp, : X — [0, +00]. Se f, S f
entao f: X — [0,4+00] € mensurdvel e:

DEMONSTRAGAO. A mensurabilidade de f segue do Corolério 2.1.24. O
Lema 2.3.2 implica que ( / x In du) ,>1 ¢ uma seqiiéncia crescente e que:

lim fnduﬁ/ fdu.

Para mostrar a desigualdade oposta, é suficiente verificar que:

(2.3.2) lim [ fodu> / ddy,

para toda func@o simples mensurdvel ¢ : X — [0,400] tal que ¢ < f.
Escreva ¢ = Zle CiXA;, com cq,...,cp €]0,+00] e A,..., A, € A dois a
dois disjuntos e nao vazios. Fixados ¢/,...,c;, >0com ¢, < ¢;, i =1,...,k,
definimos:

A? = {33 €A fn(x) > C;} = fn_l([Ci,—f-OO]) NA; € ‘A’
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para todo n > 1. Para n > 1 fixado, os conjuntos A7, ¢ = 1,...,k s@o dois
a dois disjuntos e:

k
fo = dixan;
i=1
os Lemas 2.3.2 e 2.2.3 nos dao entao:
k
(2.3.3) / fadp =" (A7),
X i=1
Note que para todo x € A; temos f(x) > ¢(z) = ¢; > ¢ e portanto, como
fn /' f, temos que A7 " A;. O Lema 1.4.48 nos dé entao:
lim_ (A7) = pu(A0);
n—oo

fazendo n — oo em (2.3.3) obtemos (veja Exercicio 1.5):

k
(2.3.4) lim fondp > Z ciu(A).
X i=1

n—oo

Como a desigualdade (2.3.4) vale para quaisquer c; € |0, ¢;|[, temos:

k
(2.3.5) i [ fad= (),
n—oo Jy =1 ’

para todom > 1, onde (¢} ,,,)m>1 ¢ uma seqiiéncia crescente (arbitrariamente
escolhida) em |0, ¢;[ que converge para ¢;. Fazendo m — oo em (2.3.5)
obtemos:

n—oo

k
im [ =Y et = [ o
X —1 X
o que prova (2.3.2) e completa a demonstragao. O

2.3.4. LEMA. Seja f : X — IR uma funcdo e seja Y € A. Suponha que
fly € mensurdvel e nao negativa (pelo Lema 2.1.31 isso equivale a dizer que
Xy € mensurdvel e nio negativa). Entdo:

/deuz/xfxydu-

DEMONSTRAGAO. Pela Proposigao 2.1.33 existe uma seqiiéncia (f)n>1
de fungoes simples mensuraveis f, : X — [0, +oo[ tal que f, / fx,. Como
cada f, é simples o Lema 2.2.2 nos da:

Anwzénww,

para todo n > 1. Obviamente f,|y 7 fly e (faxy) / (fXy)- A conclusao
segue portanto do Teorema 2.3.3 fazendo n — oo na igualdade acima. [J
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2.3.5. COROLARIO. Se f : X — [0, +00] é uma fun¢ao mensurdvel entao:
[ ran< [ ran

DEMONSTRAGAO. Temos:

/deu—/xfxydué/deu,

onde na ultima desigualdade usamos o Lema 2.3.2. O

para todo Y € A.

2.3.6. LEMA. Sejam f : X — [0,+00], g : X — [0,+00] fung¢des men-
suraveis. Entao:

/Xf+gdu=/xfdu+/xgdu, /XCfdMZC/deu,

para qualquer ¢ € [0, +00].

DEMONSTRAGAO. Pela Proposicao 2.1.33 existem seqiiéncias (f)n>1,
(gn)n>1 de funcoes simples mensurdveis fp, : X — [0, +00[, gn : X — [0, +00]
tais que f, ' f e gn /' g. Como as fungdes f, e g, sdo simples, os
Lemas 2.2.4 e 2.2.8 nos dao:

/fn+gndﬂz/fndﬂ+/gnd/ﬁ, /Cfnd.u:c/ Jndp.
X X X X X

Temos (fn+gn) / (f+9) e (cfn) / (cf) (veja Lema 1.1.8 e Exercicio 1.5).
A conclusao segue portanto do Teorema 2.3.3 fazendo n — oo nas igualdades
acima. N

2.4. Definicao da Integral: o Caso Geral

Ao longo de toda esta secao consideramos fixado um espago de medida
(X, A, p1). Dada uma funcio mensurével arbitraria f : X — IR entdo, como
vimos no Lema 2.1.21, temos f = f* — f~, onde a parte positiva f™ e a
parte negativa f~ de f sao fungoes mensuraveis nao negativas definidas em
X. Obviamente, se f j4 é ndao negativa entdo f™ = fe f~ = 0, de modo que
fX fdu = fX frdu — fX f~ dp. Em vista dessa observagao, introduzimos
a seguinte:

2.4.1. DEFINIGAO. Diremos que uma funcio f : X — IR é quase inte-
grdvel quando f for mensuravel e a diferenca [, f*du — [ f~ du estiver
bem-definida, ou seja, quando fX ftdu < 400 ou fX f~dp < 400; nesse
caso, definimos a integral de f fazendo:

Afw—éjﬂmiéfmmm.

Quando f é quase integravel e fX fdu € R (ou seja, se fX frfdu < oo e
S + 7 dp < +00) entao dizemos que a fungao f é integrdavel.
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Como na Secao 2.3, introduzimos também a notacao alternativa:

/X £(@) du(z)

para a integral de f. Também, se Y € A e se f é uma funcio a valores em IR
cujo dominio contém Y entao dizemos que f é quase integrdvel em Y (resp.,
integrdvel em Y') se a fungao f|y for quase integravel (resp., integravel) com
respeito a medida u|( Aly); quando f for quase integrével em Y, a integral
de f[y com respeito a medida p| 4, ) serd denotada por:

/fdu /f ) du(z

2.4.2. CONVENGAO. Seja X € M(IR™) um subconjunto Lebesgue men-
surdvel de IR" e seja f : X — IR uma funcdo mensuravel; como sempre (re-
corde Convengoes 2.1.3 e 2.1.11) assumimos que X é munido da o-algebra
M(IR™)|x constituida pelos subconjuntos Lebesgue mensuréveis de IR™ que
estao contidos em X. Nesse contexto, a menos de mencao explicita em
contrario, quando usamos os adjetivos quase integrdvel e integrdvel, suben-
tendemos que a o-algebra M(IR™)|x ¢ munida da (restricao da) medida
de Lebesgue m : M(IR™) — [0,+o00]. Quando for necessario enfatizar essa
convencao, diremos também que f é Lebesgue quase integrdvel ou Lebesque
integrdvel, dependendo do caso.

2.4.3. DEFINIGAO. Se X € M(IR") é um subconjunto Lebesgue men-
surdvel de IR™ e se f : X — IR é uma funcao quase integravel entdo a integral
de f com respeito a (restricao & M(IR")|x) da medida de Lebesgue m sera
chamada a integral de Lebesque de f e serd denotada (seguindo as notagoes
anteriormente introduzidas) por [ fdm ou por [ f(x)dm(z).

2.4.4. NOTAGAO. Seja f : I — IR uma funcdo definida num intervalo

I C IR. Dados a,b € I com a < b entdo, se f for quase integravel no
intervalo [a, b], denotamos por:

/abfdmz/abﬂx)dm(x)

a integral de Lebesgue de f[, 4. Se b < a e se f é quase integrdvel em [b, a]
entao escrevemos:

[rone [ rima [

Se a € I, I é ilimitado a direita e f é quase integravel em [a, +o0o[ entao

denotamos por:
+o0o “+o0o

fdm = f(x) dm(z)

a integral de Lebesgue de fla +Oo[, escrevemos também:

“+oo
fam= [ f@a ()dzef—/  dm.

—+00
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Similarmente, se a € I, I é ilimitado a esquerda e f é quase integravel em
|—00, a] entao denotamos por:

i ;fdm -/ ;f@c) dim(z)

a integral de Lebesgue de f\],oo’a]; escrevemos também:

/aoofdm:/aOof(m)dm(m)d:ef—/_aoofdm.

Claramente a restricao de f ao intervalo degenerado [a,a] = {a} é uma
funcao simples integravel e:

[ ram= st @m({a}) - £ (@m(fa}) = 0.

2.4.5. LEMA. Seja f : X — IR uma funcdo e seja Y € A. Entio fly €
quase integrdvel se e somente se fxy € quase integrdvel; nesse caso:

/deuz/Xfxydu-

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 2.1.31, temos que f|y é mensuravel se e
somente se fx, €é mensuravel. Além do mais, temos:

)T =Fly. (Flyv)" =F"v,
Ix) =Xy (Fxy)” =1 xy-

A conclusao segue entao das igualdades acima e do Lema 2.3.4. ([

2.4.6. LEMA. Sejam fi : X — [0,+00], fo : X — [0,400] fungies
mensuraveis nao negativas tais que a diferenca f = f1 — fo esteja bem-
definida (i.e., nao existe v € X com fi(z) = fa(x) = +00). Entao existe
uma fungdo mensurdvel nio negativa h : X — [0,+00] tal que fi = f+ +h
efo=f"+h.

DEMONSTRAGAO. Observe em primeiro lugar que f™ < fi. De fato, se
f(x) > 0entao fT(x) = f(z) = fi(z) — fo(z) < fi(z) e se f(z) < 0 entdo
fT(z) =0 < fi(z). Definimos h fazendo:

fi(x) — fH(z), sexc fTHIR),
h(z) = fa(@), se x € f7(+00),
fi(x), sex € f1(—o00).
Claramente h é nao negativa; a mensurabilidade de h segue do Lema 2.1.13
e da Proposicao 2.1.19. Verifiquemos que f1 = f* +he fo = f~ + h. Para
r € f~Y(IR), temos:
@)+ hz) = fH (@) + filz) = fH(2) = fil2),
f@) +h(x) = (2) + filz) = [T (z) = filz) = f(z) = fa().
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Se x € f~!(+00) entdo:
fH(@) + h(x) = +oo = fi(z), [~ (2)+h(z) = h(z) = fa(2);
finalmente, se x € f~!(—o0):
fr@) +h(x) = h(z) = filz), [ (z)+h(z)=+oo= fo(z). O

2.4.7. PROPOSICAO. Sejam f : X — IR, g : X — IR funcdes quase
integrdveis e seja ¢ € IR.

(a) Se as somas fX fdu—i—fx gdu e f+g estiverem bem-definidas entdao

a funcdo f+g € quase integravel e foJrgd,u = fodu+fngu.
(b) A fungio cf € quase integravel e [y cf dp=c [y fdp.

DEMONSTRACAO. Temos:
frg=U"=f)+@ —9) =T +g)—(f"+97)
pelo Lema 2.4.6 existe uma fun¢ao mensuravel h : X — [0, +0o0] tal que:
ffrgt=+9"+h f+g =(f+9) +h

O Lema 2.3.6 nos da:

(2.4.1) /){f*dqu/Xg*du:/X(f+g)+d/~c+/xhdu,
(2.4.2) /Xf‘dqu/Xg‘du:/X(f+g)‘du+/xhdu-

Por definicao temos:

/deu—/xﬁdu—/deu, /ngu—/xfdu—/ngu.

A quase integrabilidade das fungoes f e g juntamente com o fato que a
soma | xJdp+ S « 9dp estd bem definida implicam que o lado esquerdo de
pelo menos uma das igualdades (2.4.1) e (2.4.2) é finito. Isso implica que
a integral de h ¢ finita e que pelo menos uma das integrais [ (f + ¢)* dp,
fX(f + ¢g)~ dp é finita, ie., f + g é quase integravel. A demonstracdo do
item (a) é obtida entao subtraindo a igualdade (2.4.2) da igualdade (2.4.1).

Para demonstrar o item (b), consideramos primeiramente o caso que
¢ > 0. Nesse caso, usando o Lema 2.3.6, temos:

Jerran= [ erran=c [ sran

Jen au= [ eian=c[ 5 an
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Isso mostra que cf é quase integravel e fX cfdu = cfX fdu. Sec <O

temos:
+ o . _ _ _
Jerrtan= [ (a5 au=(=o) [ 1 an
— _ _ + — (_ +
Jerrdu= [ cortan= o [ rtan
o que completa a demonstragao do item (b). O

2.4.8. LEMA. Sejam f: X — IR, g: X — IR funcdes quase integrdveis.
Se f < g entio [y fdu < [y gdpu.

DEMONSTRAGAO. Verifica-se facilmente que f < g™ e f~ > ¢g—, donde,
pelo Lema 2.3.2:

/f*dué/fdu, /f_duz/g_du-
X X X X

A conclusao é obtida subtraindo as duas desigualdades acima. ([

2.4.9. LEMA. Dada uwma funcdo f : X — IR, temos:

(a) se f € quase integrdvel entao f|y também é quase integrdvel para

todo Y € A;
(b) se X1,..., X, € A sao conjuntos dois a dois disjuntos tais que
X = Ule Xi, flx, € quase integrdvel parai =1,... k e tais que a
soma:
(2.4.3) fdu+ fdp+---+ fdu
Xl X2 Xk

estd bem definida entio f € quase integrdvel e [y fdu € igual a
soma (2.4.3).

DEMONSTRAGAO. Pelos Corolario 2.3.5 temos:

Lﬁwgéﬁw,ﬁfwgéfw,

o que prova o item (a). Passemos a prova do item (b). Temos:

f:fXXl+fXX2+"'+fXXk-

Pelo Lema 2.4.5, as fungoes fx . sdo quase integraveis e:

/Xifduz/XfXXiduy

parai=1,...,k. A conclusao segue da Proposicao 2.4.7. ([

2.4.10. LEMA. Se pu(X) = 0 entao [y fdu = 0 para toda fung¢io men-
surdvel f: X — IR.



2.5. TEOREMAS DE CONVERGENCIA 61

DEMONSTRAGAO. Se ¢ : X — [0, +00] é uma fungao simples mensurédvel
entdo [y ¢du = 0, ja que ,u(dfl(c)) = 0, para todo ¢ € Im(¢). Dali, se f
é nao negativa entao fod,u = 0, ja que fngd,u = 0 para toda funcao
simples mensurédvel ndo negativa ¢ < f. Finalmente, se f : X — IR é uma
funcdo mensurdvel arbitraria entdo [, f*du = [ f~du = 0 e portanto
fX fdu=0. ]

2.4.11. CororARIO. Se X' € A € tal que (X \ X') = 0 entdo uma
fung¢ao mensurdvel f : X — IR € quase integrdvel se e somente se f|x: é
quase integrdvel e nesse caso fX fdu= fX' fdu.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 2.4.10 temos fX\X, fdp=0. A conclusao
segue do Lema 2.4.9, ja que:

/dep:/X/fdqu/X\X/fdp. O

A seguinte terminologia é extremamente conveniente:

2.4.12. DEFINICAO. Dizemos que uma propriedade PP referente a pontos
do espago de medida X é vélida quase sempre (ou em quase todo ponto
de X) se existe um conjunto X’ € A tal que u(X \ X’) = 0 e tal que a
propriedade P ¢ valida em todos os pontos de X’. Dizemos também que a
propriedade P é satisfeita q.s. (ou p-q.s.).

2.4.13. COROLARIO. Sejam f : X — IR, g : X — IR funcdes men-
surdveis. Se f = g quase sempre entao [ € quase integrdvel se e somente se
g € quase integrdvel e, nesse caso, [y fdu= [y gdp.

DEMONSTRAGAO. Por hipdtese existe X' € A tal que u(X \ X') =0e
flx = g|x'- A conclusao segue do Corolério 2.4.11, ja que:

/deu=/X/fdu:/X,gdu:/ngu- O

2.5. Teoremas de Convergéncia

No que segue, (X, A, 1) denota sempre um espago de medida.
2.5.1. TEOREMA (da convergéncia monotonica). Seja (fn)n>1 uma se-

qiiéncia de funcées mensurdveis f, : X — IR e seja f : X — IR uma fungdo
mensurdavel. Suponha que f1 € quase integrdvel. Entao:

(a) se [y fidu > —co e fr, 2 f q.s. entio f e fy sio quase integrdveis
para todon > 1 e limy oo [y fodp = [y fdu;

(b) se [y fidp < +oo e fn \( f q.5. entao f e f, sio quase integrdveis

para todo n > 1 e limy, o0 fX fndu = fX fdu.

DEMONSTRACAO. E suficiente provar o item (a), ja que o item (b) se-
gue do item (a) trocando f, por —f, e f por —f. Em primeiro lugar,
como fX fidp > —oo, segue do resultado do Exercicio 2.16 que f; > —oo
quase sempre; existe portanto um subconjunto mensurdvel X’ de X com
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complementar de medida nula tal que fi(z) > —o0 e f,(x) » f(z), para
todo x € X’. Em vista do Coroldrio 2.4.11, é suficiente mostrar a tese do
teorema para as restricoes a X’ das funcoes em questao. Para cada n > 1,
defina g, : X’ — [0, +o0] fazendo g,(x) = fu(z) — fi(z), se fi(z) < 400 e
gn(z) = 0, se fi(z) = +oo; dai g, é mensurdvel e f, = g, + fi. De modo
andlogo, definimos g : X’ — [0, +00] mensuravel com f = g+ f1. Dai g, g
e portanto o Teorema 2.3.3 nos da:

(2.5.1) lim gnd,u,:/ gdpu.
X' X!

n—o0

Note que como [y, fidy > —oo e [y, gndp > 0, o item (a) da Propo-
sicao 2.4.7 nos diz que f,, = gn + f1 € quase integravel e:

(2.5.2) /fnd,u:/ gndu+/ f1dus
X’ X’ X’

similarmente, f é quase integravel e [y, fdu = [y, gdu+ [y, fidp. A
conclusao é obtida agora fazendo n — oo em (2.5.2) e usando (2.5.1). O

2.5.2. PROPOSIGAO (Lema de Fatou). Seja (fn)n>1 uma seqiéncia de
funcdes mensurdveis fn, : X — IR. Entdo:
(a) se ewiste uma funcdo quase integrdvel ¢ : X — IR tal que f, > ¢
q.s. para todon > 1 e fX ¢du > —oo entao fn € quase integrdvel
para todo n > 1, liminf,,_, fn € quase integrdvel e:

/ liminf f, dp < liminf/ fn du;

X n—oo n—oo X

(b) se existe uma fungdo quase integravel ¢ : X — IR tal que f, < ¢
q.s. para todon > 1 e fX odu < 400 entao fn € quase integrdvel
para todo n > 1, limsup,,_,.. frn € quase integravel e:

lim sup/ fndu < / limsup f, dp.
n—00 X X n—oo

DEMONSTRAGAO. E suficiente mostrar o item (a), j4 que o item (b)

segue do item (a) trocando f, por —f, e ¢ por —¢. Em primeiro lugar, a

quase integrabilidade das fungoes f,, segue do resultado do Exercicio 2.17.

Para cada n > 1 seja g, = infy>, fx. Dai g, > ¢ q.s., de modo que g, ¢é

quase integravel e fX gndp > —o0; além do mais, g, < fr para todo k > n

e portanto:
/ gndp < inf/ frdp.
X k2n Jx
Claramente g,  (liminfy_, fr) e portanto a conclusio segue do item (a)
do Teorema 2.5.1, fazendo n — oo na desigualdade acima. O

2.5.3. NOTAGAO. Se (fn)n>1 é uma seqiiéncia de fungoes f, : X — IR
e f: X — IR é uma fungao entdo escrevemos f, — [ quando (fn)n>1
convergir para f pontualmente, i.e., lim,_, fn(xz) = f(x) para todo x € X.
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2.5.4. TEOREMA (da convergéncia dominada). Seja (fn)n>1 uma se-
qiiéncia de funcdes mensurdveis f, : X — IR tal que f, — f q.s., onde
f: X — IR é uma funcdo mensurdvel. Se existe uma funcdo integrdvel
¢ X —[0,400] tal que |fn| < & q.s. para todo n > 1 entdo f, € integrdvel
para todon > 1, f € integrdvel e:

lim fondu = / fdu.

DEMONSTRAGAO. A integrabilidade das funcoes f,, f segue das desi-
gualdades |f,| < ¢ q.s. e |f| < ¢ q.s. e do resultado do Exercicio 2.17.
Como —¢ < f, < ¢ q.s. para todon > 1 e fngd,u € IR, estamos dentro
das hipdteses de ambos os itens da Proposigao 2.5.2 e portanto:

/ fdu= / liminf f,, du < liminf/ fndu < limsup/ fndu

n—oo

< / limsup f, dp = / fdu.
X n—oo X
Logo limy o0 [y fadp = [ fdpu. O

2.5.5. PROPOSICAO. Sejam Y um subconjunto de IR"™, yo € IR™ um ponto
de acumulacdo deY e f: X xY — IR uma funcdo tal que:

e para todo y €Y, a fungao X 3 x — f(x,y) € IR é integrdvel;

e para todo x € X o limite limy_,,, f(x,y) existe em IR;

e cxiste uma funcao integrdvel ¢ : X — IR e uma vizinhanca V' de yg
em IR" tal que |f(z,y)| < ¢(x), para todo x € X e todoy e VNY
com y # yo.

Entao, a funcio X > x — limy_ f(xz,y) € IR € integrdvel, o limite
limy .y, [y f(z,y) du(x) existe e:

i [ Foy)duo) = [ Jim f(z.0) du(o)
X

Y—Yo X Y—7Yo

DEMONSTRAGAO. Considere a aplicagao g : Y — IR definida por:

o) = [ FGo.9)duta),
para todo y € Y e a aplicacao h : X — IR definida por:
h(z) =1
(2) = lim f(,y),

para todo x € X. Devemos mostrar que h ¢é integrdavel e que o limite
limy .y, g(y) existe e é igual a integral de h. Seja (yn)n>1 uma seqiiéncia
em Y com y, # yo para todo n > 1 e lim,_o ¥y = yo. Para cadan > 1,
considere a funcao f, : X — IR definida por f,(z) = f(z,y,), para todo
xz € X. Temos que f, é integravel, para todo n > 1 e que f, — h. Para
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n suficientemente grande temos y, € V e portanto |f,| < ¢. Segue do
Teorema 2.5.4 que h é integravel e que:

[ ndu= i [ fuan= Jim o)
X

n—oo

Como (yYn)n>1 é uma seqiiéncia arbltrarla em Y \ {yo} convergindo para yjo,
segue que limy .y, g(y) = [y hdp. O
2.5.6. COROLARIO. Seja Y um subconjunto de IR"™, yo um ponto deY e
f: X xY — IR uma funcdo tal que:
e para todo y €Y, a fungao X > x — f(z,y) € IR € integrdvel;
e para todo x € X, a funcao Y > y — f(x,y) € IR € continua no

ponto yo;

e cexiste uma funcao integrdvel ¢ : X — IR e uma vizinhanga V' de yo
em IR"™ tal que |f(z,y)| < ¢(x), para todo x € X e todoy € VNY
com y # yo-

Entao, a funcdo Y >y — fX f(z,y)du(z) € IR € continua no ponto yp.

DEMONSTRAGAO. Se yo é um ponto isolado de Y entdo nao hd nada
para ser mostrado, j4 que toda funcao é continua em pontos isolados de seu
dominio. Se yg é um ponto de acumulacao de Y, a Proposigao 2.5.5 nos da:

fim [ e due) = [ Jim 7o) ante) = [ fGen) duta),
Y—Yo Jx
o que completa a demonstracao. O
2.5.7. PROPOSIGAO. Sejam I C IR um intervalo com mais de um ponto,

yo um ponto de I e f: X x I — IR uma funcao tal que:

e para todo y € I, a fungio X 3 x — f(x,y) € IR é integrdvel;

e para todo x € X, a fungao I >y f(x,y) € IR é derivdvel;

e cxiste uma funcdo integrdavel ¢ : X — IR e e > 0 tal que:

oL )| < o),

para todo x € X e todoy € I N|yo —&,y0 + €] com y # yo.
Entio a fungio I 3y — [y f(z,y)du(x) € R € derivdvel no ponto yo, a

funcdo X > x — %(ﬂf,yo) € IR ¢ integrdavel e:

dyyyo/fwydu /8wyodu()

DEMONSTRAGAO. Considere a funcao g : I — IR definida por:

9(z,y) = /X f(z,y) dp(z),
para todo y € I. Dado h # 0 com yy + h € I entao:

(25.3) 9(yo + h})L —9(wo) _ / S,y + h})L R AC ) du(z).
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Obviamente:

para todo z € X. Se h # 0, yo + h € I e |h| < ¢ entdo o Teorema do Valor
Médio nos dé:

f(x,y0 +h) — f(z,v0)

2.5. = <

(2.5.5) . ‘ ‘8 (z,y0 + 0h)| < ¢(2),

onde 6 € |0, 1[. A conclusao segue da Proposicao 2.5.5 e de (2.5.4) e (2.5.5),
fazendo h — 0 em (2.5.3). O

2.6. Riemann x Lebesgue

No que segue usaremos sistematicamente a terminologia e notacao intro-
duzidas nas Definigoes 1.3.1 e 1.3.2. Introduzimos mais alguma terminologia
sobre particoes e blocos.

2.6.1. DEFINIGAO. Seja B um bloco retangular n-dimensional tal que
|B| > 0 e seja P = (P,...,P,) uma particdo do bloco B. Uma particao
Q = (Q1,...,Qn) de B é dita um refinamento de P se Q; D P;, para
i=1,...,n. A norma da particdo P, denotada por || P||, é definida como o
maximo dos diametros dos sub-blocos de B determinados por P.

Claramente se uma particao @ refina uma particao P entao todo sub-
bloco de B determinado por () estd contido em algum sub-bloco de B de-
terminado por P.

No que segue, consideramos fixado um bloco retangular n-dimensional
B com |B| > 0 e uma funcéo limitada f : B — IR.

2.6.2. DEFINIGAO. Se P é uma parti¢ao de B entdao a soma inferior de
Riemann de f com respeito a P é definida por:

s(f;P) =" inf f(b)]0],
beP
e a soma superior de Riemann de f com respeito a P ¢ definida por:
P) =7 sup f(b)[b]-
beP
Obviamente:
(2.6.1) s(f; P) < S(f; P),

para toda particao P de B.
No6s consideramos as seguintes funcoes mp : B — IR, Mp : B —- IR
associadas a uma particao P de B:

mp:mef() Xint(b)" Mp—Zsupf Xint(b)
beP beP

Mais explicitamente, dado x € B, se = pertence ao interior de algum sub-
bloco b de B determinado por P entao o valor da funcao mp (resp., da
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funcao Mp) no ponto z é igual ao infimo (resp., o supremo) de f no bloco b;
se x pertence a fronteira de algum sub-bloco de B determinado por P entao
mp(x) = Mp(z) = 0. Obviamente mp e Mp sao fungdes simples Lebesgue
integraveis e:

(2.6.2) /Bmpdm:s(f;P), /BMpdm:S(f;P),

j& que m(int(b)) = m(b) = |b|, para todo b € P (vide Coroldrio 1.4.8).
Temos:
(2.6.3) inf f(B) <mp(z) < f(z) < Mp(x) < sup f(B),
para todo x € U int(b);
beP

como a unido das fronteiras dos blocos b € P tem medida nula, segue que as
desigualdades em (2.6.3) valem para quase todo € B. Se () é uma particao
de B que refina P entao afirmamos que:

(2.6.4) mp(x) <mg(x), Mqg(x) < Mp(xz), paratodox € U int(b);
be@Q

de fato, se z € int(b), para algum bloco b € Q entdo b estd contido em
algum bloco b’ € P, donde int(b) C int(b) e portanto:

mp(z) = inf f() < inf f(b) = mg(z),
Mg(z) = sup f(b) < sup f(b') = Mp(z).

2.6.3. LEMA. Dadas particoes P e Q de B, se Q) refina P entdo:
s(fi P) < s(f;Q), S(f:Q) < S(f; P).

DEMONSTRAGAO. Note que as desigualdades em (2.6.4) valem para qua-
se todo x € B. Basta entao usar integragao e as igualdades (2.6.2). ([

2.6.4. COROLARIO. Para quaisquer particoes P e Q de B temos:
s(f; P) < S(f;Q).

DEMONSTRAGAO. Se P = (Py,...,P,) e Q = (Q1,...,Qyn), denotamos
por PUQ a particao de B dada por PUQ = (PLUQ1,..., P, UQy); dai
PUQ refina tanto P como (). Usando o Lema 2.6.3 e a desigualdade (2.6.1)
obtemos:

s(f; P) <s(f;PUQ)<S(f;PUQ)<S(f;Q). O
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2.6.5. DEFINIGAO. A integral inferior de Riemann e a integral superior
de Riemann de uma funcao limitada f : B — IR sao definidas respectiva-
mente por:

(R)/ f =sup {s(f;P) : P particao de B},

(R)/_ f=inf {S(f;P): P particdo de B}.

Quando a integral inferior e a integral superior de f coincidem dizemos que
f é Riemann integrdvel e nesse caso a integral de Riemann de f é definida

por:
(R)/f:(R)/_f:(R)/_f.

Note que o Corolario 2.6.4 implica que:

(R)/_f<(R)/_f.

Vamos agora determinar condigoes necessérias e suficientes para que uma
funcao f seja Riemann integravel e vamos comparar a integral de Riemann
de f com a integral de Lebesgue de f.

Consideraremos as fungées m : B — IR, M : B — IR definidas por:

m(z) =sup inf f(y), M(z)=inf sup f(y),
yeB 6>0 yeB

0>0
d(y,z)<é d(y,x)<d

para todo x € B. Claramente:
(2.6.5) inf f(B) < m(z) < f(x) < M(x) < sup f(B),
para todo = € B.

Temos o seguinte:

2.6.6. LEMA. Dado z € B entao m(x) = M(x) se e somente se f ¢
continua no ponto x.

DEMONSTRACAO. Suponha que f é continua no ponto x. Dado € > 0
entao existe 0 > 0 tal que f(x) —e < f(y) < f(z) +e¢, para todo y € B com
d(y,z) < 0. Dat:

inf f(y) = f(x)—e,  sup f(y) < f(z)+e,

yeB yeEB

d(y,xr)<d d(y,z)<d
e portanto:
fx)—e<m(z) < M(z) < f(z) +e.

Como € > 0 é arbitrério, segue que m(x) = M (z). Reciprocamente, suponha
que m(z) = M(x); dai, por (2.6.5), temos m(z) = f(xz) = M(x). Portanto,
para todo € > 0, existem &1, d2 > 0 tais que:

inf fW)>f@)—e  suwp fly) < flo)+e

yeB
d(y,z)<d1 d(y,x)<d2



2.6. RIEMANN X LEBESGUE 68

Tome ¢ = min{dy,d2} > 0; dai, para todo y € B com d(y,z) < d, temos:
f(z) —e < fly) < f(z) +e,

0 que prova que f é continua no ponto x. ([
Se P é uma particao de B, observamos que:
(2.6.6) mp(z) <m(z), M(z) < Mp(z), paratodoz € U int(b);
beP
de fato, basta observar que se x pertence ao interior de um bloco b € P

entao existe & > 0 tal que a bola de centro x e raio § estd contida em b e
portanto:

mp() = inf f(y) < inf f(y) < m(z),

yeb yeEB
d(y,z)<d
M(z) < sup f(y) <sup f(y) = Mp(z).
yeB y€Eb
d(y,x)<d

Além do mais, temos o seguinte:

2.6.7. LEMA. Se (Py)r>1 € uma seqiéncia de particoes do bloco retan-
gular B tal que ||Py|| — 0 entdo mp, — m ¢.s. e Mp, — M q.s..

DEMONSTRAGAO. Seja A a unido das fronteiras de todos os sub-blocos
de B determinados por todas as particoes Py; como a quantidade de blocos
em questao é enumeravel, temos que A tem medida nula. Sejax € B, x ¢ A,
vamos mostrar que mp, () = m(z) e Mp, (x) - M(x). Seja dado € > 0.
Temos que existem d1, 0o > 0 tais que:

inf fy)>m(z)—e,  sup fly) <M(z)+e.

yeB
d(y,x)<d1 d(y,x)<62

Seja ko tal que || Px|| < min{dy,d2}, para todo k > kg. Vamos mostrar que:
(2.6.7) mp,(x) >m(z) —e, Mp(z) < M(x)+e,

para todo k > ko. Fixado k > kg, seja b € P, tal que x pertence ao interior
de b. Como o diametro de b é menor que min{dy, d2}, temos que b estd
contido na bola de centro x e raio d; e na bola de centro x e raio do, de
modo que:

mp,(z) =inf f(y) = inf f(y) > m(z) e,
y€Eb yeB

d(y7$)<51
Mp,(z) =sup f(y) < sup f(y) < M(z) +e,
yeb yeB
d(y,z)<d2

provando (2.6.7). Usando (2.6.6) e (2.6.7) concluimos agora que:
m(z) —e <mp,(x) <m(z), M(z)<Mp (z) < M(z)+e,

o que completa a demonstracao. O
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2.6.8. COROLARIO. As funcoes m e M sdo Lebesque integrdveis e:

/Bmdm:(R)/_f, /BMdm:(R)/_f.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 2.6.7 e do resultado do item (c) do
Exercicio 2.7 que as fungdes m e M sado mensuraveis. Seja agora (Pg)r>1
uma seqiiéncia de particoes de B tal que:

(2.6.8) Jim s(f; Py) = / f-

Podemos refinar cada particao Py de modo que ||Pg|| — 0; o Lema 2.6.3
garante que a condicao (2.6.8) continua satisfeita. Como o bloco B tem me-
dida finita, qualquer fun¢ao constante finita definida em B é integravel; logo,
as desigualdades em (2.6.3) implicam que a seqiiéncia de fungoes (mp, )r>1
satisfaz as hipdtese do Teorema da Convergéncia Dominada. Usando o Le-
ma 2.6.7 e as identidades (2.6.2) obtemos entao:

lim s(f; Py) = hrn/mpkdm /mdm

k—o00

De modo totalmente andlogo, mostra-se que a integral de Lebesgue de M é
igual a integral superior de Riemann de f. U

Estamos em condicGes agora de provar o resultado principal desta secao.
2.6.9. PROPOSIGAO. Seja B um bloco retangular n-dimensional com
|B| >0 e seja f: B— IR uma fungao limitada. Entdo:

(a) f € Riemann integrdavel se e somente se o conjunto das desconti-
nuidades de f tem medida nula;
(b) se f é Riemann integrdvel entdo f € Lebesgue integrdvel e:

/dem:(R) 3

DEMONSTRAGAO. Em vista do Corolério 2.6.8, f é Riemann integrével

se e somente se:
/ mdm = / M dm.
B B

Como m < M, o resultado do Exercicio 2.19 implica que f é Riemann
integravel se e somente se M = m quase sempre. O item (a) segue portanto
do Lema 2.6.6. Passemos & demonstragao do item (b). Suponha que f é
Riemann integravel. Entdao M = m quase sempre e de (2.6.5) segue que
m = f = M quase sempre. O resultado do item (b) do Exercicio 2.7 implica
entao que f é mensuravel; além do mais:

/dem:/Bmdm:(R)/_f:(R)/f. O
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2.6.1. A integral imprépria de Riemann. Na Defini¢ao 2.6.5 intro-
duzimos a nogao de integral de Riemann para fungoes limitadas definidas
em blocos retangulares. A nogao de integral de Riemann pode ser estendida
para contextos mais gerais, envolvendo func¢oes nao limitadas definidas em
dominios nao limitados. Tais extensoes sao normalmente conhecidas como
integrais improprias de Riemann e sao definidas através de limites de inte-
grais proéprias (i.e., integrais de fungdes limitadas em conjuntos limitados).

2.6.10. NOTAGAO. Seja [a,b] C IR um intervalo com a < b. Se f é uma
funcdo a valores reais definida num conjunto que contém [a,b] e se f|[, 4 €
limitada e Riemann integravel entao a integral de Riemann de f |[a7b] serd

denotada por:
b
(R) / I

2.6.11. DEFINIGAO. Seja f : [a,+oo[ — IR uma funcdo tal que para
todo u € Ja,4o00[, a restrigdo de f ao intervalo [a,u] é limitada e Riemann
integravel. A integral impropria de Riemann de f é definida por:

—+00 u
(R)/ f=lim B[ f,

U— 00

desde que o limite acima exista em IR. Quando esse limite é finito, dizemos
que a integral imprépria de f é convergente.

2.6.12. PROPOSIGAO. Seja f : [a,+oo] — IR uma fungao tal que para
todo u € |a,+o0[, a restrigio de f ao intervalo [a,u] é limitada e Riemann
integrdvel. Entdao f € mensurdvel. Além do mais, se f € Lebesgue quase
integrdvel entdo a integral imprdpria de Riemann de f existe em IR e:

(2.6.9) (R) / o f= / = fdm.

DEMONSTRAGAO. Seja (up)p>1 uma seqiiéncia arbitraria em |a, +oo] tal
que u, — +00. Pela Proposi¢ao 2.6.9, a restri¢ao de f ao intervalo [a, u,] é
Lebesgue integravel e:

(2.6.10) / fdm=(®) 1
para todo n > 1. Obviamente:

i fXpy = /3

n—r00
como f X{a,un] ¢ mensuravel para todo n > 1, concluimos que f é mensuravel.
Em vista de (2.6.10), para mostrar (2.6.9), é suficiente mostrar que:

(2.6.11) lim / fdm= /+OO fdm,

n—oo

para toda seqiiéncia (uy),>1 em ]a,+oo][ com u, — +oo. Verifiquemos
(2.6.11) primeiramente no caso em que f é nao negativa. Pelo Lema de
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Fatou, temos:
“+o0o +0o0 “+o0o
fdm= liminf fx dm < liminf fx dm
a a n—oo [azun] n—oo a [avun]

- liminf/ " fdm.

n—o0

Por outro lado, [ fdm < fa+°° f dm para todo n > 1, donde:

+00 Un Un +00
/ fdm < lirginf fdm < limsup/ fdm < / fdm,

a n—oo
provando (2.6.11) no caso f > 0. Em geral, se f : [a,+o0[ — IR é uma
funcao quase integravel qualquer entao (2.6.11) é satisfeita para f™ e f~,
ou seja:

Un, +oo Un, +oo
lim f+dm:/ fTdm, lim / f- dm:/ f dm;

n—oo a

a conclusao é obtida subtraindo as duas igualdades acima. ([

Resultados analogos aos da Proposicao 2.6.12 podem ser mostrados pa-
ra outros tipos de integrais impréprias de Riemann (por exemplo, integrais
de fungoes ilimitadas em intervalos limitados). O passo central da demons-
tragao de tais resultados é dado pelo resultado do Exercicio 2.25. Note, por
exemplo, que o resultado desse exercicio pode ser usado para justificar a
igualdade (2.6.11) na demonstragao da Proposigao 2.6.12.

2.6.13. EXEMPLO. E possivel que uma fungao f : [a, +oo[ — IR admita
uma integral impropria de Riemann convergente mas nao seja Lebesgue
quase integrdvel. Considere a fungao f : [0, +00[ — IR definida por:

sen

f(ZC) - T )
para z > 0 e f(0) = 1. Temos que f ¢ continua e portanto f|j, ¢ limitada
e Riemann integravel para todo u € ]0,+oc[. Temos que f se anula nos
pontos kw, com k inteiro positivo, f é positiva nos intervalos da forma
|km, (k + 1)7[ com k inteiro positivo par e f é negativa nos intervalos da
forma |km, (k + 1)7[ com k inteiro positivo impar. Para cada inteiro k > 0,

seja:
(k+1)m
ap = / |f|dm > 0.
k

™

Em vista do resultado do Exercicio 2.13 temos:

400 o +o0 o
(2.6.12) / frdm= )" a, / frdm= > a.
0 k=0 0 k=1
k par k impar

Além do mais:

nmw n—1
[ ram =31
0 k=0
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e portanto:
nm n—1 o)
. T Nk _ _1\k
nl;ngo ; fdm—nlin;o];)( 1)%ay, kZO( 1)*ag.

Fagamos algumas estimativas sobre os nimeros ay. Para x € [kr, (k+ 1)7],
temos ‘%‘ < % e portanto:

1
ap, < —((k+1)m —km) = —,
b= g (k4 Dm = k) =
para todo k > 1. Segue que a; — 0. Vamos mostrar que a seqiiéncia (ax)x>0
¢é decrescente. Temos:

(k+2)m (k+1)7
- / senx‘ dm(z) / sen(z + ) ’ dm(z)
(k+1)m z kw T+
(D7 sen (E+D™ | sen
_ < _ .
—/IM . 7r‘dm(ac)/k7r . ’ m(x) = ag;

a segunda igualdade acima pode ser justificada fazendo a mudanca de va-
(k+2)m ‘ senx

k+1)m T

resultado do Exercicio 2.14 e o fato que a funcao x — x + 7 preserva medida

(veja Lema 1.4.10 e Definigao 2.1). Como a seqiiéncia (ag)r>0 ¢ decrescente
e tende a zero, segue do critério de Dirichlet (ou critério da série alternada)
que a série 32 o(—1)kay converge; defina:

ridvel y = x — 7 na integral de Riemann (® [, ( } dx ou utilizando o

d (Ve =Le R
k=0

Vamos mostrar agora que:
u
(2.6.13) uglfoo/o fdm=L.

Dado € > 0, temos que existe ng tal que:

n

€
‘L - Z(—l)kak’ < 5

k=0

para todo n > ng. Podemos escolher ng também de modo que:

€
an<§,

para todo n > ng. Dado u € IR, u > ngm, seja n > ng o maior inteiro tal
que n < u; dai nr <u < (n+ )7 e:

u (n+1)m (n+1)m n (n+1)m
/ fdm:/ fdm—/ fdm:Z(—l)kak—/ fdm.
0 0 U

k=0 uw
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Dai:

’L . /Ou fdm’ < (L . kzn:_o(—l)’“ak‘ + ] /u(n+1)7r fdm’

< ‘L — Z(—l)kak‘ +a, <e,
k=0

para todo u > ngm. Isso prova (2.6.13). Concluimos entao que:

+oo
(R)/ f=LeR.
0

Vamos agora mostrar que f nao é Lebesgue quase integravel. Para isso,
fazemos uma estimativa inferior para os niimeros a;. Dado um inteiro & > 0
entdo, para kr + 5 < x < (k+ 1)7 — § temos:

V2 ‘Senx‘>\/§ 1

>
|[sen x| > 5 .

2 (k+ 1)’
e portanto:

(k+1)m (R D)m=T o Vo1 on
= dm > ‘ d > —
“k /,€7T |f] dm > /kﬂ+’4“ z m(z) = 2 (k+1)7m 2

Segue que as séries em (2.6.12) sdo divergentes e portanto:

“+00 —+00
/ f+dm:+oo:/ f~ dm.
0 0

Logo f nao é Lebesgue quase integravel.
No Exercicio 2.28 pedimos ao leitor para computar explicitamente o valor
da integral imprépria de Riemann (®) f0+°° f da funcgao f do Exemplo 2.6.13.

2.7. O Teorema de Fubini em IR™

Ao longo desta secdo consideramos fixados inteiros positivos m e n e
identificamos IR™™ com o produto IR™ x IR" através da aplicacao:

R™ x R" > ($,y) — ($1>"'7xm7y1a"'7yn) ERm+n‘

Dado um subconjunto A de IR™™" e dado z € IR™ denotamos por A, a
fatia vertical de A correspondente a abscissa x definida por:

Ay ={ye R": (z,y) € A}.
Se i, : IR® — IR™™™ denota a fungao i,(y) = (z,y) entdao obviamente:
(2.7.1) Ay =i (A),
para todo x € IR™. Temos portanto o seguinte:

2.7.1. LEMA. Se A é um Boreleano de IR™t" entdo A, é um Boreleano
de IR™ para todo x € IR™.
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DEMONSTRAGAO. A fungao i, é continua e portanto Borel mensurédvel
(veja Lema 2.1.15). A conclusao segue de (2.7.1). O

Segue do Lema 2.7.1 que se A é um Boreleano de IR™ "™ entao faz sentido
considerar a medida de Lebesgue m(A;) da fatia Ay, para cada x € IR™.

2.7.2. LEMA. Se A é um Boreleano de IR™™ entdo a funcdo:
(2.7.2) R™ >z +— m(Ay) € [0, +00]

€ mensurdvel e vale a igualdade:

(2.7.3) / m(A,) dm(z) = m(A).

Note que usamos a notacao m indistintamente para a medida de Lebes-
gue de IR™, IR™ e IR™""; mais especificamente, em (2.7.2) usamos a medida
de Lebesgue de IR", a integral do lado esquerdo da igualdade em (2.7.3) é fei-
ta com respeito a medida de Lebesgue de IR™ e no lado direito da igualdade
em (2.7.3) usamos a medida de Lebesgue de IR™*".

DEMONSTRAGAO DO LEMA 2.7.2. Denote por C a colecao de todos os
Boreleanos A de IR™™™ para os quais a fungao (2.7.2) é mensuravel e a
igualdade (2.7.3) é satisfeita. A idéia da prova é mostrar vérias propriedades
da colegao C até que finalmente concluimos que ela coincide com a classe de
todos os Boreleanos de IR™*™.

Passo 1. Os blocos retangulares (m + n)-dimensionais pertencem a C.

Se A é um bloco retangular (m + n)-dimensional entao podemos
escrever A = A; X Ay, onde A e Ay sdo respectivamente um bloco
retangular m-dimensional e um bloco retangular n-dimensional. Para
todo x € IR™, temos:

A Ay, sex € Ap,
10, sexd A,

e portanto:
m(A;) = [As] XAl(x)a

para todo z € IR™. Segue que (2.7.2) é uma fungao simples mensurével
cuja integral é igual a |As||A1| = |A|.

Passo 2. Se A,B € C e A e B sao disjuntos entao AU B € C.
Segue de (2.7.1) que (AUB), = A, UB, e que A, e B, sao disjuntos
para todo x € IR™; logo:

m((AUB),) = m(A,) + m(B,),
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para todo z € IR™. Segue que a funcao z — m((AU B)x) é mensuravel,
sendo uma soma de func¢oes mensuraveis; sua integral é dada por:

[ maumymr=

m(Az)dm(m)—l—/ m(B;) dm(z)

m

=m(A) +m(B) =m(AU B).

m

Passo 3. Se A,B€C, BC A e B € limitado entao A\ B € C.

Como B é limitado entdao m(B) < +oo e m(B,) < 400, para todo
xz € IR™. Segue de (2.7.1) que By C A, e (A\ B), = Ay \ By, para todo
x € IR™; logo:

m((A \ B)oc) =m(4;) — m(By),

para todo x € IR™, provando que a fungao = m((A \ B)m) ¢ men-
suravel. Além do mais:

/ _m((4\B),) dm(a) = /  m(4,) dm(x) - / _ m(B,) dm(a)
= m(A) - m(B) =m(A\ B).

Passo 4. Se (A¥);>1 € uma seqiiéncia de elementos de C e se AF 7 A
entdo A € C.

Segue de (2.7.1) que A¥ ~ A,, para todo x € IR™; logo, pelo
Lema 1.4.48:

m(A,) = lim m(AF),

k—o00

para todo x € IR™. Segue que a fungdo x — m(A,) é mensuravel,
sendo um limite de funcoes mensuraveis. Pelo Teorema da Convergéncia
Monotoénica, temos:

/ m(A;)dm(z) = lim m(AF) dm(z) = lim m(A4%) =m(A).

k—oo Jpm k—o00

Passo 5. Se (AF)k>1 € uma seqiiéncia de elementos de C, At é limitado

e AF N\ A entdo A € C.

Como A! é limitado, temos m(A¥) < 400 e m(A¥) < +o0, para
todos k > 1 e x € IR™. Essa observagao permite demonstrar o passo 5
de forma andaloga a demonstracao do passo 4.

Passo 6. Se A, Be(C, AnNBeC eANB ¢ limitado entdo AU B € C.
Segue dos passos 2 e 3, observando que:

AUB=(A\B)UB= (A\(ANB))UB,
sendo que os conjuntos A\ (AN B) e B sao disjuntos.

Passo 7. Se By, ..., By sdo blocos retangulares (m + n)-dimensionais
entdo Ule B;eC.
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Usamos inducao em k. O caso kK = 1 segue do passo 1. Supo-
nha que a unido de qualquer colegao de k blocos retangulares (m + n)-
dimensionais pertence a C e sejam dados blocos retangulares (m + n)-
dimensionais By, ..., Bgy1. Como qualquer subconjunto de uma uniao
finita de blocos retangulares é sempre um conjunto limitado, em virtude
do passo 6, para mostrar que Ufjll B; = (U§:1 BZ-) U Bgy1 estd em C é

suficiente mostrar que (Uf:1 B;) N Byy1 estd em C. Mas:

k k
( U Bz) N BkJr]_ = U(Bz N Bk+1),
=1

i=1

sendo que B; N Bj41 é um bloco retangular (m + n)-dimensional para
i=1,..., k. Segue da hipdtese de indugdo que (Uf:1 Bl-) N B4+ € C.

Passo 8. Todo subconjunto aberto de IR™™ pertence a C.
Se U C IR™™ ¢ aberto entdo o Lema 1.4.23 nos permite escrever
U = ;2 Bi, onde cada B; ¢ um bloco retangular (m +n)-dimensional.
Definindo Ay = Ule B; entdao A, € C, pelo passo 7e A, S U. A
conclusao segue do passo 4.

Passo 9. Todo subconjunto de IR™™ de tipo G5 estd em C.
Seja Z C IR™™ um G§s. Assumimos inicialmente que Z ¢ limitado.
Seja (Uy)r>1 uma seqiiéncia de abertos de R™™ com Z = (,—, Uy, e
seja Up um aberto limitado de IR™*" que contém Z. Definindo:

k

A = ﬂUi>

=0

entdo Ay é um aberto limitado para todo k > 1 e A \, Z. Segue dos
passos b e 8 que Z € C.
Seja agora Z C IR™™ um G arbitrario. Temos que

Zy=Z Nk k™"

é um Gy limitado para todo k > 1 e portanto Z; € C, pelo que mostra-
mos acima. A conclusao segue do passo 4, ja que 2  Z.

Passo 10. A cole¢ao C coincide com a colecdo de todos os subconjuntos
Boreleanos de IR™™.

Seja A C IR™™ um Boreleano. Pelo Lema 1.4.28 existe um sub-
conjunto Z de IR™*" de tipo G5 com A C Z e m(Z \ A) = 0. Pelo Le-
ma 1.4.50, existe um subconjunto F de IR™*" de tipo Gs com Z\A C F
em(E) =m(Z\ A) =0. O passo 9 nos garante que E e Z estao em C.
Logo:

/ m(E,) dm(z) = m(E) = 0;
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como m(E,) > 0, para todo z, o resultado do Exercicio 2.18 implica que
m(E;) = 0 para quase todo x € IR™™". Como (Z\ A), C E,, para todo
x € IR™, segue que m((Z \ A)Z) = 0 para quase todo x € IR™. Temos
entao:
m(Z;) = m(A;) + m((Z \ A)z) =m(A,),

para quase todo x € IR™, ji que Z, é uniao disjunta de 4, e (Z\ A),,
para todo z. Vemos entdo que a fungoes z — m(Z;) e x — m(A,)
sao iguais quase sempre, o que implica que z — m(A,) é uma funcao
mensuravel pelo resultado do item (b) do Exercicio 2.7. Além do mais:

/ m(A,)dm(x) = / m(Z;)dm(z) = m(Z) = m(A),
provando que A € C. Isso completa a demonstragao. O

Se A é um subconjunto mensurdvel de IR™*" entao nao é verdade em
geral que as fatias verticais A, sdo mensuraveis para todo z € IR™; por
exemplo, se B é um subconjunto nao mensuravel de IR" entdo A = {0} x B
¢ um subconjunto mensuravel de IR™*" (com medida exterior nula), mas
a fatia Ag = B nao é mensuravel. No entanto, mostraremos abaixo que se
A é mensuravel entao quase todas as fatias A, de A sdo mensuraveis. Faz
sentido também entao considerar a integral em (2.7.3), tendo em mente a
seguinte convencao: se X é um subconjunto mensuravel de IR" e se f(z) é
uma expressao que faz sentido apenas para quase todo x € X entao escre-
vemos [y f(z)dm(z), entendendo que walores arbitrdrios de IR podem ser
atribuidos a expressao f(x) no conjunto de medida nula no qual ela nao esta
definida. Em vista do resultado do Exercicio 2.7 e do Corolario 2.4.11, essa
convengao define o simbolo [y f(z)dm(z) de forma inequivoca.

2.7.3. PROPOSICAO. Se A é um subconjunto mensurdvel de IR™™™ entdo
para quase todo x € IR™ a fatia vertical A, € um subconjunto mensurdvel

de R", a func¢ao x — m(A;) é mensurdvel e a medida de A é dada pela
igualdade (2.7.3).

DEMONSTRAGAO. Basta repetir os argumentos da demonstragao do pas-
so 10 do Lema 2.7.2; a tnica diferenca é que nao sabemos a priori que as
fatias de A sdo mensurdveis. Mas sabemos que F, tem medida nula para
quase todo x € IR™ e portanto (Z \ A); é mensuravel e tem medida nula
para quase todo x € IR™; como:

Ay =Z: \(Z\ A)y,
segue que também A, é mensuravel para quase todo x € IR™. O
Observamos que se X é um subconjunto mensuravel de IR™ e se Y é um

subconjunto mensuravel de IR"™ entao X X Y é um subconjunto mensuravel
de R™*™ (veja Exercicio 1.30).

2.7.4. TEOREMA (FubiniiI‘onelli). Sejam X C IR™, Y C IR"™ conjuntos
mensurdveis e f: X XY — IR uma fun¢do quase integrdavel. Entao:
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e para quase todo x € X, a funcio Y > y — f(x,y) € IR € quase
integravel;

e a fungio x — [ f(z,y)dm(y) € IR ¢ quase integrdvel;
e vale a igualdade:

/X (/Yf(x,y) dm(y)> dm(z) = /XXY F(z,y) dm(z, y).

DEMONSTRACGAO. Dividimos a demonstracéo em itens.

e O teorema wvale se f € simples, mensurdvel e ndo negativa.
Podemos escrever f = Ele CiX 4i» com ¢; € [0,400] e A* um sub-

conjunto mensuravel de X x Y, parai=1,...,k. Note que, se z € X,
temos:
k
(2.7.4) flay) = eix ()
i=1

para todo y € Y. Pela Proposicao 2.7.3, existe para cada i = 1,..., k
um conjunto de medida nula N; C IR™ tal que A’ é mensuravel para
todo z € IR™\ N;. Dai N = [J¥_, N; tem medida nula e segue de (2.7.4)

que para x € IR™\ N, a fungao y — f(z,y) é mensurdvel e sua integral
é dada por:

| i) = [ Zczxm <y>:§;cz-m<A;>.

Logo:

| (] s aniy) am) = [ mgcim(A;)dm(x) _gcm(/u‘)

o O teorema vale se f é mensurdvel e ndo negativa.

Seja (fr)k>1 uma seqiiéncias de fungdes fr : X x Y — [0, +o0]
simples e mensuraveis com fr  f. Seja N C IR™ um conjunto de
medida nula tal que a fungdo y — fi(z,y) é mensurdvel para todo
z € X \ Ni. Dai N = J;2; Ni tem medida nula e a funcao:

Ysyr— f(z,y) = klg)(r)lo fr(z,y) €0, +oc]

é mensuravel para todo z € X \ N. Pelo Teorema da Convergéncia
Monoto6nica, temos:

| ) = fin [ fila.) dmi).
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para todo x € X \ N. Logo a funcio = — [, f(x,y)dm(y) é mensuravel
e, usando novamente o Teorema da Convergéncia Monotonica, obtemos:

[ ([ sty am) ame) = gim [ ([ it ame)) )
= lim fe(@,y) dm(z,y) _/ f(z,y)dm(z,y).

k—oo Jxxy XxY

e O teorema vale se f € quase integrdvel.
Como f* e f~ sao funcdes mensurdveis nao negativas, temos:

ers) [ ([ resane)dne@ = [ ) dn.y).
1o [ ([ r@an)dn@ = [ 5 @) dng.y).

Como f é quase integravel, temos que fT é integrdvel ou f~ é integravel;
para fixar as idéias, vamos supor que [ xxy Jdm < +o0. Tendo em
mente o resultado do Exercicio 2.16, segue de (2.7.6) que:

/ £~ () dm(y) < +o0,
Y

para quase todo z € X. Segue que a funcao y — f(x,y) é quase
integravel para quase todo z € X; além do mais, de (2.7.5) e (2.7.6)
vem:

fz,y)dm(y) ) dm(z) = f(@,y)dm(y) ) dm(z)
L. Jamio) = [ (f )
- [ ([ 1 @ dmiy) dmia)

:/ f+(x,y)dm(x,y)—/ [ (z,y) dm(z, y)
XxY

XxY

- / f(z,y) dm(z,y). O
XxXY

Seja o : {1,...,m+n} — {1,...,m + n} uma aplicagdo bijetora (i.e.,
uma permutacdo de m + n elementos) e considere o isomorfismo linear o de
IR™*™ definido por:

8(21, oo 7Zm+n) - (Za'(l)7 cety Zo’(m+n))’

para todo (z1, ..., Zmin) € IR™T™. Segue do resultado do Exercicio 1.11 que
o preserva medida, i.e., m(E_I(A)) = m(A), para todo subconjunto men-
suravel A de IR (veja Definigao 2.1). Pelo resultado do Exercicio 2.14,
uma funcdo f : IR™ — IR é quase integravel se e somente se f oG é quase
integravel e, nesse caso, as integrais de f e f oo coincidem. Em vista dessas
observacoes, temos o seguinte:



2.7. O TEOREMA DE FUBINI EM R"™ 80

2.7.5. COILOLARIO. Sejam X C IR™, Y C IR" conjuntos mensurdveis e
f: X xY = IR uma funcdo quase integrdvel. Entao:

e para quase todo y € Y, a funcdo X > x — f(x,y) € IR é quase
integravel;

e a fungio y — [y f(z,y)dm(z) € R € quase integrdvel;

e vale a igualdade:

/Y (/X flzy) dm(m)) dm(y) = /Xxy f(z,y)dm(z,y)

= [ ([ ) am)) dm(o).

DEMONSTRAGAO. Considere a permutacao o de m + n elementos dada
por:
. n+1i sel<i<m,
o(i) =14 .
i1—m, sem+1<i<m+n,

de modo que:

6(y1>"'7yn7$11"'7xm):(xla"wanylw"?yn)a
para todos z € IR™, y € IR". Temos que:
X xY)=Y x X CR"x R"= R™™".

Em vista das observagoes que precedem o enunciado do corolario, temos que
for|lyxx : Y x X — IR é quase integrdvel e tem a mesma integral que f. A
conclusao é obtida aplicando o Teorema 2.7.4 & funcao f ooy xx, trocando
os papéis de m e n. O

E possivel que uma fungao mensuravel f XxY — E seja tal que as in-

tegrais iteradas [y ( [y f(z,y)dm(y)) dm(z) e [, ( [y f(z,y) dm(z)) dm(y)
sejam ambas bem-definidas, porém dlstlntas em vista do Corolario 2.7.5,

isso somente é possivel quando a fungao f nao é quase integravel.

2.7.6. EXEMPLO. Seja (a;j)i,j>1 uma seqiiéncia dupla de nimeros reais
tal que as séries:

o0 oo
(2.7.7) dai, i=12..., > ay j=12,...,
j=1 i=1
oo o (o) (o)
(2.7.8) Z (Z%j), (Zaij)v
i=1 j=1 j=1 i=1

sao todas absolutamente convergentes, mas:

Z(Z%HZ(Z%)

=1 j=1
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Tome, por exemplo:

1, se i =j,
a;; =4 —1, set+1=j,
0, caso contrario,

de modo que todas as séries em (2.7.7) e (2.7.8) tém apenas um ntmero
finito de termos nao nulos e:

S (Sw) =0 S (Sw) -1
=1 j=1 j=1 =1
Considere a fungao f : [0, +o0[ x [0, 4+00[ — IR definida por:

[ee]
F= 2 5 X et

ij=1
ou seja, a restricao de f ao retangulo [i — 1,4[ x [j — 1, j[ é igual a a;j, para
todos 7,7 > 1. Fixado z € [0, +00[ entao:

f(xay) = Zalj X[jfld[(y)a
7j=1

para todo y € [0,+oc[, onde i > 1 é tal que z € [i — 1,i[. Como a série
Z;’il ai; € absolutamente convergente, segue do resultado do Exercicio 2.23
que a funcao y — f(x,y) é integravel e:

+o00 i~
[t dn) = Y
dai:
+o0 00 00
| remant) = 32 () (a),
=1 j=1
para todo x € [0,+oc[. Como a série > .2, (Zj’;l aij) é absolutamente

convergente, usando novamente o resultado do Exercicio 2.23, concluimos
que a funcao r f0+oo f(z,y) dm(y) é integravel e:

/OJroo </0-+Oo f(z,y) dm(y)) dm(z) = ; <§azj>-
De modo andlogo, mostra-se que:
+00 +oo o w
/0 </0 f(z,y) dm(x)) dm(y) = jz::l (;%),

e portanto:

/0+°o ( /O " ) dm(y) ) dm(x) # /0 +oo ( /0+<>° f(z,y) dm(z) ) dm(y).
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Exercicios para o Capitulo 2

Funcgoes Mensuraveis.

ExERcicio 2.1. Sejam (X, .A), (X', A") espagos mensurdveis arbitrarios.
Mostre que toda fungao constante f : X — X’ é mensuravel.

ExERcicio 2.2. Sejam X um conjunto e Y C X um subconjunto. Se C
é um conjunto de geradores para uma o-dlgebra A de partes de X, mostre
que o conjunto:

Cly={ENnY:EcC}
é um conjunto de geradores para a o-adlgebra Aly de partes de Y; em
simbolos:
o[Clly = o[Cly]-

EXERCICIO 2.3. Mostre que B(IR)|r = B(IR).

EXERCicIO 2.4. Mostre que os intervalos [—oo,¢|, ¢ € IR, constituem
um conjunto de geradores para a o-dlgebra de Borel de IR.

EXERCiCIO 2.5. Seja (X,.A) um espaco mensuravel e sejam f: X — IR,
g : X — IR fungoes mensurdveis. Mostre que o conjunto:

{reX: f(x)=g(x)}
é mensuravel.
EXERCicIO 2.6. Mostre que a funcdo f : IR? — IR definida por:

cos%, sey > 1,
flz,y) = Yoo by, se -1 <y <1,

XQ(x+y)7 Seyﬁ _]-7
¢é Borel mensuravel.
ExERrcicio 2.7. Sejam X C IR™ um subconjunto mensurdvel e (X', A’)
um espaco mensurdvel. Dada uma funcao f: X — X', mostre que:
(a) se existe X7 C X tal que X \ X; tem medida nula e tal que f|x, ¢
mensuravel entao f é mensuravel;
(b) se f é mensurdvel e se g : X — X’ é igual a f quase sempre entao
g também é mensuravel;
(c) se (fx)k>1 ¢ uma seqiiéncia de fungdes mensurdveis fi : X — IR e
se fu — g q.s. entdo g : X — IR também é mensuravel.
EXERCICIO 2.8. Denote por 7 : IR™" — IR™ a projecao nas m primei-
ras coordenadas. Mostre que a funcgao:

r s (R, M(R™™)) —s (R™, M(R™)),
¢ mensuravel (note que nao estamos seguindo a convencao 2.1.3).

ExERcicIio 2.9. Seja f : X — IR"™ uma fung¢ao definida num subconjunto
X de IR™. Recorde que o grdfico de f é o conjunto:

(2.7.9) gr(f) ={(z, f(z)) rz € X} C ™™,

Mostre que:
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e se X é Boreleano e f é Borel mensuravel entao gr(f) é Boreleano;
e se X é mensuravel e f é mensuravel entdo gr(f) é mensuravel.

Definicao da Integral.

EXERCICIO 2.10. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e f : X — IR
uma fun¢do mensuravel. Mostre que:

(a) f é integravel se e somente se |f| é integrével,
(b) se f é quase integravel entao:

]/deu\</X|f|du-

EXERCICIO 2.11. Seja (X, A, ) um espago de medida e seja (f5)r>1 uma
seqiiéncia de fungdes mensurdveis fi, : X — [0, +00]. Se f(z) = > 70, fr(2),

mostre que:
fau=3" [ fean
fram=2 ),

ExXERcicIO 2.12. Seja (X, A, 1) um espago de medida. Dada uma fungao
mensuravel f : X — [0,+00], mostre que a aplicagdo vy : A — [0, 400
definida por:

u(B) = [ Fan Bea

é uma medida (a medida vy é chamada a integral indefinida de f e é denotada
por vy = [ fdp).

EXERCICIO 2.13. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e f : X — IR
uma funcao quase integravel. Mostre que:

(a) se (Ag)k>1 ¢ uma seqiiéncia de conjuntos mensuraveis dois a dois
disjuntos e se A = J,—; Ax entdo:

ad def . 4
fau=Y [ £ fim f dus
Jrom=d, ron iy

(b) se (Ag)k>1 é uma seqiiéncia de conjuntos mensurdveis e A, ' A
entao:
(2.7.10) / fdp = lim fdu;
A k—o0 Ay
(c) se (Ag)r>1 é uma seqiiéncia de conjuntos mensurdveis, A, \, A e
se f|a, ¢ integravel entdo vale a igualdade (2.7.10).

DEFINIGAO 2.1. Sejam (X, A, u) e (X', A, 1) espacos de medida. Di-
zemos que uma funcao ¢ : X — X’ preserva medida se ¢ é mensuravel e se
(¢~ 1(A)) = 1/ (A), para todo A € A'.

ExERciciO 2.14. Sejam (X, A, p) e (X', A, i) espagos de medida e seja
¢ : X — X’ uma funcao que preserva medida. Dada uma funcao mensuravel
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f: X' = IR, mostre que f é quase integravel se e somente se f o ¢ é quase

integravel e, nesse caso:
| raw=[ fooan
X X

DEFINIGAO 2.2. Seja X um conjunto. A aplicacao p : p(X) — [0, +o0]
definida por:

u(E) = nimero de elementos do conjunto £, E C X,

é chamada a medida de contagem.

ExERcicio 2.15. Seja X o conjunto dos nimeros inteiros positivos e seja
i p(X) — [0,+00] a medida de contagem. Mostre que:

e dada uma funcao f: X — [0, +0o0] entao:

(2.7.11) /deu:Zf(n);

e uma funcdo f : X — IR é integrdvel se e somente se a série
Y02, f(n) é absolutamente convergente e nesse caso vale a identi-
dade (2.7.11).

EXERCICIO 2.16. Sejam (X, A, x) um espaco de medida e f : X — IR
uma funcao quase integravel. Mostre que:

e se fX fdu < 400 entao f(x) < 400 para quase todo = € X;;
e se fX fdu > —o0 entado f(x) > —oo para quase todo x € X;
e se f ¢ integrével entao f(z) € IR para quase todo z € X.

EXE@I’CIO 2.17. Sejam (X, A, u) um espago de medida e f : X — IR,
g : X — IR fungoes mensuraveis, com g quase integravel. Mostre que:

ese [ygdy > —oco e f > g q.s. entdo f é quase integrével e

fxfd:u> — 005
ese [ygdu < 400 e f < g q.s. entdo f é quase integravel e
Jx fdp < +oo;

e se g é integrdvel e |f| < g q.s. entdo f é integravel.

ExERciciO 2.18. Seja (X, A, ) um espago de medida. Dada uma fungao
mensuravel f: X — [0, 4+o00], mostre que fX fdu =0 se e somente se f =0
quase sempre.

EXERCciciO 2.19. Seja (X, A, u) um espaco de medida. Dadas fungoes
integraveis f: X — IR, g : X — IR tais que f < g e:

/deu=/xgdu,

mostre que f = g quase sempre.
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EXERCICIO 2.20. Sejam (X, A, ) um espaco de medida e f : X — IR
uma funcao integravel. Mostre que para todo £ > 0 existe um § > 0 tal que
para todo conjunto mensuravel A € A com p(A) < ¢ temos:

‘/Afdu‘ <e.

ExXERcicio 2.21. Seja f : I — IR uma funcio integravel definida num
intervalo I C IR. Fixado tg € I, considere a funcao F': I — IR definida por:

F(t) = /ttfdm,

0
para todo t € I. Mostre que:
(a) F é continua;
(b) dado € > 0, existe & > 0 tal que dados n > 1 e intervalos abertos
dois a dois disjuntos |z;,y;[ C I, i=1,...,n, entdo:

Zyi—ﬂfi <5:>Z|F(yi) — F(zi)| <&
i=1 i=1

(c) se f é limitada entao F' é Lipschitziana com constante de Lipschitz

igual a super | f(t)];
(d) (teorema fundamental do cdlculo) se f é continua num ponto t € I

entdo F' é derivavel no ponto t e F'(t) = f(t);
(e) se f é continua e G : I — IR é uma primitiva qualquer de f (i.e.,

G’ = f) entao:

/b fdm = G(b) - G(a),

para todos a,b € I.

EXERcIcIO 2.22. (integrag¢ao por partes) Se f : [a,b] = R, g : [a,b] = IR
sdo funcoes de classe C', mostre que:

b b
/ f(@)d (@) dm(z) = F(b)g(b) — F(a)gla) — / £'()g(x) dm(z).

Teoremas de Convergéncia.

EXERCICIO 2.23. Sejam (X, A, 1) um espago de medida e (f;)g>1 uma
seqiiéncia de fungoes integraveis fi : X — IR tal que:

Z/ | fil dpp < +o0.
k=1"%X

Mostre que:

e a série Y po, fr(z) é absolutamente convergente para quase todo
z € X,
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e se f: X — IR é uma fungao mensurdvel tal que f =Y 77, fi q.s.
entao f é integravel e:

Af@=§ﬂﬁ@eﬂ

ExXERciciO 2.24. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e f : X — IR
uma funcao integravel. Mostre que para todo € > 0 existe uma funcgao
simples integravel ¢ : X — IR tal que:

/If—¢|du<€-
X

ExERcicio 2.25. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida, (Ag)r>1 uma
seqiiéncia de subconjuntos mensurdveis de X e f : X — IR uma fungao
quase integravel. Assuma que para todo x € X o conjunto:

{k >l:x¢ Ak}
¢ finito. Mostre que:

/ fdu = lim fdu.
X Ay

k—o00

ExERcicio 2.26. Seja f : IR — IR uma fungio integravel. Mostre que
as fungoes:

a(t) = /R f() cos(tx) dm(z),  ga(t) = /R f(x)sen(tz) dm(z),
sao continuas e que:

lim ¢1(¢t) =0, lim go(t) =0.

t—*+oo t—=o0

Exercicio 2.27. Considere a funcao ¢ : IR — IR definida por:

o(t) = /B e~ cos(tz) dm(z),

para todo t € IR.

(a) Mostre que ¢ é derivavel e que:

#(0) =3 o(0)

para todo t € IR.
2
(b) Mostre que ¢(t) = ce™ 1, para todo t € IR, onde:

(2.7.12) C:/Re_IQ dm(z).

No Exercicio 3.5 pediremos ao leitor para calcular explicitamente a in-
tegral em (2.7.12).
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ExEercicio 2.28. Considere a fungao ¢ : |0, +oo[ — IR definida por:

ww:;ﬁ+me4x%“$dm@m

X

para todo ¢t > 0.
(a) Mostre que ¢ é derivavel e que ¢'(t) = —
(b) Mostre que lim;—, 1o ¢(t) = 0.

)
(c) Conclua que ¢(t) = § — arctant, para todo ¢t > 0.
(d) Usando integragao por partes, verifique que:

#, para todo ¢ > 0.

1 +oo 1 t
o(t) = / e—te ST dm(z) + e cosl — / cosz e +2 < dm(z),
0 x 1 x

para todo t > 0.
(e) Mostre que:

400
limo() =0 7 =7
onde f : [0,4+00[ — IR é definida por f(z) = *2% parax > 0 e
f(0)=1.
O Teorema de Fubini em IR".

ExERrcicio 2.29. Seja f : X — IR™ uma func¢ao definida num subcon-
junto X de IR™. Mostre que se o gréfico de f (recorde (2.7.9)) é mensurédvel
entdao m(gr(f)) = 0.

ExERrcicio 2.30. Sejam X C IR™, Y C IR™ conjuntos mensurdveis e
f: X = IR, g:Y — IR funcoes integraveis. Mostre que a funcio:

X XY 3 (z,y) — flx)g(y) € R

é integravel e que sua integral é dada por:

‘Awﬂ)(mey t/ﬂm /gwq

ExERrcicio 2.31. Seja A, o simplexo padrao n-dimensional definido por:

An:{(xl,..., € [0, +oo[" legl}

(a) Mostre que A,, é mensuravel para todo n > 1.
(b) Se a, = m(A,), mostre que:

1
an = an_l/ (1—t)"tdm(¢),
0

para todo n > 1.
(c) Determine m(A,,).

™



CAPITULO 3

O Teorema de Mudanca de Variaveis para
Integrais de Lebesgue

3.1. O Efeito de Aplicagoes Lipschitzianas sobre a Medida de
Lebesgue

3.1.1. NoTAgAO. Dado z € IR™, escrevemos:
[#]loo = max {|z] :i=1,...,n},
e para z,y € IR", escrevemos:
doo(2,y) = ||# — ylloo = max {|z; —y;| :i=1,...,n}.

Claramente se B é um cubo n-dimensional com aresta a (veja Defi-
nicao 1.4.22) entao deo(x,y) < a, para todos x,y € B. Provamos agora a
seguinte reciproca para essa afirmacao:

3.1.2. LEMA. Sejam A C IR" e a > 0 tais que d(z,y) < a, para todos
x,y € A. Entdo A estd contido em um cubo n-dimensional de aresta a; em
particular:

m*(4) < a”.

DEMONSTRAGAO. Se A é vazio, nao hd nada para se mostrar. Senao,
seja m; : IR™ — IR a projecao sobre a i-ésima coordenada e considere o
conjunto A; = m;(A). Temos |t — s| < a, para todos t,s € A; e portanto
sup A; — inf A; < a; se a; = inf A;, segue que:

Ai C [ai, a; + a]

e portanto:
n n
ACHAZ-CH[ai,ai—Fa]. O
i=1 i=1

3.1.3. DEFINIGAO. Seja ¢ : X — IR"™ uma fungao definida num subcon-
junto X de IR™. Dizemos que ¢ é Lipschitziana se existe uma constante
k > 0 tal que:

doo (¢(), 6(y)) < kdoo(z,y),

para todos z,y € X. A constante k é dita uma constante de Lipschitz para
a fungao ¢.

Claramente toda funcao Lipschitziana é (uniformemente) continua.

88
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3.1.4. LEMA. Seja A um subconjunto de IR". Dado ¢ > 0, existe um
conjunto enumerdvel R de cubos n-dimensionais tal que A C Jgep B e

> per |Bl <m*(A) +e.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 1.4.12 existe um aberto U em IR™ conten-
do A tal que m(U) < m*(A) + € e pelo Lema 1.4.23 existe um conjunto
enumeravel R de cubos n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos
tal que U = (Jger B. Dai:

Z |IB| =m(U) <m*(A) +e¢. O
BeR

3.1.5. PROPOSIGAO. Seja ¢ : X — IR™ uma fungao Lipschitziana com
constante de Lipschitz k > 0, onde X € um subconjunto de IR"™. Entao, para
todo subconjunto A de X, temos:

m*(6(A)) < k"m*(A).

DEMONSTRAGAO. Dado e > 0 entao, pelo Lema 3.1.4 existe um conjunto
enumeravel R de cubos n-dimensionais tal que A C (Jgcr B e:

(3.1.1) > Bl <m*(A) +e.
BeR
Dai ¢(A) C Uger (BN X) e portanto:
(3.1.2) m*(¢(4)) < > m*(¢(BNX)).
BeR

Fixado um cubo B € R entao, se a denota a aresta de B, temos:

doo (9(2), $(y)) < k doo(,y) < ka,
para todos z,y € BN X. Segue do Lema 3.1.2 que:
(3.1.3) m*(¢(BN X)) < (ka)" = k"|B.
De (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3) vem:
m*(¢(A)) < k"> |B| < K" (m*(A) +¢).
BeR

A conclusao segue fazendo € — 0. O

3.1.6. COROLARIO. Se ¢ : X — IR"™ é uma funcao Lipschitziana definida

num subconjunto X de IR" entao ¢ leva subconjuntos de X de medida nula
em subconjuntos de medida nula de IR™. O

3.1.7. OBSERVAQAO. Recorde que toda aplicacao linear T : IR™ — IR™
¢é Lipschitziana. Mais explicitamente, se a norma da aplicagao linear T é
definida por:
(3.1.4) 1T = sup [|T(2)]|oc,

llzlloo<1

entao:
1T(2) oo < [IT[[l|[loo,
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para todo x € IR™, donde segue facilmente que ||T'|| é uma constante de
Lipschitz para T'. A finitude do supremo em (3.1.4) segue, por exemplo, do
fato que a aplicacao = — || T(z)||o ¢ continua e a bola {z : [|z[s < 1} ¢
compacta.

3.1.8. COROLARIO. Uma aplicagio linear de IR™ em IR™ leva subconjun-
tos de medida nula de IR™ em subconjuntos de medida nula de IR™.

DEMONSTRAGAO. Segue do Corolario 3.1.6 e da Observagao 3.1.7. O

3.1.9. CoROLARIO. Todo subespaco vetorial préprio de IR™ tem medida
nula.

DEMONSTRAGAO. Se V é um subespaco vetorial préprio de IR"™ entao
existe uma aplicacdo linear T': IR" — IR™ tal que T(IR"™! x {0}) = V; de
fato, podemos escolher uma aplicagao linear T que leva os n — 1 primeiros
vetores da base candnica de IR™ sobre uma base qualquer de V' (note que
dim(V) <n—1). A conclusao segue do Corolario 1.4.7 e do Corolario 3.1.8.

O

3.1.10. DEFINIGAO. Uma fungdo ¢ : X — IR™ definida num subcon-
junto X de IR™ é dita localmente Lipschitziana se todo x € X possui uma
vizinhanga V em IR™ tal que a fungao ¢|ynx é Lipschitziana.

3.1.11. PROPOSICAO. Se ¢ : X — IR™ é uma funcdo localmente Lips-
chitziana definida num subconjunto X de IR"™ entdo ¢ leva subconjuntos de
X de medida nula em subconjuntos de medida nula de IR".

DEMONSTRAGAO. Para cada x € X seja U, um aberto em IR" contendo
x tal que a restricao de ¢ a U, N X seja Lipschitziana. A cobertura aberta
X C U,ex Uz possui uma subcobertura enumerdvel X C (72, U,,. Agora,
dado qualquer subconjunto A de X com m(A) = 0, segue do Corolério 3.1.6
que:
m(p(Uy, NA)) =0,

para todo i. A conclusao é obtida agora da igualdade:
o(4) = |J ¢(Us, N 4). R
i=1

3.1.12. PROPOSIGAO. Seja ¢ : X — IR™ uma funcao localmente Lips-
chitziana definida num subconjunto X de IR™. Entdo, para todo subconjunto
mensurdvel A de IR" contido em X, temos que ¢p(A) € mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Como A é mensuravel, pelo Corolario 1.4.31, existe
um subconjunto W de IR™ de tipo F, com W C A e m(A\ W) = 0; temos
entdo que A = W U N, onde W é um F, e N = A\ W tem medida
nula. Como ¢ é localmente Lipschitziana entao ¢ é localmente continua e
portanto continua; dai ¢ leva compactos em compactos. Como W é uma
uniao enumeravel de fechados e todo fechado é uma uniao enumeravel de
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compactos, segue que W é uma uniao enumeravel de compactos; portanto
também ¢(W) é uma unido enumerével de compactos. Temos entao:

¢(A) = (W) U o(N),

onde ¢p(W) é um F;, e ¢(N) (é mensuravel e) tem medida nula, pela Propo-
sicao 3.1.11. O

3.1.13. COROLARIO. Se T : IR"™ — IR"™ é uma aplicacdo linear entio T
leva subconjuntos mensurdveis de IR"™ em subconjuntos mensurdveis de IR™.

DEMONSTRAGAO. Segue da Observacao 3.1.7 e da Proposicao 3.1.12.
O

3.2. O Efeito de Aplicagoes Lineares sobre a Medida de Lebesgue

O objetivo desta secao é provar o seguinte:

3.2.1. TEOREMA. Seja T : IR™ — IR"™ uma aplicagao linear. Para todo
subconjunto mensurdvel A de IR™ temos que T(A) é mensurdvel e:

(3.2.1) m(T(A)) = |det T|m(A).

Em (3.2.1) denotamos por detT" o determinante de T, ou seja, o deter-
minante da matriz que representa 1" na base canonica de IR"™. No que segue,
sempre identificaremos aplicacdes lineares de IR™ em IR"™ com as respectivas
matrizes n X m que as representam com respeito as bases candénicas.

O restante da secao é dedicado a demonstragao do Teorema 3.2.1. No-
te que a mensurabilidade de T'(A) ja é garantida pelo Corolario 3.1.13.
Note também que se T nao é inversivel entao o Teorema 3.2.1 segue do
Corolario 3.1.9, j& que a imagem de T é um subespaco préprio de IR" e
detT = 0. Se T é inversivel, a estratégia da prova do Teorema 3.2.1 é a
seguinte. Inicialmente, observamos que se 11 : IR" — IR" e Tb : IR™ — IR"
s@o aplicagoes lineares tais que a igualdade (3.2.1) vale para T' = T} e para
T = T3, para todo subconjunto mensuravel A de IR", entao a igualdade
(3.2.1) também vale para T = T1T»; de fato, dado A C IR™ mensurével,
temos:

m((Tng)(A)) = | det Tl‘ m(Tg(A)) = ‘ det T1’ | det T2| m(A)
= |det(T1T2)| m(A).
A seguir, selecionamos alguns tipos de aplicacoes lineares que chamaremos de
elementares; mostraremos entao que a igualdade (3.2.1) vale para aplicagoes

lineares elementares e que toda aplicacao linear inversivel pode ser escrita
como um produto de aplicagoes lineares elementares.

3.2.2. DEFINIGAO. Uma aplicacdo linear E : IR™ — IR™ é dita elementar
quando é de um dos seguintes tipos:

tipo 1. E =1L, ., onde ¢, =1,...,n sao distintos, c € IR e:

(3.2.2) Lijic(xt, .. @iy ooy @y o) = (X150, T+ CTjy oo, Ty oo, Tp)5
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tipo 2. E=0,onde o :{1,...,n} — {1,...,n} é uma bijegao e:

(3.2.3) (1,5 %0) = (To(1) -+ -5 Ta(n));

tipo 3. E=D),onde A = (A1,...,\,) ER", \; #O0parai=1,...,ne:
(3.2.4) Dy(x1,...,2n) = (MZ1, ..., Anp).

Obviamente as expressoes (3.2.2), (3.2.3) e (3.2.4) definem isomorfismos
lineares de IR™; em (3.2.2) escrevemos a definicao de L; j,. assumindo que
i < j, mas obviamente uma férmula andloga define L;;.. se i > j. O
efeito da multiplicacdo a esquerda de uma matriz 7" por uma matriz que
representa uma aplicacao linear elementar E nos déd o que chamamos de
uma transformacao elementar de matrizes; mais explicitamente, se 1" é uma
matriz n X n cujas linhas sao vetores f1,...,¥¢, € IR" e se E é uma aplicagao
linear elementar entao ET é a matriz cujas linhas sao:

o /1,...,¢; —I—ng,. . .,éj,...,én, se ' = L; j.;
® Uy1), s lo(n), S€ B =05
o )\161, e ,)\nfn, se F = D)\.
As transformacOes elementares de matrizes associadas a multicacdo a es-
querda por uma aplicacao elementar de tipos 1, 2 e 3 serao respectivamente
chamadas de transformacgoes elementares de tipos 1, 2 e 3.
O seguinte resultado é padrao em textos elementares de Algebra Linear.

3.2.3. LEMA. Se T : IR® — IR™ é uma aplicacdo linear inversivel entdo
existe uma sequéncia finita de transformacoes elementares de matrizes que
leva T' até a matriz identidade.

DEMONSTRAGAO. Fazemos uma descricao sucinta do algoritmo que é
conhecido como escalonamento de matrizes. Em primeiro lugar, como T
¢é inversivel entao algum elemento da primeira coluna de 7' é nao nulo; re-
alizando uma transformacao elementar de tipo 2, podemos assumir que o
elemento 771 é nao nulo e depois realizando uma transformacao elementar
de tipo 3 podemos assumir que 777 = 1. Agora, uma seqiiéncia de n — 1
transformacoes elementares de tipo 1 nos permite anular os elementos 7},
com j = 2,...,n. Nesse ponto, a primeira coluna de 7' coincide com o
primeiro vetor da base canonica de IR™; dai a submatriz de T obtida remo-
vendo a primeira linha e a primeira coluna é inversivel e podemos portanto
repetir o algoritmo recursivamente na mesma. Obteremos entao uma matriz
T triangular superior em que todos os elementos da diagonal sao iguais a 1.
Podemos agora realizar uma seqiiéncia de @ transformagoes elementa-
res de tipo 1 para anular os elementos de T' que estao acima da diagonal,
obtendo assim a matriz identidade. O

3.2.4. COROLARIO. Toda aplicacao linear inversivel T : IR™ — IR™ é um
produto de aplicacdes lineares elementares.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 3.2.3 que existem aplicacoes lineares
elementares F1, ..., E; de modo que Fy --- E}T é igual a matriz identidade.
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Dai T' = E}; L. ‘BT LA conclusio segue da observacio simples de que a
inversa de uma aplicagao linear elementar é novamente uma aplicagao linear
elementar (de mesmo tipo). O

Em vista do Corolario 3.2.4 e das observagoes feitas anteriormente nesta
se¢do, temos que a demonstragao do Teorema 3.2.1 ficard concluida assim
que demonstrarmos o seguinte:

3.2.5. LEMA. Se T : IR™ — IR"™ ¢ uma aplicacdo linear elementar entdo
a igualdade (3.2.1) vale para todo subconjunto mensurdvel A de IR™.

DEMONSTRAGAO. Se T é de tipo 2 ou 3 entao a tese do lema segue
respectivamente dos resultados dos Exercicios 1.11 e 1.12 (note que as apli-
cagoes lineares elementares de tipo 2 tem determinante igual a £1). Resta
entao considerar o caso em que 1" é uma aplicacao linear elementar de tipo 1.
E f4cil verificar que se o : {1,....,n} = {1,...,n} é uma bijegao entao:

~—1 ~
0 Lijic0 = Lo(i) o(j)er

para todos ¢,7 = 1,...,n distintos e todo ¢ € IR. Podemos entao reduzir a
demonstragao do lema apenas ao caso em que 7' = Ly 1., ¢ € IR. No que
segue, identificamos IR"™ com o produto IR"~! x IR e usamos a notacdo da
Secao 2.7; a aplicacao T escreve-se na forma:

T(z,y) = (x,y +cx1), x€ R, y € IR.

Dado A C IR" entdo para todo z € IR" !, a fatia vertical T(A), do conjunto
T(A) coincide com a translacdo A, + czy da fatia vertical A, de A. Se A é
mensuravel, temos que T(A) também é mensuravel (vide Corolério 3.1.13);
segue entao da Proposigao 2.7.3 que:

m(T(A)) = /}R  m(T(A)) dm(x) = / m(Ay + czr) dm()

Rnfl
_ / m(A,) dm(z) = m(A),
anl

onde na terceira igualdade usamos o Lema 1.4.10. Como T é uma matriz
triangular com elementos da diagonal iguais a 1, temos que detT = 1 e
portanto a igualdade (3.2.1) fica demonstrada. O

3.3. O Teorema de Mudanca de Variaveis

Nesta secao ndés provaremos o Teorema de Mudanca de Variaveis para
integais de Lebesgue em IR™. Para um entendimento completo do conteido
desta segao serao necessarios alguns conhecimentos bésicos de Calculo no
IR"™, sobre os quais fazemos uma rapida revisao na Segao 3.4.

O enunciado do teorema é o seguinte:

3.3.1. TEOREMA (mudanga de varidveis). Seja ¢ : U — IR™ uma apli-
cagdo injetora de classe C' definida num subconjunto aberto U de IR™; su-
ponha que a diferencial d¢(x) € um isomorfismo de IR™, para todo x € U.
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Dados um conjunto mensurdvel A C IR"™ contido em U e uma fungao men-
suravel f: ¢(A) — IR entao:

e 0 conjunto ¢(A) é mensurdvel;

e a funcdo:

(3.3.1) Asy+— f(o(y)) |detdo(y)| € R

€ mensurdvel;
e a fungao f € quase integrdvel se e somente se a fun¢do (3.3.1) €
quase integravel e, nesse caso, vale a igualdade:

(33.2) /(b @ dnG) = /A £(6(v)) | det dg(y)| dm(y).

Note que, pelo Teorema da Funcao Inversa (Teorema 3.4.7), as hipéteses
sobre ¢ no enunciado do Teorema 3.3.1 sao equivalentes a condicao de que
o(U) seja aberto em IR™ e que ¢ : U — ¢(U) seja um difeomorfismo
C'. Note também que a mensurabilidade de ¢(A) é garantida pela Pro-
posicao 3.1.12; ja que ¢ : U — IR™ é uma fungao localmente Lipschitziana
(veja Corolério 3.4.5).

Para demonstrar o Teorema 3.3.1, precisamos de alguns lemas prepa-
ratorios.

3.3.2. LEMA. Seja ¢ : U — IR™ uma funcdo de classe C' num aberto
U C IR™ e suponha que a diferencial d¢(z) é um isomorfismo de IR™, para
todo x € U. Entao, para todo subconjunto mensurdvel E de IR™ temos que
¢~ (E) é mensurdvel; em outras palavras, a fungdo:

¢+ (U M(R")|y) — (R", M(IR"))
€ mensuravel.
DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema da Fungao Inversa (Teorema 3.4.7), ca-
da x € U possui uma vizinhanga aberta U, contida em U tal que ¢(U,)
é aberto em IR" e ¢|y, : Uy — ¢(Uy) é um difeomorfismo C'. Dai a

funcao ¥, = (¢|y,)~! : ¢(Us) — U, é localmente Lipschitziana (veja Co-
rolario 3.4.5) e portanto, pela Proposi¢ao 3.1.12, o conjunto

(o (E N QZ)(Ux)) = (;Sil(E N ¢(Ua:)) NU; = QZ)?I(E) NU,

¢ mensurdvel, para todo € U. A cobertura aberta U = |,y Ur possui
uma subcobertura enumeravel U = | J;2, U, e portanto:
o
o~ '(E)=J (67 (B)NUL,),
i=1
donde segue que ¢~ 1(E) é mensuravel. O

3.3.3. COROLARIO. Seja ¢ : U — IR™ uma funcdio de classe C' num
aberto U C IR™ tal que a diferencial dp(x) é um isomorfismo de IR", para
todo x € U. Dados um subconjunto A de U, um espaco mensurdvel (X, A)
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e uma func¢ao mensurdvel f : p(A) — X entao a fungio fopla: A— X €
mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que f o ¢|4 é igual & composta das
fungoes mensuraveis:

¢la: (A, M(R™)|a) — (6(A), M(IR™)|4(a)),
fi(0(A), M(R™)|g(a)) — (X, A). O

3.3.4. LEMA. Seja ¢ : U — IR" uma funcio de classe C' num aberto
U C IR"™ e suponha que a diferencial do(yo) € um isomorfismo de IR™, para
um certo yo € U. Entao, para todo € > 0, existe uma vizinhanc¢a aberta V
de yo contida em U tal que para todo conjunto mensurdvel A C IR"™ contido
em V temos que ¢(A) € mensurdvel e vale a desigualdade:

(3.3.3) m(p(A)) < (1+e¢) /A | det dg(y)| dm(y).

DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, observe que a mensurabilidade de
@#(A) segue da Proposicao 3.1.12, ji que ¢ é localmente Lipschitziana (veja
Corolario 3.4.5). Seja & > 0 tal que:

1+ <14e

Denote por T a diferencial de ¢ no ponto yo. Como T~ o d¢(yo) é igual &
aplicacdo identidade e como a funcio y + |77 o dp(y)|| é continua, segue
que:

(3.3.4) |77 odo(y)|| <1+¢,

para todo y em uma vizinhanca suficientemente pequena de yy. Usando
também a continuidade da funcao y — } det dgb(y)}, vemos que:

(3.3.5) | det dg(yo)| < (1+¢") | det do(y)

para todo y em uma vizinhanca suficientemente pequena de yg. Seja V uma
bola aberta centrada em yo contida em U tal que (3.3.4) e (3.3.5) valem para
todo y € V. Seja A um subconjunto mensuravel de V' e provemos (3.3.3).
Usando o Teorema 3.2.1, obtemos:

)

(3.3.6) m(a(A)) =m(TT '¢(A)) = |det T|m(T 'p(A))
= | det dg(yo)| m(T~'¢(A)).
Para todo y € V, segue da regra da cadeia (veja Corolario 3.4.2) que:
[T o )| = 77 0 dow)]| < 142

e portanto, pela desigualdade do valor médio (veja Coroldrio 3.4.4), a funcao
T—! o ¢|y é Lipschitziana com constante de Lipschitz 1 + &’. Usando a
Proposicao 3.1.5, obtemos:

(3.3.7) m(T'¢(A4)) < (1+€)"m(A).
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De (3.3.5), obtemos:

(33.8) |detdé(yo)| m(A) = / | det d(y0)|x 4 () dm(y)
<1 —i—a’)/A|det d¢(y)|dm(y)

De (3.3.6), (3.3.7) e (3.3.8), vem:

m(B(A)) < (1 + )" | det dd(yo)| m(A) < (1 + & "+1/ | det de(y)| dm(y)

§(1+5/’detd¢ ’dm O

3.3.5. LEMA. Seja ¢ : U — IR™ uma funcdo de classe C* num aberto
U C IR"™ e suponha que a diferencial d¢(y) é um isomorfismo de IR™, para
todo y € U. Entdo, dado um conjunto mensurdvel A C IR"™ contido em U,
temos que ¢(A) é mensurdvel e vale a desigualdade:

m(p(A4)) < / | det do(y)| dm(y)

DEMONSTRAGAO. Seja dado & > 0. Pelo Lema 3.3.4, todo ponto yg € U
possui uma vizinhanca aberta V;,, contida em U com a seguinte propriedade:
se A C IR" é um conjunto mensuravel contido em V,, entdo ¢(A) é men-
surdvel e vale a desigualdade (3.3.3). Da cobertura aberta U = |J, ¢y Vy
podemos extrair uma subcobertura enumerdvel U = (J;2, V,. Para cada

1 > 1, definimos:

W = Vyl\U11V sei>2,
’ Vi sei =1,

de modo que U = (J;2; W;, cada W; é mensurdvel (ndo necessariamente
aberto), W; C V,, e os conjuntos W; sao dois a dois disjuntos. Agora, dado
um conjunto mensuravel arbitrario A C IR"™ contido em U, temos:

= Joanwy).

i=1

Como A N W; é um subconjunto mensuréavel de V,, segue que ¢p(ANW;) é
mensuravel e vale a desigualdade:

m(B(ANW;)) < (1+¢) /Amw | det dg(y)| dm(y)
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Vemos entao que ¢(A) é mensuravel e além disso:

gim(gb(AﬂW (1+¢) Z/ | det dg(y)| dm(y)
=1

ANW;
=(1+ 8)/A | det d¢(y)| dm(y)

onde na ultima igualdade usamos o resultado do Exercicio 2.13. A conclusao
final é obtida agora fazendo £ — 0. O

3.3.6. COROLARIO. Seja ¢ : U — IR™ uma funcdo de classe C' num
aberto U C IR™ e suponha que a diferencial dg(y) € um isomorfismo de IR",
para todo y € U. FEntdo, dado um conjunto mensurdvel A C IR™ contido
em U e uma fung¢ao mensurdvel f : ¢(A) — [0,+00] temos que ¢p(A) é
mensurdvel, a funcao (3.3.1) € mensurdvel e vale a desigualdade:

(3.3.9) /¢> " F(z)dm(z) < / y)) | det de(y)| dm(y)

DEMONSTRAGAO. Note que a mensurabilidade da funcao (3.3.1) segue
do Corolario 3.3.3. Para provar a desigualdade (3.3.9), suponhamos inici-
almente que f : ¢(A) — [0,+00] é simples e mensurdvel. Entao podemos
escrever:

k
f = ZciXEﬂ
i=1
onde ¢; € [0,400] e E; é um subconjunto mensuravel de ¢(A), para todo

i=1,...,k Seja A; = ¢~1(E;) N A, de modo que A; é mensuravel (veja
Lema 3.3.2) e ¢(A4;) = E;. Segue do Lema 3.3.5 que:

m(B) = m(¢(4)) < [ |detdo(y)]dm(y)

parai=1,...,k e portanto:

P(A)

y)) | det de(y)| dm(y)

:/( ) | det dé(y)]| dm(y)
A

Demonstramos entao a desigualdade (3.3.9) no caso em que f é simples
e mensurdavel. Seja agora f : ¢(A) — [0,+00] uma fungao mensuravel
arbitraria. Temos que existe uma seqiiéncia (fx)r>1 de funcoes simples e
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mensuraveis fi : ¢(A) — [0, +o0] tal que fr 7 f; dai:

/ fe(6(v)) | det d(y)| dm(y)
¢(A)

para todo k > 1. A desigualdade (3.3.9) é obtida agora fazendo k — oo e
usando o Teorema da Convergéncia Monotonica. O

Prova Do TEOREMA 3.3.1. Comecamos supondo que f é nao negativa.
A mensurabilidade de ¢(A) e da fungao (3.3.1) ja foram estabelecidas no
Corolario 3.3.6. J& temos também a desigualdade (3.3.9). A desigualdade
oposta segue da aplicacao do préprio Corolério 3.3.6 num contexto diferente.
Recorde que, pelo Teorema da Fungao Inversa (Teorema 3.4.7), ¢(U) é um
aberto de IR" e ¢ : U — ¢(U) é um difeomorfismo C*; aplicamos entdo o
Corolério 3.3.6 ao difeomorfismo inverso ¢ = ¢! : ¢(U) — IR, & funcdo
g:A—0,+00] definida por:

9(y) = f(o(y)) | det do(y)|, v € A,

e ao conjunto mensurdvel B = ¢(A) C ¢(U). Obtemos a desigualdade:

(3.3.10) /¢ () < /B 9 () | det dys(z)| dm(z)

Temos (veja (3.4.2)):
9(¥(2)) |det d(z)| = f(x) | det dp(y)| | det d(¢™ 1) (¢(y))| = f (=),

onde y = ¢~ (). Daf (3.3.10) nos da:

/ F(6(1) | det do(y)] dm(y) / F(x) dm(z)
A #(A)

provando (3.3.2). Finalmente, se f : ¢(A) — IR é uma funcio mensurdvel
arbitraria entao:

(3.3.11) / fT(x) dm(z /f+ )) | det dg(y)| dm(y)
3.3.12 - detd d
(3.3.12) /Mf(x )= [ £ (0w) | detdoty)]| dm(y

a conclusao segue subtraindo (3.3.12) de (3.3.11), tendo em mente que as
funcgoes:

A3y fT(o(y)) |detdo(y)], A3y f~(d(y))|detde(y)|

sao respectivamente a parte positiva e a parte negativa da funcao (3.3.1). O
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3.4. Apéndice a Secao 3.3: recordagao de Calculo no IR"

SejaU C IR™ um abertoe ¢ : U — IR™ uma funcdo. Recorde que ¢ é dita
diferencidvel num ponto x € U se existe uma aplicagao linear T : IR™ — IR"
tal que (recorde Notagao 3.1.1):

et h) = ()~ T(h)
(341) e illo

essa aplicacao linear é unica quando existe e é dada por:

¢($ + t’U) B QS(I') def %(CC)
ov

T(v) = lim t
para todo v € IR™. A aplicagao linear T é chamada a diferencial de ¢
no ponto z e é denotada por d¢(z). A matriz que representa a diferencial
d¢(z) com respeito as bases candnicas é chamada a matriz Jacobiana de ¢
no ponto x. No que segue, usaremos a mesma notac¢ao para o diferencial
do(x) e para a matriz Jacobiana de ¢ no ponto x. Temos:

0 0
i CONERRIN o C)
o= ],
Opn Odn
Forl@) o Gem(a)
onde ¢ = (P1,...,0,) € gi’; () denota a derivada parcial no ponto x da

funcao coordenada ¢; com respeito a j-ésima varidvel. Se uma aplicacao ¢
é diferenciavel num ponto x entdo ¢ é continua nesse ponto.
Intuitivamente, (3.4.1) diz que T = d¢(z) é uma “boa aproximagao li-
near” para ¢ numa vizinhancga de x. Mais explicitamente, quando o ponto
x € IR™ sofre um deslocamento (vetorial) Az entao o ponto y = ¢(x) € IR"
sofre um deslocamento (vetorial) Ay = ¢(x + Azx) — ¢(x) e a diferenciabili-
dade de ¢ no ponto x nos diz que Ay é aproximadamente uma fungao linear

de Az; mais precisamente, existe uma aplicacao linear d¢(x) def T, tal que
Ay difere de T'(Az) por uma quantidade que vai a zero mais répido que
|Az||oo, quando Az — 0.

Quando uma aplicagdgo ¢ : U — IR"™ definida num aberto U de IR™
¢é diferencidvel em todos os pontos de U dizemos simplesmente que ela é
diferencidvel em U; dizemos que ¢ é de classe C' em U se ¢ é diferencidvel
em U e se a funcdo U > = +— d¢(x) é continua. Sabe-se que uma funcdo ¢
¢ de classe C* num aberto U se e somente se as derivadas parciais gf; (z),

i =1,...,n, j = 1,...,m, existem e sao continuas em todos os pontos
zel.

Enunciamos agora alguns teoremas basicos de Calculo no IR"™ que usamos
na Segao 3.3.

3.4.1. TEOREMA (regra da cadeia). Sejam ¢ : U — IR", ¢ : V — IRP

fungoes tais que p(U) C V', onde U é um aberto de IR™ e V' € um aberto de
IR"™. Se ¢ € diferencidvel num ponto x € U e é diferencidvel no ponto ¢(x)
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entdo a funcao composta 1 o ¢ € diferencidvel no ponto x e sua diferencial
€ dada por:
d(¥ 0 ¢)(z) = dip(¢(2)) o do(x).

Segue diretamente da definicao de diferenciabilidade que toda aplicacao
linear T : IR™ — IR™ é diferencidvel em IR™ e dT'(z) = T, para todo
x € IR™. Dessa observacao e da regra da cadeia obtemos:

3.4.2. COROLARIO. Seja ¢ : U — IR™ uma funcdo definida num aberto
U C IR™, diferencidvel num ponto x € U. SeT : IR™ — IRP ¢ uma aplicacdo
linear entdo T o ¢ € diferencidvel no ponto x e sua diferencial € dada por:

d(T o ¢)(x) =T odep(z). O

Para o teorema a seguir, o leitor deve recordar a Notacao 3.1.1 e a
Observacao 3.1.7, onde definimos a norma de uma aplicacao linear.
3.4.3. TEOREMA (desigualdade do valor médio). Seja ¢ : U — IR™ uma
funcdo definida num aberto U C IR™ e sejam fizados dois pontos z,y € U.
Suponha que a funcdo ¢ € continua em todos os pontos do segmento de reta
fechado:
2,y ={z+0(y—2):0<0<1}

e € diferencidvel em todos os pontos do segmento de reta aberto:
Jz,y[={z+0(y—2):0< 0 <1}.

Entao existe 6 € ]0,1[ tal que vale a desigualdade:

p(y) — d(@)]lo < [|de(z + 0(y — 2)) |[ly — |-

Recorde que um subconjunto X de IR™ é dito convexo se para todos
x,y € X o segmento de reta [z,y] estd contido em X.

3.4.4. COROLARIO. Sejam ¢ : U — IR™ uma funcdo definida num aberto
U C R™ e suponha que ¢ ¢ diferencidvel em todos os pontos de wm sub-
conjunto convexo X de U. Se existe k > 0 tal que |d¢(x)|| < k, para todo
x € X entao a funcao ¢|x € Lipschitziana com constante de Lipschitz k. [

3.4.5. COROLARIO. Uma funcio ¢ : U — IR™ de classe C' num aberto
U C IR™ € localmente Lipschitziana.

DEMONSTRAGAO. Segue do Corolario 3.4.4, observando que a fungao
x +— ||d¢(x)|| é continua e portanto limitada numa bola suficientemente
pequena centrada num ponto dado z € U. O

3.4.6. DEFINIGAO. Se U, V C IR" sao abertos entao um difeomorfismo
de U para V é uma bijecao diferencidvel ¢ : U — V cujainversa¢p=! : V — U
também é diferencidvel. Dizemos que ¢ : U — V é um difeomorfismo C' se
¢ é bijetora e se ¢ e ¢! sdo ambas de classe C'.

Se ¢ : U — V é um difeomorfismo entao segue da regra da cadeia que
para todo x € U a diferencial d¢(z) : IR™ — IR™ é um isomorfismo de IR"
cujo inverso é dado por:

(3.4.2) (dp(x)) " = d(¢™ 1) (¢(x)).
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Temos a seguinte reciproca para essa afirmacao:

3.4.7. TEOREMA (da funcao inversa). Seja ¢ : U — IR"™ uma funcdo de
classe C' definida num aberto U C IR"™. Se x € U € tal que a diferencial
dé(x) € um isomorfismo de IR"™ entdo existe uma vizinhanga aberta Uy de
x contida em U tal que ¢p(Uy) € aberto em IR"™ e ¢|y, : Uy — ¢(Upy) € um
difeomorfismo Ct. Além do mais, se dg(x) é um isomorfismo de IR™ para
todo x € U entao:

e ¢ ¢ uma aplicacao aberta, i.e., ¢ leva subconjuntos abertos de U
em subconjuntos abertos de IR™;

o se Uy é um aberto qualquer contido em U tal que ¢|y, € injetora
entdo |y, : Up — #(Uy) € um difeomorfismo CL.

Exercicios para o Capitulo 3

O Efeito de Aplicacoes Lineares sobre a Medida de Lebesgue.

Exercicio 3.1. Dados pontos pi,...,ppe1 € IR", entao o simplero de
vértices p1, ..., pns+1 € definido por:
n+1 n+1

(3.4.3) {Zaipi:aizo,izl,...,n—l—l,Zaizl}.
i=1 i=1

Mostre que o simplexo (3.4.3) é mensuravel e determine uma expressao para
a sua medida de Lebesgue.

O Teorema de Mudanca de Variaveis.
ExERcicio 3.2. Dados (x9,%0) € IR? e r > 0, mostre que o disco:

{(@y) € B: (0 =20 + (y — yo)* <77

¢ mensuravel e determine sua medida de Lebesgue.

ExERcicio 3.3. Considere a aplicacio ¢ : |0, +oo[ x IR — IR? definida
por:

¢(p,0) = (pcosb, psend),
para todos p € ]0,4+o00[, 0 € IR.

e Calcule detde(p,0).
e Se A =1]0,1] x [0,47] e f : IR?> — IR denota a funcio constante e
igual a 1, calcule as integrais:

/ £ () dm(z, y), / | det d(p, 0)] dm(p. 0).
d(A) A

e Explique o que estd acontecendo, em vista do Teorema 3.3.1.

ExERcicio 3.4. Seja A um subconjunto de R™ e p = (p1,...,Pnt+1) UM
ponto de IR™! com p, 41 # 0. Identifiquemos IR"*! com o produto IR™ x IR.
O cone de base A e vértice p é definido por:

C(A,p) = J1(2,0),p] = {(2,0) + t(p — (,0)) 1z € A, te[0,1]}.

z€EA



EXERCICIOS PARA O CAPITULO 3 102

Considere a funcao ¢ : IR" x ]0,1[ — IR"*! definida por:

gb(l‘,t) = ('rv 0) + t(p - (QS‘,O)),
para todos z € IR", t € |0, 1[. Mostre que:
e ¢ ¢ injetora, de classe C! e det dé(x,t) = (1 — t)"p,11, para todos
x € R" te]0,1[;
e se A é mensuravel entao o cone C(A,p) é mensuravel e sua medida
de Lebesgue é dada por:
m(A)[ppi1]
m(C(A,p)) = —a il
ExXERcicio 3.5. Mostre que:

400 2
0 Q

onde Q = [0,+00[ x [0,+00[; use essa identidade, juntamente com uma

., . . . _ 2
mudancga de varidveis apropriada, para calcular a integral f0+°° e~ dm(x).



APENDICE A

Solugoes para os Exercicios Propostos

A.1. Exercicios do Capitulo 1
Exercicio 1.9. Pelo Lema 1.4.4, temos m*(A) < m*(U) = m(U), para

todo aberto U C IR" contendo A. Logo m*(A) é uma conta inferior do con-
junto {m(U) : U D A aberto}. Para ver que m*(A) é a maior cota inferior
desse conjunto, devemos mostrar que para todo £ > 0 existe U D A aberto
com m(U) < m*(A)+e. Mas esse é precisamente o resultado do Lema 1.4.12.

Exercicio 1.10. Como A é mensurédvel entdo, para todo € > 0 existe

um aberto U D A com m*(U \ A) < e. Dal U 4+ z é um aberto em R"
contendo A+z e (U+xz)\ (A+=z)=(U\ A)+z. Logo, pelo Lema 1.4.10,
temos m* (U + ) \ (A+2)) =m*(U\ A) <e.

Exercicio 1.11.

(a) O resultado é claro se B é vazio. Sendo, B = [[;[a;, b;] e

também é um bloco retangular n-dimensional e:

n n

lo(B)| = H(ba(i) — Qi) = H(bi —a;) = |B.

i=1 =1

(b) Se A C U2, Bi, ¢ uma cobertura de A por blocos ratangulares n-
dimensionais entao 6(A) C (Jp—; 0(Bx) é uma cobertura de 7(A)
por blocos retangulares n-dimensionais e

oo 0.0
|o(Bk)| = Z | B|.
k=1 k=1

Isso mostra que C(A) C C((A)) (recorde (1.4.1)). Por outro lado,
se 7 =0 ! entdo A = 7(5(A)) e daf 0 mesmo argumento mostra

que C(5(A)) C C(A); logo:
m*(A) = inf C(A) = inf C(c(A)) = m*(5(A)).

103
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(c) Se A é mensurdvel entao para todo € > 0 existe um aberto U C IR"
contendo A tal que m*(U\ A) < e. Dai o(U) é um aberto contendo
g(A) e:

m*(G(U)\5(A)) =m*(c(U\ A)) =m*"(U\ A) <e¢,

provando que 7(A) é mensuravel.

Exercicio 1.12.
(a) O resultado é claro se B é vazio. Sendo, B = [[;[a;, b;] e

n

Dx(B) = ] [lai, vf],

i=1

onde CL; = \;a;, b; =XNbise\;>0c¢e CL; = \;b;, b; = \ja; se \; < 0;
em todo caso:

n n

IDA(B)| = [ ] (¥ —af) = T 1Nl (b — @) = | det D[ |B].

i=1 i=1

(b) Se A C Uz~ Br ¢ uma cobertura de A por blocos retangulares
n-dimensionais entdao Dy(A) C (Jp—y DA(Bg) é uma cobertura de
Dy (A) por blocos retangulares n-dimensionais e

oo oo
> IDA(By)| = |det DA > Byl
k=1 k=1

Isso mostra que (recorde (1.4.1)):

(A.1.1) |det Dx|C(A) = {|det Dy|a:a € C(A)} C C(Da(A)).

Por outro lado, se p = ()%1, el i) entdo A = D“(D,\(A)) e dal o
mesmo argumento mostra que:

(A.1.2) |det D,,|C(Dx(A)) C C(A).
Como |det D,,| = | det Dy|71, de (A.1.1) e (A.1.2) vem:
C(Dx(A)) = |det Dy|C(A).
Concluimos entao que:

m*(D,\(A)) = inf C(D)\(A)) = ]det D)\|inf C(A) = \det D)\]m*(A)

(c) Se A é mensurdvel entao para todo € > 0 existe um aberto U C IR"
contendo A tal que m*(U \ A) < e|det Dy|~!. Daf Dy(U) é um
aberto que contém D) (A) e:

m* (DA(U) \ Da(A)) = m* (DA(U \ A)) = |det Da|m* (U \ 4) < e,

provando que Dy(A) é mensuravel.
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Exercicio 1.13. Temos B € AU (B\ A) € AU (A A B) e portan-
to m*(B) < m*(A) + m*(A A B) = m*(A). De modo andlogo mostra-se
que m*(A) < m*(B) e portanto m*(A) = m*(B). Suponha agora que A é
mensuravel. Entao:

(A.1.3) B=(A\(A\B))U(B\A).

Como A\BC AABe B\AC AABentaom*(A\B)=0em*(B\A) =0.
Segue do Lema 1.4.16 que A\ B e B\ A sdo ambos mensurdveis; logo
(A.1.3) implica que B é mensuravel. Da mesma forma mostra-se que a
mensurabilidade de B implica na mensurabilidade de A.

Exercicio 1.14. Seja U D A um aberto tal que m(U \ A) < 5. Pelo
Lema 1.4.23 podemos escrever U = |J; ; By, onde (By)>1 ¢ uma seqiiéncia
de blocos retangulares n-dimensionais com interiores dois a dois disjuntos;
pelo Corolario 1.4.21 temos:

o
m(U) =) |Bxl-
k=1
Note que m(U) = m(U \ A) + m(A) < +oo e portanto a série - |By| é
convergente; existe portanto ¢ > 1 tal que ), ., |Bx| < §. Observe agora

que:
(Us)adcwao(Us)
k=1 k>t
e portanto:
m((nglgk) AA) <m(U\ A) +kz>:t]Bk\ < g + g —c.

Exercicio 1.15. Temos A C BU(A\ B) C BU(A A B) e portanto:
m*(A) <m*(B) +m*(AA B).
Se m*(B) < +o00 segue que:
(A.1.4) m*(A) —m*(B) <m*(A A B);

note que (A.1.4) também é valida se m*(B) = +oo j& que, nesse caso,
m*(A) < 400 e m*(A) — m*(B) = —oo. Trocando os papéis de A e B em
(A.1.4) obtemos:

(A.1.5) m*(B) —m*(A) <m*(A A B).
A conclusao segue de (A.1.4) e (A.1.5).
Exercicio 1.16. Temos:
m*(A) <m*(E') <m*(E) =m(E)

com m*(A) = m(F) e portanto m(E’) = m*(E’) = m*(A). Como E’ é
mensurdvel e contém A, segue que E’ é um envelope mensuravel de A.
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Exercicio 1.17. Temos que AU B ¢ uniao disjunta dos conjuntos A\ B,
AN B e B\ A; logo:

u(AU B) = u(A\ B) + p(AN B) + (B \ A).
Como u(AN B) < 400, segue do Lema 1.4.46 que:
WA\ B) = u(A\ (AN B)) = u(A) — (AN B),
e similarmente u(B \ A) = u(B) — u(AN B). Logo:

(AU B) = pu(A) = (AN B) + w(AN B) + w(B) — p(AN B)
= pu(A) + p(B) — (AN B).

Exercicio 1.18. Sejam Ay = () e By = A \ Uk 1AZ, para todo k > 1.
Note que By C Ay e By € A para todo k > 1. Afirmamos que os conjuntos
By sao dois a dois disjuntos. Sejam k,l > 1 com k # [, digamos, k > [. Dai
B,NA =0e B, C A, de modo que By, N B; = (). Afirmamos também que
Urey Ax = Up—y Br. Obviamente, (Jp—; Br C Up—; Ax. Por outro lado,
se ¢ € Jpy Ak, seja k > 1 o menor inteiro tal que x € Ay; dal z € Ay e
x & Ui':ol A;, i.e., x € Bi. Finalmente, temos:

o0

(A.1.6) M( [j Ak) = M( D Bk) ZM Bi) <> pl(Ap).
k=1 k=1 k=1

Exercicio 1.19. Definimos os conjuntos By, k > 1, como na resolugao
do Exercicio 1.18. Por (A.1.6), é suficiente mostrarmos que u(By) = pu(Ag)
para todo k > 1. Obviamente u(By) < u(Ag). Por outro lado, temos:

k—1
Ap € By U | (Ai N Ap);
i=0
aplicando o resultado do Exercicio 1.18 obtemos:
k—1
p(AR) < p(Br) + > p(Ai 0 Ar) = u(By),
i=0
o que completa a demonstracao.

Exercicio 1.20.

(a) Temos X € A; para todo i € I, de modo que X € A e A # 0.
Dado A € A temos A € A; para todo i € I e portanto A° € A;,
para todo i € I; segue que A° € A. Seja (Ag)r>1 uma seqiiéncia
de elementos de A. Dai Ay € A; para todo k > 1 e todoi € I, de
modo que (Jp2; Ay € A; para todo i € I e portanto | J,—, A € A.

(b) Se 01[C] e 02|[C] sao ambas o-dlgebras de partes de X satisfazendo as
propriedades (1) e (2) que aparecem na Definigao 1.4.35, mostremos
que 01[C] = 02|[C]. De fato, como 01[C] é uma o-édlgebra de partes
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de X que contém C e como o2[C] satisfaz a propriedade (2), temos
que 03[C] C 01[C]. De modo similar mostra-se que o1[C] C 02[C].

(c) Seja o[C] a intersegao de todas as o-algebras de partes de X que
contém C; pelo resultado do item (a), o[C] é uma o-dlgebra de
partes de X e obviamente C C o[C], j4 que o[C] é a intersecao de
uma colegao de conjuntos que contém C. Além do mais, se A é uma
o-dlgebra de partes de X que contém C entdo A é um dos membros
da colecao cuja intersegao resultou em o|[CJ; logo o[C] C A.

Exercicio 1.21. Como o|[Cs| é uma o-dlgebra de partes de X que contém
C1 e como o[Cy] satisfaz a propriedade (2) que aparece na Definicao 1.4.35
temos que o[C1| C o[Cs]. Similarmente, Co C ¢[C;] implica que o[Cq] C o[Cy].

Exercicio 1.22. A o-édlgebra de Borel de IR™ é uma o-dlgebra de partes
de IR™ que contém os abertos de IR"™. Logo todo aberto de IR™ e toda
intersecao enumeravel de abertos de IR™ pertence a o-algebra de Borel de
IR"™ (veja Lema 1.4.37). Como todo fechado é complementar de um aberto,
segue que os fechados de IR™ e as unides enumeraveis de fechados de IR"
pertencem a o-algebra de Borel de IR™.

Exercicio 1.23. Seja A a o-dlgebra gerada pelos intervalos da forma
|—00, ], ¢ € IR. Como a o-algebra de Borel B(IR) é a o-algebra gerada pelos
abertos de IR, o resultado do Exercicio 1.21 nos diz que, para mostrar que
A = B(IR), é suficiente mostrar as seguintes afirmagoes:

(i) todo intervalo da forma |—oo, | é um Boreleano de IR;
(ii) todo aberto de IR pertence a A.

A afirmacao (i) é trivial, j4 que |—o00, ] é um subconjunto fechado de IR.
Para mostrar a afirmacao (ii), observe que o Lema 1.4.23 implica que todo
aberto de IR é uma uniao enumeravel de intervalos compactos; é suficiente
mostrar entao que [a,b] € A, para todos a,b € IR com a < b. Essa afirmacao
segue das identidades abaixo:

oo

[a,b] = ﬂ ]a— %,b] , ]a— %,b] = ]—00,] \]—oo,a— %] .
k=1

Exercicio 1.24. Suponha por absurdo que F' é um fechado de IR con-
tido propriamente em I com m(F') = |I|. Seja x € I\ F'. Como F é fechado,
existe £ > 0 com [z — e,z +¢]NF = (. Se z é um ponto interior de I
entdo podemos escolher ¢ > 0 de modo que [z — €, + ¢] C I; sendo, se z
é uma extremidade de I, podemos ao menos garantir que um dos intervalos
[ — e, x|, [x,x + €] esta contido em I, para ¢ > 0 suficientemente pequeno.
Em todo caso, conseguimos um intervalo J contido em I, disjunto de F', com
|J| > 0. Dai F e J sao subconjuntos mensuraveis disjuntos de I e portanto:

(| =m(l) =2 m(FUJ) =wm(F) +wm(J]) = [I|+ |J] > 1],

o que nos da uma contradicao e prova que F' = I. Em particular, vemos que
F nao pode ter interior vazio.
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Exercicio 1.25. Se K C A é compacto entdao m(K) = m*(K) < m*(A),
pelo Lema 1.4.4. Logo m*(A) é uma cota superior do conjunto:
{m(K) : K C A compacto}
e portanto é maior ou igual ao seu supremo, que é m,(A).
Exercicio 1.26. Observe que:
{m(K) : K C Ay compacto} C {m(K): K C Ay compacto}

e portanto:

m, (A1) =sup {m(K) : K C A; compacto}
< sup {m(K) : K C Ay compacto} = m,(As).

Exercicio 1.27. Se M’ C M(IR"™) contém todos os subconjuntos com-
pactos de IR" entao:

{m(K): K C A compacto} C {m(E): EC A, E€ M'}
e portanto:
m,(A) = sup {m(K) : K C A compacto} <sup{m(E): EC A, Ec M'}.
Por outro lado, se E € M’ ¢ E C A entao segue do Lema 1.4.57 e do
resultado do Exercicio 1.26 que:
m(E) = m.(E) < m.(A);
isso mostra que m,(A) é uma cota superior do conjunto:
{m(E):EC A, E€ M}
e portanto m,(A) > sup {m(E): EC A, E € M'}.
Exercicio 1.28. Se m,(A) < 400 entao para todo r > 1 existe um

compacto K, C A com m(K,) > my(A) — L; dai W = U2, K, é um F,
contido em A e:

m.(4) < m(K,) < m) = ma(17) < ma(A),

para todo r > 1, onde usamos o Lema 1.4.57 e o resultado do Exercicio 1.26.
Segue que m(W) = m,(A4). Se m,(A) = 400 entdo para todo r > 1 existe
um compacto K, C A com m(K,) >r edail W = J;2, K, é um F, contido
em A tal que:

m(W) > m(K,) > r,
para todo r > 1; logo m(W) = 400 = m,(A).

Exercicio 1.29. O resultado do Exercicio 1.26 implica que (m.(A4x)), <,
é uma seqiiéncia decrescente e que m,(Ay) > m,(A), para todo k > 1; logo

(m«(Ag)) >, é convergente e:

lim m,(Ag) > m.(A).

k—o0
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Para cada k > 1, o resultado do Exercicio 1.28 nos dé4 um subconjunto W
de Ay, de tipo F,, tal que m(Wj) = m,(Ay). Defina Vi, = (o2, W,. Dai Vj
é mensurdvel e W;, C Vi, C A, donde:

m, (Ag) = m(Wy) < m(Vi) = my (Vi) < my(Ag),

onde usamos também o Lema 1.4.57. Mostramos entao que m(V}) = m,(Ag),
para todo k£ > 1. Obviamente Vi D Vi1 para todo k > 1 e:

ﬁ Vi C ﬁ Ay = A
k=1 k=1

Como m(Vy) = m,(Ax) < +oo para algum k > 1, o Lema 1.4.48 nos dé:

lim (V) = (ﬂVk>—m*(ﬂVk)<m*

e portanto:
lim m,(Ag) < m.(A).

k—o0

Exercicio 1.30.

(a) Consideramos primeiro o caso em que A e B tém medida exterior
finita. Seja dado € > 0 e sejam (Qr)r>1 ¢ (Q])i>1 respectivamen-
te uma seqiiéncia de blocos retangulares m-dimensionais e uma
seqiiéncia de blocos retangulares n-dimensionais tais que:

o0 o0
AclJ@w BclJ@
k=1 =1
e tais que:

Z|Qk|<m Z|Qz\<m

Dai (Qk X Q})k,>1 ¢ uma familia enumerével de blocos retangulares
(m + n)-dimensionais tal que A x B C Uy, ;> (Qk % Q). Logo:

wAxB) < 3 1Qex @il = X I iai = (3 1ul) (3 1)

k=1 ki>1 k=1 =1
< (m*(A) +¢)(m*(B) +¢).

A conclusao é obtida fazendo e — 0. Consideramos agora o caso que
m*(A) = +o00 ou m*(B) = 4+o00. Se m*(A) > 0 e m*(B) > 0 entao
m*(A)m*(B) = +00 e nao hd nada para mostrar. Suponha entao
que m*(A) = 0 ou m*(B) = 0, de modo que m*(A)m*(B) = 0; de-
vemos mostrar entao que m*(A x B) = 0 também. Consideraremos
apenas o caso que m*(A) = +oo e m*(B) =0 (o caso m*(4) =0e
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m*(B) = 400 é andlogo). Para cada k > 1, seja Ay = AN[—k, k™
Temos A = | J,2 | Ax e m*(Ay) < 400, para todo k > 1. Logo:

0 <m* (A x B) <m*(Ax)m*(B) =0,
ou seja, m*(A x B) = 0, para todo k > 1. Como:

o
Ax B= U(Aka),

k=1
segue que m*(A x B) = 0.
Consideramos primeiro o caso que m(A4) < +oo e m(B) < +o0.
Dado ¢ > 0, existem abertos U C IR™ ¢ V C IR" contendo A e B
respectivamente, de modo que m(U) < m(A)+1, m(V) < m(B)+1
e:

m(U\ A) <

€ €

—, VAB) < ———.

2(m(B) + 1) m(V'\ B) 2(m(A) + 1)

Dai U x V é um aberto de IR™"™ contendo A x B; além do mais:
(UxV)\(AxB)C [(U\A)xV]U[U x (V\B)].

Usando o resultado do item (a) obtemos portanto:

(U X V)\ (4% B)) <m*((U\ 4) x V) +w" (U x (V'\ B))

(c)
(A.L.7)

<m(U\ Am((V) +m(U)m(V \ B)
<mU\A)(m(B)+1) +m(V\B)(m(A)+1) <e

0 que mostra que A X B é mensuravel. Para o caso geral, definimos
A = AN[—k, k™, By = BN [—k,k]". Dai Ay x By, é mensuréavel
paratodo k > 1e Ax B = |J;2; (Ak X By); portanto também A x B
é mensuravel.

Mostremos primeiro que se U C IR™, V C IR™ sao abertos entao:
m(U x V) =m(U)m(V).

Pelo Lema 1.4.23 podemos escrever U = | Jp—; Q, onde (Qg)r>1 ¢
uma seqiiéncia de blocos retangulares m-dimensionais com interio-
res dois a dois disjuntos; podemos também escrever V = (J;2, @y,
onde (Q]);>1 ¢ uma seqiiéncia de blocos retangulares n-dimensionais
com interiores dois a dois disjuntos. Note que (Qj X Q))x,>1 ¢ uma
familia enumerdvel de blocos retangulares (m + n)-dimensionais
com interiores dois a dois disjuntos e U X V' = |J ;51 (Qr X @Q)).
Dali, pelo Corolario 1.4.21, obtemos: o

WX V)= 3 10k x Q= 3 1Qul 1] = (Dw)(im)

kl>1 kl>1 —
=m((U)m(V).
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Isso prova (A.1.7). Dados agora A C IR™, B C IR" mensuraveis
com m(A) < 400 e m(B) < +0o podemos, como no item (b), obter
abertos U C IR™, V C IR"™ contendo A e B respectivamente de
modo que:

m*((UxV)\ (A x B)) <e.

Como os conjuntos U x V e A x B sao mensuraveis e, pelo item
(a), m(A x B) <m(A)m(B) < 400, obtemos:

m((UxV)\(Ax B)) =m(U x V) —m(A x B),

e portanto m(U x V) — m(A x B) < e. Usando agora (A.1.7)
concluimos que:

MAXB)>mU xV)—e=m(U)m(V) —e >m(A)m(B) —¢;

fazendo e — 0, obtemos m(A x B) > m(A)m(B). Provamos entao a
igualdade m(A x B) = m(A)m(B), ja que a desigualdade oposta ja
foi provada no item (a). Sejam agora A C IR™, B C IR"™ conjuntos
mensuraveis arbitrarios e defina:

A, =AN[=k,k™, By=DBn[k k",

para todo k > 1. Dai Ay, " A, By /' B, Ay, Xx By /* AXx Be
portanto:

m(A X B) = k‘h—>nc}o m(Ak X Bk) = kh_{lgo m(Ak)m(Bk) = m(A)m(B),

onde na tultima igualdade usamos o resultado do Exercicio 1.5.

A.2. Exercicios do Capitulo 2

Exercicio 2.1. Se f : X — X’ é constante entao para todo subconjunto
A de X’ temos f~1(A) =0 ou f~1(A) = X; em todo caso, f~1(A) € A.

Exercicio 2.2. Temos que Aly é uma o-dlgebra de partes de Y que
contém Cly; logo Aly contém o[C|y]. Para mostrar que Aly estd contido
em o|C|y], considere a colecao:

A ={ACX:ANnY eo[Cly]}.

Verifica-se diretamente que A’ é uma o-algebra de partes de X; obviamente,
Cc A Logo AcC A, oque prova que ANY € o[C|y], para todo A € A,
ie., Aly C o[Cly].

Exercicio 2.3. De acordo com a definicio da o-algebra de Borel de IR,

se A € B(IR) entdo AN IR € B(IR); logo B(IR)|r C B(IR). Por outro lado,
se A € B(IR) entao também A € B(IR) (j4 que AN IR = A é um Boreleano

de IR) e portanto ANIR = A € B(IR)|Rr-
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Exercicio 2.4. Seja C a colegao formada pelos intervalos da forma
[—00,¢], ¢ € IR. Claramente C C B(IR) e portanto o[C] C B(IR). Vamos
mostrar entdo que B(/R) C o[C]. Em primeiro lugar, afirmamos que:

(A.2.1) 0, {+oc}, {—o0}, {+00, —00} € o[C],
(A2.2) IR € o[C].
De fato, (A.2.1) segue das igualdades:
{—oo} = [)[=o0. =], {#oo} = () [-o0, K,
k=1 k=1

e (A.2.2) segue de (A.2.1), j4 que IR = {400, —c0}°. Note que:
Clr={]-o0,c:ce R}

e portanto o resultado do Exercicio 1.23 nos dd o[C|gr] = B(IR); dai, o
resultado do Exercicio 2.2 implica que:
(A.2.3) o[C]lr = B(IR).

Seja A € B(IR), de modo que AN IR € B(IR). Por (A.2.3), temos que existe
A" € o[C] tal que AN IR = A’ N IR. Dai (A.2.2) implica que AN IR € o[C].
Finalmente, (A.2.1) implica que A N {400, —o0} € o[C], 0o que prova que
A=(ANR)U (AN {+o0,—0c0}) € o[C].

Exercicio 2.5. Pelo Corolario 2.1.18, a funcao
b (FUR) N g (R) — R
definida por h( ) ( ) — g(z) é mensuravel. Logo o conjunto:
) ={re R NgTH(R): f(x) = g(x)}
é mensuravel. A conclusao segue da igualdade:
{zeX: f(x)=g(@)} = (F7 (+o0)Ng™" (+00)) U(f~ (—00)Ng ™! (—00))
U{z e fYUR)Ng Y(R): f(z) = g(z)}.

Exercicio 2.6. Vamos usar o Lema 2.1.13. Temos que os conjuntos:

(A.2.4a) {(z,y) € R*:y > 1},
(A.2.4b) {(z,y) e R*: -1 <y <1},
(A.2.4c) {(z,y) € R*:y < -1},

constituem uma cobertura enumeravel de IR? por Boreleanos. E suficiente
entao mostrar que a restricao de f a cada um desses Boreleanos é Borel
mensuravel. A restrigdo de f ao conjunto (A.2.4a) é continua, e portanto
Borel mensurével (veja Lema 2.1.15). A restrigao de f ao conjunto (A.2.4b)
¢ um limite pontual de func¢oes continuas e portanto é Borel mensuravel, pelo
Corolério 2.1.24 (na verdade, essa restrigao de f também é continua, ji que
a série em questao converge uniformemente, pelo teste M de Weierstrass).
Finalmente, a restri¢ao de f ao conjunto (A.2.4c) é Borel mensuravel, sendo
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igual & composigao da fungao continua (x,y) — = + y com a funcao Borel
mensuravel Xg-

Exercicio 2.7.

(a) Como X \ X; tem medida nula, temos que todo subconjunto de
X \ X1 é mensurdvel (recorde Lema 1.4.16). Portanto, a restri¢ao
de f a X\ X1 é automaticamente mensuravel (seja 14 qual for a
fungao f). Como os conjuntos X \ X7 e X; = X \ (X \ X1) sao
mensuraveis, segue do Lema 2.1.13 que f é mensuravel.

(b) Como f = g quase sempre, existe um subconjunto X; de X tal que
X \ X1 tem medida nula e tal que f e g coincidem em X;. Como f
é mensurdvel, segue que g|x, = f|x, também é mensuravel; logo,
o resultado do item (a) implica que g é mensurével.

(c) Basta observar que g = liminfy_,~ fx quase sempre e usar o resul-
tado do item (b) juntamente com o Corolario 2.1.23.

Exercicio 2.8. Devemos mostrar que se A é um subconjunto Lebesgue
mensuravel de IR™ entdo 7 1(A) é um subconjunto Lebesgue mensurdvel
de R™". Mas 7~ !(A) = A x IR™ e portanto a conclusio segue do resultado
do item (b) do Exercicio 1.30.

Exercicio 2.9. Considere a funcao ¢ : X x IR™ — IR" definida por
o(z,y) =y — f(x), para todos x € X, y € IR". Obviamente:

gr(f) = ¢~ 1(0).

Considere a projecao 7 : IR™*™™ — IR™ nas primeiras m coordenadas. Temos
que 7 é continua e portanto Borel mensuravel; dai X x IR" = 7~!(X) é Bore-
leano, caso X seja Boreleano. Além do mais, pelo resultado do Exercicio 2.8,
X x IR"™ é Lebesgue mensuravel, caso X seja Lebesgue mensuravel. Para
concluir a demonstragao, vamos verificar que:

e ¢ é Borel mensuravel se f for Borel mensuravel;
e ¢ é mensuravel se f for mensuravel.

De fato, temos que ¢ é igual a diferenca entre a fungao continua (x,y) — y
e a funcao (x,y) — f(z), que é simplesmente a composigao da restricao de
ma X X IR"™ com f. A conclusdo segue do resultado do Exercicio 2.8.

Exercicio 2.10.

(a) Se f é integravel entao, por defini¢ao, f* e f~ sao integraveis, don-
de |f| = fT + f~ ¢ integravel. Reciprocamente, se |f| é integravel
entdao fT e f~ sdo integraveis, j4 que 0 < f+ <|[fle0 < f~ < |f]|.
Segue que f é integravel.
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Temos:

(b)
\/deﬂ\z\/xﬁdu—/xf—du\s\/xﬁduM/Xf—du\

= [t au= [ i

Exercicio 2.11. Seja g, = Y p_; fr- Dal (gn)n>1 ¢ uma seqiiéncia de

fungbes mensuraveis ndo negativas com g,  f. Segue do Teorema 2.3.3

DY WETESD BY WATES W 2T
k=1"%X T em X nTUX X

Exercicio 2.12. Obviamente v¢(0)) = 0, pelo Lema 2.4.10. Seja (E)r>1

uma seqiiéncia de subconjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos de X.
Temos:

o
fXE :ZfXEk7
k=1

e portanto o Lema 2.3.4 e o resultado do Exercicio 2.11 implicam:

;Vf(Ek):;/XfXEde:/XfXEdM:Vf(E)-

Exercicio 2.13.

(a) Se a funcdo f é nao negativa, a afirmagao segue do resultado do
Exercicio 2.12. No caso geral, temos:

Af*duziékf+dn, Af—duziékf—du,

e a conclusao segue subtraindo as duas igualdades acima.

(b) Se a fungao f é nao negativa, a afirmagao segue do resultado do
Exercicio 2.12 e do Lema 1.4.48. No caso geral, temos:

[orrdu=tim [ pran [ rde= i [opdn
A k—o00 Ay A k—o00 Ap
e a conclusao segue subtraindo as duas igualdades acima.

(c) Anédlogo ao item (b), observando que se f|4, é integrével entao
Ja, Frdp<+oce [, f~dp < +oo.
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Lista de Simbolos

00 1
00 e 1
Ad @i 6, 12
ANB o 35
A 30
Ag A A 21
ARNGA 21
Ag o 73
CAD) oo 101
D oo 35, 92
G(R™,S). .o 32
I(€) oovii 26

L5 e e 91
S(FsP) o 65
[Ty Y] e 100
BIR™ ..o 18
B(R) ....coooiiiiiiiiii 39
Ay 87
dim(V). .o 90
gr(f) e 82
int(A) ... 12
MR™ oo 21
Qo 6
R...ooo 1
IPI e 65
1200 - eeeeeeee e 88
/P 6
XA cceeeeee 47
do(z) oo 99
detT ..o 91
GO(L) e 99
inf .o o 2
Jfdpe oo 83
Ol I 67
W[ F 70
Jx flx)dp(z) ... 49, 54, 57
T Fdp e, 49, 54, 56
[P @)y dmz) o 57
JPpdm. 57

O fa)dm(@) o 57

B[ f 67
Sl 67
ML (o) g (€)q) oo 26
M(A) 21
m(A) 10
M (A) 24
lz,yl oo 100
limk_,oo 10 4
lminfy soo@peneeeeeiin i 4
lim SUPg 4o Gk - v voveeeeeeeennn 4
Aly oo 41
C(A) oo 10
Z(f) oo 53
P 8
R 1
Ao 12
o [ 18
SUD « ttteee e et 2
721 I 8
T e 35, 92
PX) oo 6
LA I 3
A(A,B) oo 13
d(x,A) o 13
AT, y) oo 13
A 2 7 88
F<g o 52
) 45
f 45
Je S 48
Je N fooo 48
S(f3P) e 65
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