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1. RETICULADOS E ALCEBRAS DE BOOLE

Definigao 1.1 (pré-ordem, ordem parcial). Sejam P um conjunto e < uma
relacdo bindria em P. Dizemos que < é uma pré-ordem em P se satisfaz as
seguintes condicoes:

e p < p, para todo p € P (reflexiva);

e p<geq<rimplicam p <r, para todos p,q,r € P (transitiva).
Uma pré-ordem que satisfaz também a condicao:

e p < qeq<pimplicam p = ¢, para todos p,q € P (anti-simétrica),
¢é chamada uma ordem parcial em P. Um conjunto munido de uma ordem
parcial é dito parcialmente ordenado.

Exercicio 1.1. Sejam P um conjunto, < uma pré-ordem (resp., uma ordem
parcial) em P e S um subconjunto de P. Mostre que a restricao’ a S da
relacdo bindria < é uma pré-ordem (resp., uma ordem parcial) em S. Essa
restrigao é chamada a pré-ordem induzida (resp., a ordem parcial induzida)
em S por <.

Exercicio 1.2. Sejam P um conjunto e < uma pré-ordem em P. Defina
uma relagao bindria ~ em P fazendo:
p~qg==p<qeq=p,

para todos p,q € P. Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia em P.

Exercicio 1.3. Sejam P um conjunto e < uma pré-ordem em P. Considere
a relacao de equivaléncia ~ em P definida no Exercicio 1.2. Dadas classes
de equivaléncia u,v € P/~, mostre que a condicao p < ¢ é independente da
escolha de representantes p € u, ¢ € v; mais precisamente, mostre que se
P1,P2,q1, G2 € P sao tais que p1 ~ p2 € q1 ~ g2, entao

P1 S Q1= P2 < Q2.
Defina uma relagao bindria < no conjunto quociente P/~ fazendo:
UV <= p=q,

para todos u,v € P/~ onde p € u e g € v sdo representantes arbitrariamente
escolhidos das classes u e v. Mostre que = é uma ordem parcial no conjunto
quociente P/~.

1Se < ¢ uma relagdo bindria num conjunto P, entao a restricdo de = a um subconjunto
S de P é a relagao bindria <|g em S tal que p <5 ¢ & p =< g, para todos p,q € S.
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Notagao. Se < é uma ordem parcial, escrevemos p < ¢ quando p < g e
p # q. Quando p < ¢ (resp., p < q), escrevemos também g > p (resp.,
q>p).

Exercicio 1.4. Sejam P um conjunto, < uma ordem parcial em P e sejam
p,q € P. Mostre que:

P<qg<=p<gqoup=gq.

Definigao 1.2 (cota superior, inferior, conjunto limitado). Sejam P um
conjunto, < uma ordem parcial em P, S um subconjunto de P e p € P. Di-
zemos que p é uma cota superior (resp., cota inferior) de S se p > q (resp.,
p < q), para todo ¢ € S. Dizemos que S é limitado superiormente (resp.,
limitado inferiormente) em P se admite uma cota superior (resp., uma cota
inferior) em P. Dizemos que S é limitado em P se for limitado superior-
mente e inferiormente em P. Dizemos que o conjunto parcialmente orde-
nado P é limitado (resp., limitado superiormente, limitado inferiormente)
se for limitado (resp., limitado superiormente, limitado inferioriormente) em
si mesmo.

Defini¢ao 1.3 (maior, menor elemento; elemento maximal, minimal). Se-
jam P um conjunto, < uma ordem parcial em P e p € P. Dizemos que:

e p é o maior elemento (resp., o menor elemento) de P se p é uma
cota superior (resp., cota inferior) de P;

e p é um elemento maximal (resp., um elemento minimal) de P se nao
existe ¢ € P tal que ¢ > p (resp., tal que ¢ < p).
Para subconjuntos .S de um conjunto parcialmente ordenado P, as expressoes
“maior elemento de S”, “menor elemento de S”, “elemento maximal de S”,
“elemento minimal de S” sdo definidas como acima, considerando em S a
ordem parcial induzida pela ordem parcial de P (vide Exercicio 1.1).

Exercicio 1.5. Mostre que um conjunto parcialmente ordenado possui no
maximo um maior elemento e no maximo um menor elemento.

Definigao 1.4 (supremo, infimo). Sejam P um conjunto parcialmente or-
denado e S um subconjunto de P. O supremo (resp., infimo) de S em P
é, se existir, o menor elemento do conjunto das cotas superiores de S em P
(resp., o maior elemento do conjunto das cotas inferiores de S em P).

Notagao. Se S é um subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado,
denotamos por sup S o supremo de S e por inf S o infimo de S, se existirem.
Dados elementos p e ¢ de um conjunto parcialmente ordenado, denotamos
por p V g o supremo do conjunto {p,q} e por p A ¢ o infimo do conjunto
{p,q}, se existirem.

Exercicio 1.6. Sejam P um conjunto parcialmente ordenado e .S um sub-
conjunto de P. Mostre que se S tem um maior (resp., menor) elemento,
entdo ele é o supremo (resp., infimo) de S em P.
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Exercicio 1.7. Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Mostre que
o supremo em P (resp., o infimo em P) do conjunto vazio é, se existir, o
menor (resp., o maior) elemento de P.

Definigao 1.5 (reticulado). Um conjunto parcialmente ordenado P é dito
um reticulado se, para quaisquer p, ¢ € P, existem o supremo pVq e o infimo
PAg.

Exercicio 1.8. Seja P um reticulado. Mostre que:

(pVa)Vr =sup{p,q,r} =pV(qVr), (pAg)Ar=inf{p,q,7} =pA(gAT),
para todos p,q,r € P. Conclua que as operagoes bindrias V e A sdo associ-

ativas e comutativas.

Exercicio 1.9. Mostre que, num reticulado, todo subconjunto finito nao
vazio possui supremo e infimo.

Exercicio 1.10. Seja P um reticulado munido de uma ordem parcial <.
Mostre que, para todos p,q € P, vale que:
pPVqg=q<—=p<qg<—=pANqg=np.
Exercicio 1.11. Seja P um reticulado munido de uma ordem parcial <.
Dados p1,p2, 91,92 € P com p1 < pz e 1 < g2, mostre que:
PIAqQE=Pp2Aq € p1Vaq =p2Vq.

Exercicio 1.12. Seja P um reticulado. Mostre que as duas condigoes abaixo
sao equivalentes:

(1) pV(gAr)=(pVaq)A(pVr), para todos p,q,r € P;

(2) pA(gVvr)=(pAq)V (pAr), para todos p,q,r € P.
(Sugestao: para provar (2) assumindo (1), note que de (1) segue que

(pAgV(pAT)=@VP)A(PVTr)A(@Vp)A(gVr),
para todos p,q,r € P.)

Definigao 1.6 (reticulado distributivo). Um reticulado P ¢ dito distributivo
quando satisfaz uma das (e portanto ambas as) condigdes equivalentes no
enunciado do Exercicio 1.12.

Exercicio 1.13. Seja P um conjunto munido de uma ordem parcial <.
Dizemos que a ordem parcial < é total (e que P é totalmente ordenado) se
para todos p,q € P temos p < q ou g < p. Mostre que se a ordem < é total,
entao P é um reticulado distributivo.

Exercicio 1.14. Sejam X um conjunto e p(X) o conjunto de todas as
partes de X. Mostre que a rela¢ao bindria < em p(X) definida por:

(1.1) A<B<= ACB, ABcecpX)

é uma ordem parcial e que, munido dela, p(X) é um reticulado distributivo

em que:

AVB=AUB, AAB=ANB,
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para todos A, B € p(X). Quando dizemos que p(X) (resp., algum sub-
conjunto de (X)) estd parcialmente ordenado por inclusio estamos nos
referindo & ordem parcial (1.1) (resp., & sua restricdo ao subconjunto dado

de (X)).

Exercicio 1.15. Sejam V um espaco vetorial e considere a colecao S(V)
de todos os subespacos de V', parcialmente ordenada por inclusao. Mostre
que &(V) é um reticulado em que:

WiVvWy=W;+ Wy, Wi AWy =W NWs,

para todos Wi, Wy € &(V'). Mostre que se dim(V') > 2, entao o reticulado
S(V) nao é distributivo. Note que a operagao V do reticulado &(V) nao
coincide com a restrigao da operagao V do reticulado p(V'), embora a ordem
parcial de G(V) seja a restricao da ordem parcial de p(V).

Definicao 1.7 (complemento). Seja P um reticulado limitado (vide De-
finigdo 1.2) e denote por 0 e 1 seu menor e maior elemento, respectivamente.
Dado p € P, dizemos que ¢ € P é um complemento parapem P se pAqg =10
e pV q = 1. Dizemos que o reticulado limitado P é complementado se todo
elemento de P possui um complemento em P.

Exercicio 1.16. Mostre que num reticulado limitado em que a ordem ¢ total
(vide Exercicio 1.13), os inicos elementos que admitem um complemento sao
o menor e o maior elemento do reticulado.

Exercicio 1.17. Seja P um reticulado limitado distributivo munido de uma
ordem parcial < e denote por 0 o seu menor elemento. Dados p € P e um
complemento g de p em P, mostre que:

rAp=0<=r1r<gq,

para todo r € P. Conclua que num reticulado limitado distributivo, todo
elemento possui no mdximo um complemento. Note que o reticulado do
Exercicio 1.15 é complementado, mas em geral um elemento pode ter mais
de um complemento.

Definicao 1.8 (dlgebra de Boole). Uma dlgebra de Boole é um reticulado
limitado, distributivo e complementado. Numa &lgebra de Boole qualquer,
denotamos por < sua ordem parcial e por 0 e 1 seu menor e maior elemento,
respectivamente. O dnico complemento de um elemento p da dlgebra (vide
Exercicio 1.17) é denotado por p'.

Exercicio 1.18. Denote por 2 o conjunto {0, 1} munido da relagao binéria
< tal que valem
0<0, 0<1, 1<1

e nao vale 1 < 0. Mostre que 2, munido de <, é uma &algebra de Boole.

Exercicio 1.19. Mostre que o reticulado distributivo p(X) definido no
Exercicio 1.14 é uma algebra de Boole em que 0 =), 1 =X e A’ = X \ A,
para todo A € p(X).



Exercicio 1.20. Seja B uma algebra de Boole. Mostre que:
e0=1el =0;
e p’" = p, para todo p € B;

e p A g =0 se, e somente se, p < ¢, para todos p,q € B (isso é um
caso particular do resultado do Exercicio 1.17);

e p < g se, e somente se, ¢ < p’, para todos p,q € B;
e (pVq) =p N, para todos p,q € B;
e (pAq) =p' V{, para todos p,q € B.
Definigao 1.9 (\, A, —, «»). Definimos as operacoes bindrias \, A, — ¢
+ numa &lgebra de Boole B fazendo:
e p\g=pA{,
e plAqg=(p\q)V(g\p),
ep—q=pVg,
epq=(p—q A(g—p),
para todos p,q € B.
Exercicio 1.21. Seja B uma algebra de Boole. Mostre que:
e (p—q) =p\q, para todos p,q € B;
e (p<q) =pAq, para todos p,q € B;
e p\ ¢ =0 se, e somente se, p < ¢, para todos p,q € B;

p A q =0 se, e somente se, p = ¢, para todos p, q € B;

p — q =1 se, e somente se, p < ¢, para todos p,q € B;

p <> g =1 se, e somente se, p = ¢, para todos p,q € B;
e p < g — 1 se, e somente se, p A g < r, para todos p,q,r € B;

(p—q) A (qg—r) <p—r, para todos p,q,r € B;

(p<>q) A (g 1) <p=<>r, para todos p,q,r € B;
p\r <(p\q)V(q\r), para todos p,q,r € B;
pAr<(pAq)V(qAr), para todos p,q,r € B;
(p—=>r)AN(g—1)<(pVq) —r, para todos p,q,r € B;
(r—=p)A(r—q) <r— (pAq), para todos p,q,r € B.

Definigao 1.10 (homomorfismo de édlgebras de Boole). Sejam A e B dlge-
bras de Boole. Uma funcao ¢ : A — B é dita um homomorfismo se valem
as seguintes condigoes:

* o(pVq) =o(p)V ¢(q), para todos p,q € A;
e ¢(p') = &(p)’, para todo p € A.

Notagao. Dadas édlgebras de Boole A e B, denotamos por Hom(A, B) o
conjunto de todos os homomorfismos ¢ : A — B.

Exercicio 1.22. Se A e B sao édlgebras de Boole e ¢ : A — B é um homo-
morfismo bijetor, mostre que ¢~ também é um homomorfismo.
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Definigao 1.11 (isomorfismo de dlgebras de Boole). Um homomorfismo
bijetor entre algebras de Boole é chamado um isomorfismo. Quando existe
um isomorfismo entre duas algebras de Boole, elas sao ditas isomorfas.

Exercicio 1.23. Sejam A e B algebras de Boole e seja ¢ : A — B um
homomorfismo. Mostre que:

® ¢(pAq) = é(p) A p(q), para todos p,q € A;

e 9(0)=0eq(l)=1;

e se p < ¢, entao ¢(p) < ¢(q), para todos p,q € A;

® ¢(p\ q) = ¢(p) \ ¢(q), para todos p,q € A;

® d(p A q) = o(p) A ¢(q), para todos p,q € A;

® ¢(p — q) = ¢(p) = #(q), para todos p, q € A;

e o(p < q) = &(p) + ¢(q), para todos p,q € A.
Exercicio 1.24. Sejam X e Y conjuntos e f : X — Y uma funcao. Mostre
que a aplicagdo f*: p(Y) = p(X) definida por:

(A4 = f1A] = {2 € X s f(x) € A},

para todo A € p(Y'), é um homomorfismo entre as dlgebras de Boole p(Y)
e p(X), ambas parcialmente ordenadas por inclusdo (vide Exercicio 1.19).

Defini¢ao 1.12 (subdlgebra). Sejam B uma &lgebra de Boole e A um sub-
conjunto de B. Dizemos que A é uma subdlgebra de B se valem as seguintes
condigoes:

e A nao é vazio;

e pVq € A, para todos p,q € A,

e p' € A, para todo p € A;
Exercicio 1.25. Sejam B uma algebra de Boole e A uma subélgebra de B.
Mostre que:

e pANgeE A p\qe A pAge A, p—qge Aep+ q€ A, para todos

p,q €A
elcAcle A

e 0 conjunto A, munido da ordem parcial induzida da ordem parcial
de B, é uma dlgebra de Boole e a aplicacao inclusao i : A — B é um
homomorfismo.

Exercicio 1.26. Mostre que a imagem de um homomorfismo de algebras
de Boole é uma subdlgebra do seu contradominio.

Definigao 1.13 (ideal). Seja B uma &lgebra de Boole. Um subconjunto Z
de B é dito um ideal de B se valem as seguintes condigoes:

e 7 nao é vazio;

e pVq €L, para todos p,q € Z;

e paratodospeZeqe B,seq<p,entaoqel.
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Defini¢ao 1.14 (filtro). Seja B uma &lgebra de Boole. Um subconjunto F
de B é dito um filtro de B se valem as seguintes condigoes:

e F nao é vazio;

e pAq € F, para todos p,q € F;

e para todos p € F e q € B, se ¢ > p, entao q € F.
Exercicio 1.27. Numa &lgebra de Boole B qualquer, mostre que B é ao
mesmo tempo um ideal e um filtro de B, que 0 (resp., 1) pertence a qualquer
ideal (resp., filtro) de B e que {0} (resp., {1}) é um ideal (resp., um filtro)
de B.
Exercicio 1.28. Mostre que um ideal Z de B é préprio (i.e., Z # B) se, e

somente se, 1 € Z. Similarmente, mostre que um filtro F de B é préprio se,
e somente se, 0 & F.

Exercicio 1.29. Sejam A e B algebras de Boole e seja ¢ : A — B um
homomorfismo. Mostre que ¢~!(0) é um ideal de A e que ¢~ (1) é um filtro

de A.

Exercicio 1.30. Seja B uma algebra de Boole. Se Z é um ideal de B, mostre
que:

T = {p/ ipE I}
é um filtro de B. Similarmente, se F é um filtro de B, mostre que:

F = {p' 'p € ]:}
¢ um ideal de B. Conclua que a aplicacao Z + Z’ estabelece uma bijecao
entre o conjunto dos ideais e o conjunto dos filtros de B.

Definigao 1.15 (base de filtro). Seja B uma algebra de Boole. Um subcon-
junto S de B é dito uma base de filtro em B se:
(1.2) F = {p € B : existe ¢ € S tal que p > q}
é um filtro de B.
Exercicio 1.31. Seja B uma algebra de Boole. Mostre que um subconjunto
S de B é uma base de filtro em B se, e somente se, valem as seguintes
condigoes:

e S nao é vazio;

e para todos p,q € 5, existe r € S tal que r < p Agq.

Mostre também que se S é uma base de filtro em B, entao o filtro F definido
em (1.2) é o menor filtro de B que contém S (i.e., F é um filtro de B que
contém S e todo filtro de B que contém S contém F).

Exercicio 1.32. Seja B uma algebra de Boole. Mostre que se M é um
subconjunto qualquer de B, entao?:

(1.3) S:{l}U{pl/\pg/\.../\pn:pl,pg,...,pneM, nzl}

2Note que S é, na verdade, a colecao dos infimos de todos os subconjuntos finitos de
M, ja que 1 é o infimo do conjunto vazio.



8

é uma base de filtro em B. Mostre também que se F é definido a partir de
S como em (1.2), entdo F é o menor filtro de B que contém M.

Exercicio 1.33. Sejam B uma algebra de Boole e F um filtro de B. Con-
sidere a relacao bindria <x em B definida por:

p<Frq<=p—>qcF,

para todos p,q € B. Mostre que <rx é uma pré-ordem em B e que a relagao
de equivaléncia ~r em B definida a partir de <r como no Exercicio 1.2 é
dada por:

p~Fq=peqeF,
para todos p,q € B. Mostre também que:
P<q=p=rgq
para todos p,q € B.

Exercicio 1.34. Sejam B uma algebra de Boole e F um filtro de B. Con-
sidere a pré-ordem <r e a relacdo de equivaléncia ~x em B definidas no
Exercicio 1.33. Denote por < a ordem parcial no conjunto quociente B/~ r
definida a partir da pré-ordem <z como no Exercicio 1.3. Mostre que B/~r,
munido de <r, é uma &lgebra de Boole e que a aplicagao quociente

q:B—)B/N]:

é um homomorfismo tal que q~!(1) = F. Mostre também que, para quais-
quer u,v € B/~r, temos u <x v se, e somente se, existem p € u e ¢ € v
tais que p < ¢. (Sugestao para a ultima parte: se u <r v, p Eueq € v,
verifique que p A ¢ € u.)

Definigao 1.16 (ideal maximal, ultrafiltro). Seja B uma &lgebra de Boole.
Um ideal mazimal de B é um ideal préprio Z de B que nao estd contido em
nenhum ideal préprio de B diferente de Z. Um wultrafiltro de B é um filtro
préprio F de B que nao esta contido em nenhum filtro proprio de B diferente

de F.

Exercicio 1.35. Sejam B uma dlgebra de Boole, Z um ideal de B e Z’ o filtro
de B definido como no Exercicio 1.30. Mostre que Z é um ideal maximal de
B se, e somente se, Z' é um ultrafiltro de B.

Definicao 1.17 (PIF). Seja B uma dlgebra de Boole. Dizemos que um
subconjunto M de B possui a propriedade da interse¢ao finita (PIF) se 0
nio pertence ao conjunto S definido® em (1.3).

Exercicio 1.36. Sejam B uma algebra de Boole, F um filtro de B e p € B.
Mostre que F U {p} tem PIF se, e somente se, p’ & F.

3Note que 1 sempre pertence a S, de modo que se 1 = 0, entdo nenhum subconjunto
M de B (nem o vazio!) tem PIF. Note também que a igualdade 1 = 0 s6 vale na algebra
de Boole trivial B = {0} = {1} que tem um tnico elemento.
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Exercicio 1.37. Sejam B uma algebra de Boole e M um subconjunto de
B. Mostre que:
(a) M esta contido em algum filtro préprio de B se, e somente se, M
tem PIF;
(b) todo filtro préprio de B esta contido em algum ultrafiltro de B;
(c) M esté contido em algum ultrafiltro de B se, e somente se, M tem
PIF.

(Sugestao: para mostrar o item (b), use o Lema de Zorn e o resultado do
Exercicio 1.28.)

Exercicio 1.38. Seja B uma élgebra de Boole. Mostre que um filtro F de
B é um ultrafiltro se, e somente se, para todo p € B, temos que ou p ou p’
estd em F, mas nao ambos. (Sugestao: use o resultado do Exercicio 1.36
e o resultado do item (a) do Exercicio 1.37.) Similarmente, mostre que
um ideal Z de B é maximal se, e somente se, para todo p € B, temos
que ou p ou p’ estd em Z, mas ndo ambos. (Sugestdo: use o resultado do
Exercicio 1.35.) Conclua que se F é um ultrafiltro de B, entdao o ideal F’
definido no Exercicio 1.30 é o complementar de F em B.

Exercicio 1.39. Seja B uma algebra de Boole e considere a dlgebra de Boole
2 definida no Exercicio 1.18. Mostre que se ¢ : B — 2 é um homomorfismo,
entdao ¢~1(1) é um ultrafiltro de B e ¢~ 1(0) é um ideal maximal de B. Reci-
procamente, se F é um ultrafiltro de B, mostre que a fun¢do caracteristica
de F, i.e., a fungao x » : B — 2 definida por:

(p) = 1, sepe F,
XFP) = 0, sepé&F,

¢ um homomorfismo.
Defini¢ao 1.18 (anel). Um anel é um conjunto R, munido de operagoes
binarias:
RxR>(r,s)—r+seR, RxR>(rs)—>rseR,

satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) (r+s)+t=r+(s+t), para todos r,s,t € R;

(2) r+ s =s+r, para todos r, s € R;

(3) existe um (automaticamente tinico) elemento 0 € R tal que

r+0=0+7r=r,
para todo r € R;

(4) para todo r € R, existe um (sob a condi¢do (1), automaticamente
tnico) elemento —r € R tal que r + (—r) = (—r) + 7 = 0, sendo 0
definido na condicao (3);

(5) (rs)t = r(st), para todos r,s,t € R;

(6) (r+s)t=rt+ stet(r+s)=tr+ts, paratodos r,s,t € R.
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O anel R é dito comutativo se
rs = sr,

para todos 7, s € R e é dito um anel com unidade se existe um (automati-
camente tnico) elemento 1 € R tal que

rl=1r =,
para todo r € R.

Defini¢ao 1.19 (anel booleano). Um anel R é dito booleano se

r?=r,
para todo r € R, onde 7% = rr.

Exercicio 1.40. Mostre que se R é um anel booleano, entdao —r = r, para
todo r € R.

Exercicio 1.41. Mostre que todo anel booleano é comutativo. (Sugestao:
use (r+s)2=r+s.)

Exercicio 1.42. Seja R um anel booleano e defina uma relagao binaria <
em R fazendo:

r<s<r=rs,
para todos r,s € R. Mostre que < é uma ordem parcial em R e que R,
munido dessa ordem parcial, é um reticulado distributivo em que:

rvVs=r+s+rs, rAs=rs,
para todos 7, s € R.

Exercicio 1.43. Mostre que se R é um anel booleano com unidade, entao
R, munido da ordem parcial definida no Exercicio 1.42, é uma algebra de
Boole em que o elemento 0 do anel R é o menor elemento da algebra, o
elemento 1 do anel R é o maior elemento da algebra,

r'=14r,

para todor € R e
r+s=rAs,

para todos r,s € R. Reciprocamente, mostre que se B é uma algebra de
Boole, entao B, munida das operacoes binarias definidas por:

BxB>(pq)—p+q=pLqeB, BxB>(pqr—pg=pAq€EDB,
¢ um anel booleano com unidade em que
P < q <= p=pq,

para todos p,q € B. (Sugestao: para mostrar que A é associativa, verifique
que:

pAQLTr=pPANIAYNVD ANgATYV O A AT)V(DAGAT),
para todos p,q,r € B.)
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Defini¢ao 1.20 (ideal de um anel). Seja R um anel. Um subconjunto I de
R é dito um ideal se valem as seguintes condigoes:

e [ nao é vazio;
e r+ s € I, para todos r, s € I;
e —rc ] paratodor e [;

para todos r,s € R, ser € I ou s € I, entao rs € 1.

Exercicio 1.44. Seja B uma &lgebra de Boole e defina operagoes em B que
a tornam um anel booleano com unidade, como no Exercicio 1.43. Mostre
que um subconjunto Z de B é um ideal da algebra de Boole B se, e somente
se, T é um ideal do anel B.

Definigao 1.21 (homomorfismo de anéis). Sejam R e S anéis. Uma fungao
¢ : R — S édita um homomorfismo de anéis se valem as seguintes condigoes:

o o(r1 +1r2) = ¢(r1) + ¢(r2), para todos 1,72 € R;
e ¢(rire) = ¢(r1)p(re), para todos 1,72 € R.

Se R e S sao anéis com unidade, dizemos que ¢ : R — S é um homomorfismo
de anéis com unidade se ¢ é um homomorfismo de anéis e ¢(1) = 1.

Exercicio 1.45. Sejam A e B &lgebras de Boole e defina operagoes em A e
B tornando-as anéis booleanos com unidade, como no Exercicio 1.43. Mostre
que uma fungdo ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras de Boole se, e
somente se, ¢ um homomorfismo de anéis com unidade.

2. ESPAGOS BOOLEANOS E A DUALIDADE DE STONE

Definigao 2.1 (clopen). Um subconjunto de um espago topolégico X é dito
clopen em X se for ao mesmo tempo aberto e fechado em X.

Notagao. Denotamos por Clop(X) a colegao de todos os clopens de um
espaco topolégico X.

Exercicio 2.1. Seja X um espago topoldgico e considere a dlgebra de Boole
©(X), parcialmente ordenada por inclusdo. Mostre que Clop(X) é uma
subélgebra de p(X).

Definigao 2.2 (espago zero-dimensional). Um espago topolégico X é dito
zero-dimensional se Clop(X) é uma base de abertos de X. Assim, X é zero-
dimensional se, e somente se, para todo aberto U de X e todo ponto p € U,
existe um clopen C de X compe C C U.

Definigao 2.3 (espaco booleano). Um espago topoldgico é dito booleano se
for compacto, Hausdorff e zero-dimensional.
Exercicio 2.2. Mostre que:

e um conjunto finito, munido da topologia discreta, é um espaco boo-
leano;
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e um subconjunto fechado de um espaco booleano, munido da topolo-
gia induzida, é um espaco booleano;

e 0 produto de uma familia arbitraria de espacos booleanos, munido
da topologia produto, ¢ um espago booleano.

Notacao. Dados conjuntos X e Y, denotamos por YX o conjunto de todas
as funcoes f : X — Y. Note que Y¥ é precisamente o produtério da familia
de conjuntos indexada em X, em que todos os membros sao iguais a Y, i.e.,
YyX = [l,ex Yz, com Y, =Y, para todo = € X.

Exercicio 2.3. Seja B uma algebra de Boole e considere o conjunto 25,
munido da topologia produto, em que 2 = {0,1} é munido da topologia
discreta. Se 2 é munido da ordem parcial definida no Exercicio 1.18, mostre
que Hom(B,2) é um subconjunto fechado de 25. Conclua (usando o resul-
tado do Exercicio 2.2) que Hom(B,2), munido da topologia induzida de 25,
¢ um espacgo Booleano.

Definigao 2.4 (espago de Stone). Dada uma &dlgebra de Boole B, o espago
Booleano Hom(B, 2), munido da topologia definida no Exercicio 2.3, é cha-
mado o espago de Stone de B e é denotado por Stone(B).

Exercicio 2.4. Seja B uma algebra de Boole e considere a bijegao:
p(B)SSHXSEQB

que associa a cada subconjunto S de B a sua fungao caracteristica x . Con-
clua a partir do resultado do Exercicio 1.39 que essa bijecao se restringe a
uma bijegao entre o conjunto de todos os ultrafiltros de B e Hom(B, 2).

Exercicio 2.5. Seja B uma &algebra de Boole. Dado p € B, denote por p* o
subconjunto de Stone(B) definido por:

p* = {¢ € Hom(B,2) : ¢(p) = 1}.
Mostre que p* é um clopen de Stone(B).

Exercicio 2.6. Seja B uma algebra de Boole e considere a fungao (vide
Exercicio 2.5):

(2.1) B> p+— p* € Clop(Stone(B)).
Mostre que:

(a) (2.1) é um homomorfismo;

(b) dados p,q € B, se p* C ¢*, entao p < ¢;

(c) (2.1) é injetora,

(d) (2.1) é sobrejetora.

Conclua que (2.1) é um isomorfismo. (Sugestao para o item (b): se nao vale
p < g, entao existe um ultrafiltro 7 de B com p \ ¢ € F, pelo resultado do
Exercicio 1.37. Sugestao para o item (d): por compacidade, todo clopen de
Stone(B) é uma uniao finita de abertos bésicos, que sao dados por intersegoes
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finitas de conjuntos da forma p* e seus complementares. Use o item (a) para
concluir que a imagem de (2.1) ¢ uma subdlgebra de Clop(Stone(B)).)

Exercicio 2.7. Seja X um espaco topologico. Dado = € X, considere a
aplicagao ¢, : Clop(X) — 2 definida por:

1, sex e,
¢x(0) =
0, sexé¢C,

para todo C' € Clop(X). Mostre que:
(a) ¢ € Stone(Clop(X)), isto é, ¢, é um homomorfismo, para todo x
em X;
(b) a aplicacao
(2.2) X 3 2+ ¢, € Stone(Clop(X))
é continua;
(c) se X é Hausdorff* e zero-dimensional, entdo a aplicacao (2.2) é inje-
tora;
(d) se X é compacto, entao a aplicacao (2.2) é sobrejetora;
(e) se X é booleano, entao a aplicagao (2.2) é um homeomorfismo.

(Sugestao para o item (d): dado um homomorfismo ¢ : Clop(X) — 2,
considere o ultrafiltro F = ¢~1(1) de Clop(X). Note que F é uma familia
de fechados com a propriedade da intersecao finita no espago compacto X e
portanto existe um ponto x na intersegao (o C.)

INa verdade, basta assumir que X satisfaz o axioma de separagdo TO. Mas, para
espacos zero-dimensionais, é ficil ver que T0 implica Hausdorff.



