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Esta lista de exercicios nao faz parte da matéria da prova.

Exercicio 1. Sejam (X, A, ) um espago de medida, i : A — [0, +00]
o completamento da medida p e (Y,B) um espago mensuravel. Suponha
que a o-algebra B admita um conjunto de geradores enumerdvel (esse é o
caso, por exemplo, se Y for um espaco topoldgico com base enumerdvel de
abertos e B for a o-algebra de Borel de V). Dada uma fungao mensurével
f: (X, A) — (Y,B), mostre que existe X' € A com p(X \ X’) = 0 tal que
flxr + (X', Alx/) = (Y, B) seja mensurdvel. (Sugestao: seja {By : k > 1}
um conjunto de geradores de B e para cada k escreva f~![By] = AyUNg, com
Ap € A, N, C My, M € A e u(My) =0. Tome X’ igual ao complementar
de Up2; My e mostre que (f|x/)"'[Bi] € A, para todo k.) Conclua que
existe uma fungao mensurével g : (X, A) — (Y, B) tal que f(z) = g(x) para
fi-quase todo x € X. (Sugestdo: tome g|x = f|x’ e g|x\x’ constante.)

Exercicio 2. Sejam (X, A, u) e (Y,B,v) espacos de medida tais que as

medidas p e v sejam o-finitas. Dado M € A® B com (u x v)(M) = 0,

mostre que v(M,) = 0 para p-quase todo x € X, em que:
M,={yeY:(z,y) € M}.

(Sugestao: (u x v)(M) = [ v(M,)du(z). Use o resultado do Exercicio 6
da sexta lista.)
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Exercicio 3. Sejam (X, A,u) e (Y,B,v) espacos de medida tais que as
medidas p e v sejam o-finitas e completas. Considere o completamento

pxv:A®B— [0,+00]

da medida produto p x v. Seja f : X — R uma funcio quase integrivel com
respeito a p X v. Mostre que para p-quase todo z € X a fungao

Y 3y f(z,y) €R

é quase integravel e que vale a igualdade:

ras = [ ([ o) anto).

XxY
em que (como é usual) o valor de [, f(z,y)dv(y) é substituido por qualquer
elemento de R no lado direito da igualdade acima para aqueles € X no
conjunto de medida nula para os quais essa integral nao estd bem-definida.
(Sugestao: pelo resultado do Exercicio , existe uma funcao mensuravel
g: (X xY, A®B) — R tal que o conjunto dos pontos de X xY em que f e g
diferem esta contido num conjunto M € A®B com (uxv)(M) = 0. Aplique
o Teorema de Fubini—Tonelli para g e use o resultado do Exercicio |2 para
concluir que para quase todo = € X, as fungoes y — f(z,y) e y — g(z,y)
sao iguais quase sempre. Use também o resultado do Exercicio 8 da sexta
lista.)

Exercicio 4. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e f : X — R uma
funcdo mensuravel. Dizemos que ¢ € R é uma cota superior essencial para
f se f(z) < ¢ para quase todo = € X. Definimos:

Il fllooc = inf {c € [0,400] : ¢ é uma cota superior essencial para ]f\}

Mostre que o infimo que aparece na igualdade acima é na verdade um
minimo, i.e., mostre que || f||o é uma cota superior essencial para |f|.

Exercicio 5. Seja (X, A, u) um espaco de medida e sejam f : X — Re
g : X — R fungoes mensuraveis. Mostre que:

() ||flloc = 0 e vale que ||f||lcc = O se, e somente, f(z) = 0 para quase
todo z € X.

() IAflloe = IAlll fllocs Para todo X € R.
©) If + 9lloo <1 flloo + |l9]lcos se a funcao f + g estiver bem-definida.
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Exercicio 6. Sejam (X, A, ) um espaco de medida e (fy,)n>1 uma sequéncia
de funcoes mensuraveis f, : X — R. Mostre que:

(a) se f: X — R é uma fungdo mensurdvel, entdo

im[[f— fllae =0

se, e somente se, existe X’ € A com p(X \ X') = 0 tal que (fn)n>1
converge uniformemente para f em X'.

(b) limy, 1400 || fn — fimlloc = O se, e somente se, existe X’ € A com
u(X \ X’) =0 tal que (f,)n>1 é uniformemente de Cauchy em X'.

(c) se limy m—+o0 || fn — fmlloo = 0, entéo existe uma fungao mensuravel
f X — R tal que limy 400 || fn — flloo = 0. (Sugestao: toda
sequéncia uniformemente de Cauchy converge uniformemente.)

Exercicio 7. Sejam (X, A, ) um espago de medida e f : X — R uma
funcao mensuravel. Mostre que:

. S .
Lim inf [l = [1f]loe

(Sugestao: se 0 < ¢ < || ]|, ent@o o conjunto
A={ze X :|f(z)>c}

1
tem medida positiva. Verifique que || f||, > cp(A)?, para todo p € ]0, +00[.)
Agora assuma que pelos menos uma das duas seguintes condigoes seja satis-
feita:

(i) existe pg € ]0,4o00[ tal que || f|lp, < +o0;
(ii) o conjunto X1 = {z € X : f(z) # 0} tem medida finita.
Mostre que limsup,,_, o || f|lp < ||flloc € conclua que:

li = o~
i Ifll, = 117
(Sugestao: sob (i), verifique que ||f|l, < Hf||oou(X1)%, para todo p em
10, 4+00[. Sob (ii), use que
[f@)[P = |f(@) Pl f (@) P2 < |f (@) [PlfIEP,

para quase todo x € X e para todo p € |pg, +00].)



