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Exercicio 1. Sejam (V|| -||), (W, ]|-]|) espagos vetoriais normados. Denote
por L(V, W) o espago vetorial formado por todas as transformagoes lineares
T :V — W. Denote por B(V,W) o subconjunto de L(V, W) formado pelas
transformagoes lineares continuas.

(a) Mostre que B(V, W) é um subespago de L(V, W).

(b) Mostre que a igualdade:

WW=F$ﬂﬂ@W T € B(V,W),

define uma norma em B(V, W).
(¢) Mostre que [|T'(z)]|" < ||T|||=||, para todo z € V e toda T € B(V,W).

(d) Dado um espago vetorial normado (Z, || - ||”) e dadas T € B(V,W),
S € B(W, Z), mostre que [|S o T[| < [|S]|[|T].

Exercicio 2. Sejam (M,d), (N,d") espagos métricos e f : M — N uma
funcéo continua. Mostre que, para todo subconjunto A de M, vale que:

F[A] < 114l
Conclua que se M é separavel e f é sobrejetora entdao N é separdvel. (Su-
gestao: seja A um subconjunto enumeravel denso de M.)

Exercicio 3. Sejam (M;,d;), i = 1,...,n, espagos métricos e considere o
produto cartesiano M = [[;" ; M; munido de uma métrica produto. Mostre
que, dados A; C M;, i =1,...,n, entdo:

Ay x - x A, =A1 x - x A,

Exercicio 4. Sejam (M, d) um espago métrico e N um subconjunto de M.
Mostre que se B é uma base de abertos para M entao:

{BNN:BeB)

é uma base de abertos para N munido da restri¢ao da métrica de M. Conclua
que se M possui base enumeravel de abertos entao /N possui base enumeravel
de abertos.
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Exercicio 5. Sejam (M, d) um espago métrico e N um subconjunto de M,
munido da restricdo da métrica de M. Mostre que as seguintes condigoes
sao equivalentes:

(a) N possui a propriedade de Lindel6f (i.e., toda cobertura de N por
abertos de N possui uma subcobertura enumeravel);

(b) para toda familia (U;);c; de subconjuntos abertos de M tal que
Uicr Ui contém N existe um subconjunto enumerdvel .J de I tal que
N C UiGJ U;.

Exercicio 6. Seja (M,d) um espaco métrico separavel. Mostre que todo
subconjunto aberto de M é uma uniao enumeravel de bolas abertas.



