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Exercicio 1. Em cada um dos itens abaixo, calcule as derivadas parciais
da funcéo g em termos das derivadas parciais da funcao f usando a regra
da cadeia.

(a)

g : R?> = R definida por

glz,y) = f(e"y? cos(z +y)),
para todo (z,y) € R?, em que f : R? — R é uma funcio dife-
renciavel;
g : R? = R definida por

9(p,0) = f(pcost, psenb),
para todo (p,0) € R?, em que f : R?> — R é uma funcio dife-
renciavel;
g : R? = R definida por

9(x,y,2) = f(y,x +y +2),
para todo (z,y,2) € R?, em que f : R?> — R é uma funcdo dife-
renciavel;
g : R* = R definida por

9(p,0,0) = f(pcosfsen ¢, psensen ¢, pcos ),
para todo (p,0,¢) € R3, em que f : R® — R é uma funcdo dife-
renciavel;
g : R?> = R definida por
9(x,y) = f(y,z),
para todo (x,y) € R?, em que f : R?> — R é uma funcio dife-
renciavel;
g : R?> = R definida por
9(x,y) = f(f(y,x), flz +y,x —y)),

para todo (z,y) € R?, em que f : R?> — R é uma funcio dife-
renciavel.



Exercicio 2. Em cada um dos itens abaixo, encontre uma equacao para o
plano tangente a superficie S dada no ponto p € S dado.

(a) S={(z,y,2) e R’ :xy = 2°} e p=(3,9,3);
é o grafico da funcao f : ]0, +oco[xR — R definida por f(z,y) = zY,
b) S é ifico da funcao f : |0 R — R definid f Y
para todo x >0 etodoy € Rep=(1,1,1);
(¢) S={(z,y,2) e R3: ety = 1 +senz} e p=(0,0,2m).

Exercicio 3 (propriedade de reflexao da elipse). Sejam a,b > 0 com a > b
e considere a elipse de equacao

22 g2

StE =1
Temos que os focos dessa elipse sao (—c¢,0) e (¢,0), em que ¢ = vVa? — b2 é a
semi-distancia focal. O objetivo deste exercicio é mostrar que se a elipse for
espelhada, entao um raio de luz que sai de um foco e incide na elipse reflete
e passa pelo outro foco. Para isso, recorde que a lei de reflexao para a luz
diz que o angulo de incidéncia ¢é igual ao angulo de reflexao, isto é, o raio de
luz incidente e o raio de luz refletido possuem o mesmo angulo com o vetor
normal a superficie refletora. Tendo em vista essa lei fisica, ao resolver os
itens abaixo vocé demonstrara a referida propriedade de reflexdao para uma
elipse. No que segue, (z,y) denota o ponto fixado da elipse em que o raio
de luz vai incidir.

(a) Encontre um vetor ndo nulo 7 € R? que seja normal & elipse no
ponto (z,y).

(b) Considere os vetores ¥ = (¢,0) — (z,y) e W = (—¢,0) — (x,y) (esses
sao os vetores diretores para o raio incidente e para o raio refletido).
Verifique que ||U|| = e(p — ) e ||0]| = e(p+2), em que e = £ é a
excentricidade da elipse e p = % (A reta z = p é chamada a reta
diretriz da elipse! correspondente ao foco (c,0) e a reta . = —p é a
reta diretriz correspondente ao foco (—¢,0).)

(c) Mostre que o angulo entre o vetor ¥ e o vetor 7 é igual ao angulo

entre o vetor w e o vetor 7. Para isso, note que vocé precisa verificar
1 (> = _ 1 (= =
que (U-7) = Tl (W - 17).

1o que vocé estad mostrando neste item € a seguinte caracterizagao da elipse: um ponto
(z,y) pertence & elipse se, e somente se, a distancia de (x,y) a um foco é igual ao produto
da excentricidade da elipse pela distancia de (z,y) até a reta diretriz correspondente a
esse foco.



Exercicio 4 (propriedade de reflexdo da parabola). Seja a > 0 e considere
a parabola de equagao
y = ax?.

O foco dessa pardbola é o ponto (0,c¢), em que ¢ = ﬁ. O objetivo deste
exercicio é mostrar que se a parabola for espelhada, entdo um raio de luz
que incide na parabola paralelamente ao eixo de simetria da parabola pelo
lado que contém o foco reflete e passa pelo foco. Para isso, usamos a lei de
reflexdo da luz enunciada no Exercicio 3. Tendo em vista essa lei fisica, ao
resolver os itens abaixo vocé demonstrara a referida propriedade de reflexao
para uma parabola. No que segue, (z,y) denota o ponto fixado da parédbola
em que o raio de luz vai incidir.

(a) Encontre um vetor nio nulo @i € R? que seja normal & pardbola no
ponto (z,y).

(b) Considere os vetores 7 = (0,1) e @ = (0,¢)—(x,y) (esses sdo os veto-
res diretores para o raio incidente e para o raio refletido). Verifique
que ||@|| = y+c. (O que vocé estd verificando aqui é que a parabola
é o conjunto dos pontos equidistantes ao foco e a reta diretriz; nesse
caso, a reta diretriz possui equagao y = —c.)

(c) Mostre que o angulo entre o vetor ¥ e o vetor 7 é igual ao angulo
entre ? vetor W e o vetor 71. Para isso, note que vocé precisa verificar

L (7.7 — 1 n.mn
que (V- 1) Tl (W - 7).




4

Definigdo. Sejam 7 : [a,b] — R? uma funcio de classe C' e F : [a,b] — R?
uma funcao continua. Suponha que - descreva o movimento no espaco
de uma particula em fungao do tempo e que, para cada t € [a,b], F(t)
denote uma forga que estd agindo sobre essa particula no instante ¢ (nao
necessariamente a forca total, apenas uma de varias forcas que podem estar
agindo sobre a particula). Temos que o trabalho realizado pela forga F' na
particula durante o intervalo de tempo [a,b] é definido pela integral?:

/b F(t)-+/(t)dt.

Exercicio 5. Seja v : [a,b] — R? uma curva de classe C? que descreve
o movimento no espago de uma particula de massa m > 0 em funcao do
tempo. Para cada t € [a,b], a energia cinética dessa particula no instante ¢
¢ definida por:

K(t) = 5 m(/(0)-7'(1)) = 3 miy ()]

Denote por F(t) a forga total aplicada a essa particula no instante ¢; pela
Lei de Newton, temos:
F(t) = my"(t),
para todo t € [a, b].
(a) Mostre que K'(t) = F(t) - +'(t), para todo t € [a, b].
(b) Conclua que o trabalho realizado por F sobre a particula no intervalo
[a, b] é igual & variacao de energia cinética K (b) — K (a).

2Em cursos mais elementares, em que ndo se fala em integral, trabalho é definido
apenas para uma forga F' constante (isto é, independente do tempo) como sendo o produto
escalar do vetor F' pelo vetor de deslocamento v(b) — v(a). Em geral, podemos pensar
que o intervalo [a,b] é subdividido em intervalos pequenos [t,t + At] em que a forca é
aproximadamente constante e ai nesse intervalo o trabalho é aproximado pelo produto
escalar F(t) - (y(t + At) — y(t)). Além do mais, nesse intervalo pequeno, o vetor de
deslocamento (t + At) — v(t) pode ser aproximado por +'(¢)At e portanto o trabalho
nesse intervalo é aproximadamente F'(t) - v'(t)At. Somando isso para todos os intervalos
e fazendo At — 0 obtemos a integral de Riemann fab F(t)-~'(t)dt.
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Exercicio 6. Uma lei de forca é dita conservativa se ela descreve uma
forca F(q) € R? agindo sobre uma particula que depende apenas da posicio
g € R3 da particula e se, além do mais, essa forca é dada pelo gradiente de
uma funcio de classe C'! a valores reais, isto é, existe uma funcio V : D — R
de classe C', com D C R? um subconjunto aberto, tal que F(q) = —VV(q),
para todo ¢ € D. A fungao V é chamada um potencial para a lei de forga
conservativa em questdo. Seja v : [a,b] — R3 uma funcdo de classe C*
que descreve o movimento no espago em funcao do tempo de uma particula
sob agao de uma lei de forca conservativa F' com potencial V. (A forca F
nao precisa ser a forca total, possivelmente ha outras forcas agindo sobre
a particula.) A imagem de «y deve estar contida no dominio D da fungao
potencial.

(a) Se F(t) = —VV(y(t)) denota o valor da forca F no instante ¢,
verifique que (V o~)/(t) = —F(t) - v'(t).

(b) Mostre que o trabalho realizado por F sobre a particula no intervalo
de tempo [a,b] é V(v(a)) — V(7(b)).

Exercicio 7 (conservagao de energia mecanica para um sistema com uma
tinica particula). Seja 7 : [a,b] — R3 uma curva de classe C? que descreve
o movimento no espago de uma particula de massa m > 0 em funcao do
tempo. Suponha que a forga total F'(t) = m~”(t) agindo sobre a particula
em cada instante ¢ € [a, b] esteja decomposta como F(t) = Feons(t)+ Fuiss(t),
em que Feons(t) é proveniente de uma lei de forga conservativa com potencial
V, isto é, Fuons(t) = —=VV (7(t)), para todo t € [a,b]. (Uma for¢a que nao
é conservativa é normalmente chamada for¢a dissipativa, dai o nome Fygs).
A energia mecanica total no instante t é definida por

E(t) = K(t) + V(~(1),

para todo t € [a,b], em que K(t) denota a energia cinética (Exercicio 5).
Usando o resultado dos Exercicios 5 e 6, mostre que a variagao de energia
mecanica E(b) — E(a) coincide com o trabalho realizado pela forga Fyigs
sobre a particula no intervalo de tempo [a,b]. Em particular, se Fyiss nao
realiza trabalho (por exemplo, se Fyiss = 0), entdo a energia mecanica total
é conservada.



Respostas

Exercicio 1. Nas respostas abaixo, os apelidos usados para as varidveis
de fsaox ey (ouz, ye z), isto é, escrevemos 0 f = %, Osof = %e&;f = %
(quando houver a terceira varidvel). Esses apelidos sdo arbitrarios e vocé
poderia usar outros, desde que deixe claro quais sdo. Como apelidos para
as variaveis de g, usamos as mesmas letras que aparecem na férmula usada
para definir g no enunciado do exercicio. Assim, por exemplo, no item (a)

9g

escrevemos 019 = 7, € no item (b) escrevemos 019 = 3791' Novamente, outros

apelidos poderiam ser usados (desde que se deixe claro quais sdo), mas é
hébito usar as mesmas letras que aparecem na férmula em que a funcao foi
introduzida. Em alguns itens as variaveis de f e de g recebem os mesmos
apelidos. Isso é normalmente evitado para nao gerar confusao em situagoes
(como aqui) em que se vai compor as fungoes, mas nao estd errado.

(a) as derivadas parciais de g sao:

g of

—J — 2 (T, 2 z,2
%9 (a,) = O (e costa + )"y

g‘g (€"y, cos(z + y)) sen(z +y),

ag _ af x 2 x af x, 2 .
5,0V =25, (e"y? cos(z +y))e"y By (e"y?, cos(z +y)) sen(z + y);
(b) as derivadas parciais de g sao:
dg _of of
a—p(p, 0) = pe (pcos@, psend)cosf + 3y (pcosB, psend)send,
99, gy~ 91 of .
89(/), 0) = (%U(pcosG,psenH)psenH—i— By (pcosf, psenf)pcosb;

(c) as derivadas parciais de g sao:

dg _of
%(l‘,y,Z) - ay(y,x_‘_y—i_Z),

g _of of
ay(lﬂ%Z) = ax(y,x+y+2)+ ay(y,w+y+2),

dg

_of .
&(wvyaz) - ?y(yax +y+ 2)7



(d) as derivadas parciais de g sao:

gg( p,0,0) = f(pcos9sen¢,psen986n¢,pcos¢) cos f sen ¢
I
of
+ 8—(pcos€sen ¢, psenfsen ¢, pcos @) senfsen ¢
Y
of
+ &(p cos 0 sen ¢, p sen @ sen ¢, p cos ¢) cos ¢,
99 —(p,0,0) = _of ——(pcos @ sen ¢, psen sen ¢, pcos ¢)psen f sen ¢
00 Oz
of
+ @ (pcosBsen ¢, psensen @, pcos@)pcos b sen ¢,
gj) (p,0,0) = af (p cos 0 sen ¢, psen O sen ¢, p cos ¢)p cos O cos ¢
of
+ 8—(,0(:0868611 ¢, psen fsen ¢, pcos ¢)psend cos
Y
of
— &(pcosﬁsenqﬁ, psendsen ¢, pcos ¢)psen ¢;
(e) as derivadas parciais de g sao:

99
ox

0 0 0
(@00) = 5wl S w) = 5L 0.k

(f) as derivadas parciais de g sao:

Pa) = S (T S+ v~ ) 5 (010

+ L () s+ pa ) [t pr -9+ Fe o -],
2 0) = 5 (70 0). o+ w2~ ) G (003)

+E () Stz =) [t v =) - S e )

Exercicio 2. (a) 3z +y—92=-9; (b) 2 — 2 =0; (¢) z = 27.
Exercicio 3. (a) i = (%%, #%) (ou um vetor nao nulo paralelo a esse).

Exercicio 4. (a) 77 = (2ax,—1) (ou um vetor nao nulo paralelo a esse).



