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Exercicio 1 (mais uma propriedade de liminf e limsup que eu esqueci de
colocar na tltima lista). Sejam (ap)n>1 € (bp)n>1 sequéncias em R. Mostre
que se a, < b, para todo n suficientemente grande, entao:

liminf a, <liminfb, e limsupa, <limsupb,.

n—+00 n—>+00 n—+o00 n—+o00
Conclua que se c1,c2 € R sao tais que ¢; < a, < cp para todo n suficiente-
mente grande, entao:

c1 <liminf a, < limsupa, < cs.
n—+0o0 n—+o0

Exercicio 2. Seja (X, A, ;1) um espaco de medida com p(X) < 400 e seja
(fn)n>1 uma sequéncia de funcoes mensuraveis f, : X — R que converge
pontualmente para uma fungao (automaticamente mensuravel) f: X — R.
Suponha que exista ¢ € R tal que |f,(z)] < ¢, para todo n > 1 e todo
x € X. Mostre que f é integravel, que f, é integravel para todo n e que

limy, s 400 fX fndu = fX fdu.

Exercicio 3. Seja (X, A, 1) um espaco de medida com p(X) < 400 e seja
(fn)n>1 uma sequéncia de funcoes mensuraveis f, : X — R que converge
uniformemente para uma fun¢ao (automaticamente mensuravel) f : X — R.
Suponha que f seja integravel. Mostre que f,, é integravel para todo n
suficientemente grande e que limy, o0 [y fodp = [ fdpu.

Exercicio 4. Sejam (X, A, ) um espaco de medida, (fy,),>1 uma sequéncia
de funcoes integraveis f, : X — R e suponha que:

S [ Ufaldu < +oc.
n=1 X

Mostre que a série y 2 | fn(x) é absolutamente convergente para quase todo

z € X e que:
andM:Z/ fn dp.
/an n=1"%X

Exercicio 5. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida, (fy)n>1 uma sequéncia
de fungoes integraveis f, : X — R que converge pontualmente para uma
fungao integravel f : X — R. Suponha que limy o0 [ | fuldu = [5 | f] dp.
Mostre que limy o [y [fn — fldp = 0. (Sugestdo: use o resultado do
Exercicio 11 da sexta lista.)
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Exercicio 6. Seja ((XZ-, AZ))z ¢ Uma familia de espacos mensuraveis e, para
cada ¢ € I, seja Y; um subconjunto de X;. Considere a o-algebra pro-
duto A = @, A;i de subconjuntos do espago produto X = [[,.; X; (veja
Exercicio 2 da quarta lista) e seja Y = [[,.; Y; C X. Mostre que:
Aly =) (Aily,).
iel

(Sugestao: seja A" = @;c; (Aily;)- A conclusdo seguird se vocé mostrar que
a aplicacao identidade Id : (Y, Aly) — (Y, A’) e sua inversa sao aplicagoes
mensuraveis. Para isso, vocé pode usar as propriedades das o-dlgebras in-
duzidas que aparecem nos itens (b) dos Exercicios 1 e 2 da quarta lista.)

Exercicio 7. Seja {Un 'n > 1} uma base de abertos enumeravel para a
topologia Euclideana de R e seja ¢ : R — R uma funcao injetora.

(a) Dado um subconjunto qualquer A de R, defina V,, = R\ ¢[U, N A],
para todo n > 1. Mostre que:

o0

ﬂ []R2 \ (U x Vp)] = { (=, ¢(x)) : @ € A}.

n=1
(b) Mostre que se B(R) denota a o-dlgebra de Borel de R, entao
{m[C]: CeBMR)®p(R)} = p(R),
em que 7 : R? — R denota a primeira projecio.
(¢) Se v : p(R) — [0,400] denota a medida de contagem, mostre que
existe C € B(R) ® p(R) tal que a fungao
(1) R>z+—v(Cy) €R
nao é mensuravel, em que o dominio e o contradominio de (/1)) estao
munidos da o-algebra de Borel.

(d) Se M(R) denota a o-algebra de subconjuntos Lebesgue mensurdveis
de R, mostre que:

{m[C]: C € BR) ® M(R)} = p(R).

(Sugestao: tome uma ¢ cuja imagem tenha medida de Lebesgue
z€ero.)
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Exercicio 8. Considere os espacos de medida (IR, M(]R),m) e (IR, p(R), 1/),
em que M(R) denota a o-dlgebra de conjuntos Lebesgue mensurdveis, m
denota a medida de Lebesgue e v denota a medida de contagem. Considere
o semi-anel
S={AxB:Ac M), BepR)}
e a medida p : § — [0, +00] definida por
p(A x B) = m(A)w(B),
para todos A € M(R) e B € p(R). Denote por p* : M(R)®p(R) — [0, +00]
a extensao o-aditiva de p dada pela restricao da medida exterior associada
apeporp: MR)® pR) — [0,+00] a extensdo o-aditiva de p definida
por
P(0) = [ m(C)duty) = Y- m(c?),
R yeR
para todo C € M(R) ® p(R). Seja A = {(z,z) : z € R} a diagonal de R?.
Note que:
A € B(R?) = B(R) ® BR) C M(R) ® p(R).
Mostre que p*(A) = 400 e que p/(A) = 0. (Sugestao: se A estiver coberto
por uma quantidade enumeravel de elementos de S, entao um deles é da
forma A x B com m(A) > 0 e B infinito.)

Exercicio 9 (a integral é a drea embaixo do grafico). Seja (X,.A, x) um
espaco de medida em que p é o-finita e considere uma fungao mensuravel
f:X —[0,400]. Seja:
G={(z,y) eXxR:y>0ey< f(z)}.

Denote por B(R) a o-algebra de Borel de R e por m : B(R) — [0,400] a
medida de Lebesgue.

(a) Mostre que G € A® B(R).

(b) Se p = p x m, mostre que:

M@ZAJ@-
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Exercicio 10. Sabe—sdﬂ que existe um conjunto nao enumeravel X e uma
boa ordem < em X tal que, para todo x € X, vale que o conjunto
{yeX:y<a}

dos predecessores de x é enumeravel. Seja A a colegdo formada pelos sub-
conjuntos enumerdveis de X e pelos subconjuntos coenumeraveis (i.e., com
complementar em X enumerdvel) de X. Defina p : A — [0,1] fazendo
1(A) =0, se A for enumeravel e p(A) =1, se A for coenumeravel.

(a) Mostre que A é uma o-dlgebra de subconjuntos de X e que p é uma
medida.

(b) Seja C = {(z,y) € X x X : & < y}. Mostre que as integrais

[onCau@ o [ wendut)
X X

estao bem-definidas e sao distintas.
(c) Conclua que C' ¢ A® A.

lpara quem estudou um pouquinho de ordinais isso é basico. Basta tomar X igual ao
primeiro ordinal nao enumeravel.



