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Exercicio 1. Seja (M,d) um espago métrico. Mostre que se M possui
apenas um numero finito de componentes conexas entao essas componentes
conexas sao abertas. (Sugestdo: lembre que nds mostramos em aula que
componentes conexas sao sempre fechadas.)

Exercicio 2. Seja (M,d) um espago métrico. Mostre que se A C M ¢
aberto e fechado entdao A é igual a uma uniao de (algumas) componentes

conexas de M. (Sugestao: mostre que se C' é uma componente conexa de
M entao C C Aou CNA=10.)

Exercicio 3. Seja (M,d) um espago métrico conexo. Se ~ é uma relagao
de equivaléncia em M cujas classes de equivaléncia sao abertas, mostre que
x ~ y, para todos x,y € M.

Defini¢ao 1. Um espago métrico (M, d) é dito localmente conexo se para
qualquer z € M e qualquer vizinhanca V' de x em M, existe uma vizinhanca
conexa W de x em M com W C V.

Exercicio 4. Seja (M,d) um espago métrico localmente conexo. Mostre
que para qualquer x € M e qualquer vizinhanga V de x em M, existe uma
vizinhanga conexa aberta W de x em M com W C V. (Sugestdo: nds
mostramos em aula que, num espago localmente conexo, as componentes
conexas de um aberto sao abertas. Considere entao as componentes conexas
do interior de V.)
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Exercicio 5. Seja (M, d) um espa¢o métrico. Defina uma relagao binaria
~ em M fazendo:

x ~ Yy <= existe uma funcao continua v : [0,1] — M com
1(0) =z en(1) =y,
para todos z,y € M.
(a) Mostre que a relagao bindria ~ é reflexiva (isto é, x ~ x, para todo
x € M) e simétrica (isto é, dados x,y € M, se x ~ y entdo y ~ x).
(b) Dadas fungoes continuas v : [0,1] — M e u : [0,1] — M tais que
~v(1) = u(0), defina a concatenagdo ~ - u de v com p fazendo:

v(2t), se0<t<i
(v w)(t) = | 2
w2t —1), se; <t<1L

Mostre que v - u é (bem definida e) continua.
(¢) Usando o resultado do item (b), mostre que a relagdo ~ é transitiva
(isto é, para todos x,y,z € M,sex ~y ey~ zentdo = ~ z).

Exercicio 6 (o “pente”). Seja:
M=[({0yu{t:n=1,2,...}) x R] U ([0,+00[ x {0})
munido da métrica induzida de uma das métricas usuais de R2.

(a) Mostre que M é conexo por caminhos (e portanto conexo).

(b) Seja V.= M N (R x ]0,+00[) e seja W uma vizinhanga de (0,1)
em M contida em V. Se m; : R? — R denota a primeira projecao,
mostre que 71 [W] ndo é um intervalo. Conclua que W nao é conexo
e que M nao é localmente conexo.

Exercicio 7.
(a) Sejam (M,d), (N,d') espagos métricos e f : M — N uma fungio
uniformemente continua. Mostre que se (2, ),>1 ¢ uma seqiiéncia de
Cauchy em M entdo (f(zn)), ., é uma seqiiéncia de Cauchy em N

(b) Mostre que se d, d’ sdo métricas uniformemente equivalentes num
conjunto M entao (M, d) é completo se e somente se (M,d') é com-
pleto.

(c) Seja M = {% n=12... } Sejam d a métrica em M obtida por
restricao da métrica usual de R e d’ a métrica zero-um em M. Mostre
que d e d’ sdo equivalentes, que (M,d’) é completo, mas (M, d) nao
é completo.

n>1

Exercicio 8. Sejam (M;,d;), i = 1,...,n, espacos métricos e considere
M =[], M; munido de uma métrica produto. Denote por m; : M — M; a
i-ésima projecao. Dada uma seqiiéncia (zg)r>1 em M, mostre que (2g)r>1
¢ de Cauchy em M se e somente se (m(wk))k>1 ¢é de Cauchy em M;, para
todoi =1,...,n. Conclua que se (M;,d;) é completo para todoi =1,...,n
entao M é completo.
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Exercicio 9. Sejam (M, d) um espago métrico e D um subconjunto denso
de M. Mostre que se toda seqiiéncia de Cauchy em D é convergente em M
entdao M é completo. (Sugest@o: se (zp)n>1 ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em
M entdo, para cada n > 1, escolha y, € D com d(2,,y,) < +.)

n

Exercicio* 10. Sejam X um conjunto e (M, d) um espago métrico comple-
to. Seja B(X, M) o conjunto das fungdes limitadas f : X — M, munido da
métrica:

doup (f,9) = Sg;d(f(w)?g(w)), f,9 € B(X, M).

(a) Se (fn)n>1 €é uma seqiiéncia de Cauchy em B(X, M), mostre que
(fn(ac))n>1 ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em M, para todo z € X.
Conclua que a seqiiéncia (fn)n>1 converge pontualmente para uma
funcao f: X — M.

(b) Seja dado € > 0 e seja ng > 1 tal que dsup(fn, fm) < €, para todos
n,m > ng. Mostre que, se n > ng, entao d(fn(x),f(:n)) < g, para
todo x € X.

(c¢) Usando o resultado do item (b), conclua que (fy)n>1 converge uni-
formemente para f e que a funcao f é limitada. Conclua que o
espaco métrico B(X, M) é completo.

Exercicio* 11. Sejam (M, d), (N, d’) espagos métricos, D um subconjunto
denso de M e f : D — N uma funcdo continua. Assuma que para todo a em
M\ D o limite lim,_,, f(z) exista e defina F' : M — N fazendo F(a) = f(a),
sea € D, e F(a) =limgy_, f(x),se a € M\ D.

(a) Mostre que para todo a € M e para todo € > 0, existe § > 0 tal que,
para todo x € D, se d(z,a) < § entdo d'(f(z), F(a)) <e.

(b) Mostre que se (zy,)n>1 é uma seqiiéncia em D que converge para um
ponto z € M entao lim, 1o f(z,) = F(x).

(c) Sejam dados a € M e £ > 0. Tome ¢ > 0 como no item (a). Mostre
que, para todo x € M, se d(z,a) < § entdo d'(F(z),F(a)) < e.
(Sugestao: dado z € M com d(z,a) < §, considere uma seqiiéncia
(Zn)n>1 em D convergindo para x e observe que d(z,,a) < §, para
n suficientemente grande. Use o resultado do item (b).)

(d) Usando o resultado do item (c), conclua que F' é continua.
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Exercicio* 12. Sejam (M, d), (N, d’) espagos métricos, D um subconjunto
denso de M e f : D — N uma funcdo uniformemente continua. Assuma
que N seja completo.
(a) Sejam a € M \ D e (z,,)n>1 uma seqiiéncia em D convergindo para
a. Em vista do resultado do item (a) do Exercicio |7 a seqiiéncia
(f(xn))n>1 é de Cauchy (e portanto convergente) em N. Seja:

y= lm flan).

Mostre que lim,_,, f(x) = y.

(b) Usando o resultado do Exercicio conclua que existe uma funcao
continua F': M — N tal que F|p = f. Mostre que F' é uniforme-
mente continua.

(c) Mostre que se f : D — N for uma imersao isométrica (o que impli-
ca automaticamente que f é uniformemente continua), entao a sua
extensao continua F' : M — N também serd uma imersao isométrica.

Exercicio** 13 (o completamento). Seja (M, d) um espago métrico e de-
note por € o conjunto de todas as seqiiéncias de Cauchy em M. Defina uma
relacao binaria ~ em € fazendo:

(xn)nZI ~ (yn)n21 — d(xnyyn) — 0, ($n)n217 (yn)n21 ecd.

(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia em €.

(b) Dadas (xn)n>1, (Yn)n>1 € €, mostre que o limite lim,, 4 o0 d(2p, yn)
existe em R. (Sugestao: use o resultado do item (a) do Exercicio
e o resultado do Exercicio 5 da Sexta Lista.)

(c) Seja M = ¢/~ o conjunto das classes de equivaléncia determinadas
por ~. Para (z,)n>1 em €, denote por [(a:n)n>1] € M sua classe de
equivaléncia. Mostre que existe uma aplicacao d:Mx M — TR tal
que:

(1) d([(zn)nz1], [(Yn)nz1]) = Hm _d(zn, yn),

n—-+00

para todos (zp)n>1, (yn)nzl € €. (Sugestao: vocé tem que mostrar
que o lado direito de nao depende da escolha dos representantes
das classes de equlvalenma )

(d) Mostre que d ¢ uma métrica em M.

(e) Defina ¢ : M — M tomando, para cada z € M, ¢(z) igual a classe
de equivaléncia da seqiiéncia constante com todos os termos iguais
a z. Mostre que ¢ é uma imersao isométrica.

(f) Mostre que a imagem de ¢ é densa em M. (Sugestao: mostre que
para (zp)n>1 € €, temos [(zp)n>1] = limy—y 400 P(zp).)

(g) Mostre que toda seqiiéncia de Cauchy em ¢[M] é convergente em M.
Conclua, usando o resultado do Exercicio |9} que (]\/4\ , cZ) é completo.
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Defini¢ao 2. Um completamento de um espago métrico (M,d) é um par
((M,d), ¢), sendo (M, d) um espac¢o métrico completo e ¢ : M — M uma
imersao isométrica com imagem densa.

O resultado do Exercicio [13|nos dé entao que todo espaco métrico possui
um completamento.

Exercicio** 14 (unicidade do completamento). Sejam (M, d), (]\71, dy),
(]\72,0?2) espacos métricos, com (]/\4\1,&1), (]\//.72,dg) completos. Sejam dadas
imersoes isométricas ¢1 : M — ]\//.71, o9 : M — ]\/4\2, ambas com imagem
densa.

(a) Usando o resultado do Exercicio mostre que existe uma imersao
isométrica 1 : ]/\/[\1 — J/\/[\2 tal que 1 o ¢1 = ¢o. (Sugestao: estenda a
imersao isométrica ¢s o gbl_l s [M] — ]\72 para ]\71)

(b) Mostre que 1) é sobrejetora e é, portanto, uma isometria. (Sugestao:
observe que a imagem de ¢ é completa e contém a imagem de ¢s.)



