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Exercicio 1. Dados a, b, ¢ > 0, determine o volume do elipsdide
2 2 2
x Y z
R: - +L +2 < 1}
de semi-eixos a, b e c.
Exercicio 2 (volume da bola em R*). Seja R > 0 e considere a bola B em
R* de centro na origem e raio R, isto é:
B ={(z,y,21) € RY: 22+ 424+ 22412 < RQ}.

(a) Dado (x,y) € R?, descreva o corte bidimensional By, ,y de B definido
por

By = {(z,t) €eR?: (z,y,2,t) € B}.
(b) Descreva o conjunto:

D ={(z,y) e R*: By, ndo ¢é vazio}.
(c) Para (z,y) € D, determine a drea de By, ).

(d) Use o Teorema de Fubini para concluir que o volume de B é dado
pela integral:

vol(B) = // drea(B(,,,) dzdy.
D

(e) Calcule a integral que aparece no item (d).
(f) Caso vocé fosse calcular o volume de B integrando os volumes dos
cortes tridimensionais
B, = {(x,y,z) €ER3: (z,y,2,t) € B},

qual seria a integral que vocé deveria calcular? Note que essa integral
seria bem mais trabalhosa de se calcular!
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Definicao 1. Seja A C R? uma regido do espaco onde ha uma distribuicdo
de matéria com densidade de massa por volume dada por uma certa fungao
p: A — [0,400[. Seja @: A — R3 um campo de velocidades num certo
instante de tempo ty para essa distribuicao de matéria, isto é, para todo
q € A, U(q) é a velocidade vetorial no instante to da particula que estd no
ponto ¢q. A densidade de momento angular por volume no instante tg para
essa distribuicio de matéria é a funcdo pr, : A — R? definida por

pr(q) = q A pp(q),

para todo ¢ € A, em que a densidade de momento por volume no instante
to é a fungdo p, : A — R3 definida por

tp(q) = p(q)v(q),

para todo ¢ € A. O momento angular total no instante ty numa regiao
(Jordan mensurédvel) B C A é dado pela integral [[ [y, da densidade de
momento angular y;, na regiao B.

Exercicio 3. Considere uma distribuicao de matéria sobre o espaco R? com
densidade de massa por volume dada por u(z,y, z) = 2% +y>+ 22, para todo
(z,y,2) € R3. Suponha que num certo instante de tempo t( essa distribuicio
de matéria tenha um campo de velocidades dado por ¥(z,y, z) = (—y, x, 2),
para todo (z,y,2) € R3. Calcule o momento angular total dessa distribui¢ao
de matéria no instante ¢y contido na bola B de centro na origem e raio 1.

Definicao 2. Seja E:U — R?®um campo elétrico e seja B:U — R3
um campo magnético definidos num subconjunto U de R3 (estamos consi-
derando aqui algum instante de tempo fixado). A densidade de energia por
volume desse campo eletromagnético é a funcao pg : U — R definida por

ne(q) = 3 (IE@IP + | B()]?).

para todo ¢ € U, em que ¢ denota a velocidade da luz no vacuo e ¢y é
a constante de permissividade do vdcuol. A densidade de momento por

volume desse campo eletromagnético é a funcao puy, : U — R? definida por

115(q) = e0(E(q) A B(q)),

para todo g € U e a densidade de momento angular por volume desse campo
eletromagnético é a funcio uz, : U — R? definida por

nr(a) = a A pp(a),
para todo ¢ € U. Dada uma regiao (Jordan mensuravel) R contida em U,
entao a energia total do campo eletromagnético contida nessa regiao é dada
pela integral [[[ R e, 0 momento total do campo eletromagnético contido
nessa regiao é dado pela integral [[[np, e o momento angular total do
campo eletromagnético contido nessa regiao é dado pela integral [/ R ML

LA constante de Coulomb K que aparece na Lei de Coulomb é relacionada com €y pela
igualdade K = -

4meq
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Exercicio 4. Considere um campo elétrico E:R3 = R3eum campo
magnético B : R?* — R? dados num certo instante de tempo ¢t € R por

— —

1
E(z,y,z) = Acos(kz—wt)(1,0,0) e B(z,y,z)= EA cos(kz —wt)(0,1,0),

para todo (z,y, z) € R3, em que A e k sdo constantes reais positivas, w = ck
e ¢ denota a velocidade da luz no vacuo. Essa é uma solucao das equacgoes
de Maxwell no vacuo e ela representa uma onda eletromagnética plana pro-
pagando na dire¢ao do eixo z e linearmente polarizada na dire¢ao do eixo
x. A amplitude é A, o comprimento de onda é A\ = 2% e a frequéncia é
f = 5=. Essa onda ¢ justamente uma onda luminosa no vacuo, de modo que
a velocidade de propagagao é precisamente c¢. Dada uma regiao Jordan men-
suravel limitada R no plano R?, determine a energia total e o momento total
desse campo eletromagnético contidos na caixa cilindrica R x [0, \] C R3 no
instante t = 0 em funcao da area de R. Determine também o momento angu-
lar total desse campo eletromagnético contido nessa mesma caixa cilindrica
no instante t = 0 em fungao da drea de R e das coordenadas (zg,yo) do
baricentro de R dadas por:

(@0.90) = goas [ (@) dac

Exercicio 5. O campo elétrico E : R?\ {0} — R? produzido por uma carga
pontual de valor @) € R em repouso na origem é dado por
o Q x,Y,z
E(.Z‘, Y, Z) = 4 ( ) 3’
TEQ (1-2 _|_y2 + 22)2

para todo (z,y, z) € R*\ {0} e o campo magnético produzido por essa carga
¢é nulo. Dado R > 0, calcule a energia total desse campo elétrico na bola B
de centro na origem e raio R e também a energia total desse campo elétrico
no complementar de B.

Exercicio 6. Considere uma distribui¢ao uniforme de carga em repouso na
bola B de centro na origem e raio R > 0 de R3, sendo Q € R a carga total
em B. O campo elétrico E:R3— R3 produzido por essa distribuicao de
carga é dado por

—

E(z,y,2) (z,y,2),

- 4dmegR3
para todo (z,y,2) € B e
n Q Z, Y,z
E(a:,y,z):4 ( ) 3
Te0 (22 4 y2 + 22)2

para todo (z,y,2) € R? com (x,y,2) € B. O campo magnético produzido
por essa distribuicao de carga é nulo. Calcule a energia total desse campo
elétrico na bola B e também a energia total desse campo elétrico em todo o
espaco R3.



Exercicio 1.
Exercicio 2.
Exercicio 3.
Exercicio 5.

Exercicio 6.

Sugestoes

Use a substituicao de variaveis 2’
(e) Use coordenadas polares.

Use coordenadas esféricas.

Use coordenadas esféricas.

Use coordenadas esféricas.

z
E7y



Respostas

Exercicio 1. O volume é %WCLZ)C.

Exercicio 2. (a) Para z* +y* < R?, o corte B(, ) é um disco fechado
de centro na origem e raio \/R? — 22 — y? (esse disco reduz-se a um tnico

ponto se z2 + 32 = R?).
(b) D é um disco fechado de centro na origem e raio R.
(c) Para (z,y) € D, a érea de B, ¢ m(R* — 2% — y?).
(d) Temos:

vol(B):////Bldxdydzdt://D(//B 1dzdt)dxdy

(z,y)

= //D drea(B(,,,) dzdy.
(e) Temos:

// drea(B(,,) dzdy = // 7(R? — 2? — y?) dzdy
D

D
R 21 2 4
:/ (/ 7r(R2—r2)rd9>dr: R
0 0 2

(f) O corte tridimensional B; é uma bola de centro na origem e raio
V R? — t2, para t no intervalo [—R, R] (para outros valores de t ele é vazio).
Temos que

4 P
vol(By) = gm(R* - £2)2
para todo t € [—R, R] e, usando o Teorema de Fubini, concluimos que:
Ry 9 P!
vol(B) = / LR - )i ar.
_R3

Essa integral pode ser calculada por uma substituicao trigonométrica, mas
¢ consideravelmente mais trabalhosa do que a que calculamos no item (e).
O resultado, evidentemente, é o mesmo.



Exercicio 3. O momento angular total é dado por

(1) Ez///BuL,

em que pr, : R — R3 é dada por:
pr(@,y,2) = (2° + y* + 2%) (2(y — 2), —2(2 +y), 2% + °),
para todo (z,y, z) € R3. Usando coordenadas esféricas

x = pcosfsenp, y=psenfsen¢p, =z = pcosq,

dzdydz = p?sen ¢ dpdfde

para calcular a integral (1), obtemos L= (Lz, Ly, L), em que:

LgC:/1 (/27T</7rp6003¢ sen2¢(sen9—cos0)d¢) d9> dp =0,

0 0 0

Ly:/1 (/%(/ﬂ—pficosqb sen2¢>(sen9+cos¢9)d¢>) d9> dp =0,
0 0 0

= [ (] #oacyo)ao= 5

4T 8w
Logo o momento angular total é L = (0, 0, ﬁ).

Exercicio 4. A densidade de energia por volume é dada por
,LLg(ZE, Y, Z) = 60142 COSQ(]CZ),

para todo (z,y, z) € R? e a energia total em R x [0, \] é:

1
/// pe(x,y, 2) dedydz = = drea(R)eg A\
Rx[0,)] 2

A densidade de momento por volume é dada por

ol 2) = A% cos? (k2)(0,0,1),
para todo (z,y, z) € R3 e o momento total em R x [0, \] é:

1, €0 49
pp(z,y, 2) dedydz = < area(R)—A“X(0,0,1).
Rx[0,\] 2 c
A densidade de momento angular por volume é dada por
ui(e,y,z) = DA% cos” (k2)(y, ~,0),

para todo (z,y, z) € R? e o momento angular total em R x [0, \] é:

1
/// pr(x,y, z) dedydz = = érea(R)e—OAQ)\(yo, —z0,0).
Rx[0,] 2 c



Exercicio 5. A densidade de energia por volume é dada por
Q? 1

- 3212y (22 + y? + 22)? ’

para todo (z,y,z) € R3\ {0}. A energia total em B é:

//Lus(x,y,z)dxdydz: 322260 /OR(/O% (/07r p2iin¢d¢) a6) dp

:+Oo

Mf(xvyv Z)

e a energia total no complementar de B é:
2 +o00 27 T 2 2
ool ([ (o) w)a- s
327%¢p Jp 0 o pt 8megR

Exercicio 6. Fora de B, o campo elétrico coincide com o campo que
estudamos no Exercicio 5 e como calculamos 14, a energia total fora de B é

87221?, - Para (x,y, z) em B, a densidade de energia por volume é dada por
/1’5('%7y7 Z) = Q72(x2 + y2 + ZQ)
327m2¢eg RS

e a energia total em B é dada por:

2 R 2T s 2
327:;?601%6/0 </0 </0 p4sen¢d¢>d6)dp:4ogeol%'

A energia total no espaco R? é dada por:
Q* n Q> 3@
8negR  40megR  20megR




