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Exercicio 1. Seja T : R?* — R? o operador linear tal que:

1 0 0
Tlean=|-2 3 2],
1 -1 0

onde can denota a base canonica de R3. Determine, se existir, uma base B
de R? tal que a matriz [T]z seja diagonal. Exiba a matriz [T]z.

Exercicio 2. Considere a matriz:
A 11
S \4 1)
Determine uma expressao para A", onde n é um inteiro positivo.

Exercicio 3. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finitae T :V — V
um operador linear que possui um tnico autovalor A € R. Mostre que T é
diagonalizdvel se e somente se T' = AI, onde I : V' — V denota o operador
identidade.

Exercicio 4. Sejam a,b € R e considere o operador linear T : R? — R? tal

que:
1
[T]can - (O Z) ;

onde can denota a base candnica de R?. Determine os valores de a e b para
os quais T' é diagonalizavel.

Exercicio 5. Considere as bases B e C de P»(RR) definidas por:
B={l,z,2%}, C={l+z1-2*1+2%.
Seja T': Po(R) — P2(R) o operador linear tal que:

0O 1 0
Tlse= -1 2 1
0 3 0

Determine o polinémio caracteristico de T' e os autovalores de T



2

Exercicio 6. O traco de uma matriz quadrada A € M, (R), denotado por
tr(A), é a soma dos elementos da diagonal principal de A, isto é:

i=1
Mostre que se A € Ma(RR), entao:
det(A — ATI) = A2 — tr(A)A +det(A), N€ER,
onde I denota a matriz identidade 2 x 2.

Exercicio 7. Sejam a,b € R e considere o operador linear T : R? — R? tal

que:
0 b
[T]ean = (a 0)7

onde can denota a base candnica de R2. Determine os valores de a e b para
os quais T' é diagonalizavel.

Exercicio 8. Sejam a,b € R e considere o operador linear 7 : R* — R* tal
que:

101 —1
b1 2 2
[T]Ca“:OOaO’
00 1 b

onde can denota a base canonica de R*. Determine os valores de a e b para
os quais T' é diagonalizavel.

Exercicio 9. Dadas matrizes A, B € M, (R), mostre que tr(AB) = tr(BA).
Use esse fato para mostrar que duas matrizes equivalentes tém o mesmo
trago.

Exercicio* 10. Sejam V um espago vetorial e V; e V5 subespagos de V.
Mostre que as duas seguintes condicoes sao equivalentes:

(a) todo v € V se escreve de modo tnico na forma v = v; + vy, com

v1 € Vi ewvy € Vo

(b) V=Vi+VyeViNVy={0}.
Quando uma das (e portanto ambas as) condig¢oes equivalentes (a) e (b)
sao satisfeitas, escrevemos V = Vi @ V5 e dizemos que V' é soma direta dos
subespacos Vi e V5.



Solucao do Exercicio 1. Uma possivel base B é:
B = {(L 1,0),(1,0,1),(0, -2, 1)}7

€ nesse caso:
100
Ts={0 1 0
0 0 2

Solucgao do Exercicio 2. Temos que:
o (3E DY) e )
3n _ (_1)71 % ’
para todo inteiro positivo n.

Solugao do Exercicio 3. Se T' = Al entao T é diagonalizavel, ja que para
qualquer base B de V vale que [T]p é igual a \ vezes a matriz identidade.
Reciprocamente, se T é diagonalizdvel, entao existe uma base B de V tal
que [T)|p é uma matriz diagonal. Mas, sendo [Tz uma matriz diagonal, vale
que todos os elementos da diagonal principal de [Tz sao autovalores de T
(sendo os elementos de B os autovetores correspondentes). Como A é o tinico
autovalor de T', temos que [T']p é igual a \ vezes a matriz identidade. Mas
entao T' = AL

Solugao do Exercicio 4. Temos que T ¢é diagonalizavel se e somente se
vale uma das seguintes condicoes:

(i) b# 1;
(i) b=1lea=0.

Solucao do Exercicio 5. O polinémio caracteristico de T é:
pr(A) = =23 = A2 20 = \(1 - \)(\ + 2),
e portanto os seus autovalores sao 0, 1 e —2.

Solugao do Exercicio 6. Escrevendo A = (g g), entao:

a— M\ b
d— M\

sendo que a + d = tr(A) e ad — bc = det(A).

det(A—\I) =

‘ = (a—A)(d—\) —bc = N\*— (a+d)\+ (ad—bc),

Solugao do Exercicio 7. T é diagonalizdvel se e somente se a e b sao
ambos positivos, ambos negativos ou ambos nulos.

Solucao do Exercicio 8. Temos que T é diagonalizdvel se e somente se
a¢{0,1} eb=0.
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Solucao do Exercicio 9. Escrevendo A = (aij)nxn, B = (bij)nxn, temos:
n n n
i=1 i=1 j=1
Trocando os nomes das varidveis ¢ e j, obtemos:
n n
tr(AB) = > > AjiByj;
j=1i=1
trocando agora a ordem dos somatérios, vem:
n n n
i=1 j=1 i=1

Sejam agora A, B € M, (R) matrizes equivalentes, isto é, existe uma matriz
invertivel P € M, (R) tal que B = PAP~!. Temos:

tr(B) = tr((PA)P') = tr(P~1(PA)) = tr(A),
onde na segunda igualdade usamos que tr(XY) = tr(YX) com X = PAe
Yy =PL.

Solugao do Exercicio 10. Suponha que (a) vale. Em particular, temos
que todo v € V se escreve na forma v = v1 + v9, com v1 € Vi e vy € Vs,
Assim, V = V1 + V5. Agora, dado u € V1 N Vs, temos que:

0=040=u+ (—u),

sendo 0 € Vi, u € V1,0 € Vo e —u € Vo. Como 0 € V deve se escrever
de modo unico na forma 0 = vy + v, com v1 € Vi e vo € Vo, segue que
u=0e—u=0. Logo V) N Vo = {0}. Isso prova (b). Suponha agora que
(b) vale. Como V = Vi + V;, temos que todo v € V pode ser escrito na
forma v = v1 4+ vy, com v1 € V] e vy € V;. Para demonstrar (a), resta entao
demonstrar a unicidade. Suponha entao que:

/ /
v =01 +v2 = V] + Uy,
com v1,v] € Vq e vy, vl € Va. Temos entdo:
Ul—vll :vé—vg.

Como v; —v] € Vi e vl — vy € Vo, segue que v1 — v] e vh — vo estdo em
Vi NV, = {0}. Logo:

v —v] =0, vh—wvy=0,

. 7 _ / _ /
18to €, v1 = v} € Vg = Vj.



