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Definigao 1. Dado um espago vetorial complexo (V,+,-), definimos em V'
uma nova multiplicacdo por escalares complexos * fazendo:

kv =M\,

para todos v € V', A € C. Temos que (V,+, *) é também um espago vetorial
complexo (verifique!) e é chamado o espago vetorial conjugado a (V,+,-).
Como sempre, denotaremos a tripla (V,+,-) apenas por V e, nesse caso, a
tripla (V, +, x) serd denotada por V. Quando V é um espaco vetorial real,
definimos V = V.

Exercicio 1. Se V' é um espago vetorial complexo, mostre que V=V.
Definigao 2. Dados espagos vetoriais complexos V' e W, dizemos que uma
funcao T : V — W ¢é linear-conjugada quando valem as seguintes condigoes:

(a) T'(v1 +v2) = T(v1) + T'(v2), para todos vy, ve € V;

(b) T(\v) = AT (v), para todos A € C, v € V.
Exercicio 2. Sejam V, W espagos vetoriais complexos e T : V — W uma
funcéao. Mostre que:

(a) T :V — W é linear se e somente se T : V — W & linear;

(b) T : V — W ¢ linear-conjugada se e somente se T': V — W ¢ linear;

(c) T:V — W ¢ linear-conjugada se e somente se T : V — W ¢ linear.

Exercicio 3. Seja V um espago vetorial complexo. Mostre que:

(a) um subconjunto B de V' ¢ linearmente independente relativamente a
V' se e somente se for linearmente independente relativamente a V;

(b) um subconjunto W de V' é um subespago relativamente a V' se e so-
mente se for um subespago relativamente a V' (note que o subespago
W de V, quando munido da estrutura de espago vetorial induzida
por V| serd o espaco W);

(c) se S é um subconjunto de V', o subespago gerado por S em V é igual
ao subespago gerado por S em V/;

(d) um subconjunto B de V' é uma base de V' se e somente se for uma
base de V;

(e) V eV tém a mesma dimensio.
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Exercicio 4. Seja V um espago vetorial complexo e seja B = (eq,...,ey)
uma base ordenada de V. Dado v € V, denote por [v]gy € C" as coorde-
nadas de v na base B relativamente ao espaco vetorial V' e por [v]z7 € C"
as coordenadas de v na base B relativamente ao espago vetorial coﬁjugado
V. Mostre que:

vy = vlsy,
onde, para z = (z1,...,2,) € C", definimos z = (Z1,...,%,).

Exercicio 5. Sejam V e W espacos vetoriais complexos e T : V. — W
uma aplicacao linear. Dadas bases ordenadas B de V e C de W, mostre
que a matriz que representa a aplicacio linear T : V — W com respeito
as bases B e C é a conjugada da matriz que representa a aplicacao linear
T :V — W com respeito as bases B e C. A conjugada de uma matriz
complexa A = (aji)mxn ¢ definida por A= (@) mxn-

Exercicio 6. Mostre que se A € My,xn(C), B € M,x,(C) sa@o matrizes
complexas, entdo AB = A B.

Exercicio 7. Seja V um espaco vetorial sobre K = R ou K = C munido
de um produto interno (-,-) e seja v € V.

(a) Mostre que se B = (eq,...,e,) é uma base ordenada ortogonal de
V', entao a j-ésima coordenada de v na base B é:
{v,¢5)
(ejr€j)

para todo j =1,...,n.
(b) Se W é um subespago de V, B = (ey,...,en) é uma base ordenada
ortogonal de W e w € W é definido por:

m
I 1

= (ejreg)

mostre que v —w € W+, Em outras palavras, w = P(v), onde
P:V — W é a projecao correspondente a decomposicao em soma
direta V = Wa@W=. (Recorde que P é chamada a projecio ortogonal
de Vem W.)

Definigao 3. Seja V um espago vetorial sobre K = R ou K = C munido de
um produto interno (-,-) e seja B = (ey,...,e,) uma base ordenada de V.
A matriz que representa (-,-) na base B é a matriz G = (gjk)nxn € Mnp(K)
definida por:
gjr = (ej,ex), J,k=1,...,n.

Note que no caso K = R o produto interno é uma aplicagao bilinear e a
matriz G é precisamente a matriz que representa essa aplicacao bilinear na
base B definida como no Exercicio 2 da Primeira Lista. Note também que
a base B é ortogonal se e somente se a matriz G é diagonal e que a base B
¢é ortonormal se e somente se a matriz G é a matriz identidade.
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Exercicio 8. Seja V um espaco vetorial sobre K = R ou K = C munido
de um produto interno (-,-) e seja B = (e1,...,e,) uma base ordenada de
V. Seja G = (gjk)nxn a matriz que representa o produto interno na base B.
Mostre que:

n
(1) (v,w) = Y gk v; W,
k=1
para todos v,w € V, onde [v]g = (v1,...,v,) e [w]g = (w1,...,wy,). Escre-
vendo [v]g e [w]p como matrizes coluna, verifique também que a igualdade
é equivalente a:

R
(2) (v,w) = ([v]s)" G [w]s.

Como fica a igualdade quando a base B é ortogonal? E quanto é orto-
normal?

Exercicio 9. Seja V' um espaco vetorial sobre K = R ou K = C e seja
B = (e1,...,e,) uma base ordenada de V. Seja G = (gji)nxn € Mp(K)
uma matriz. Para v,w € V, defina (v,w) € K pela férmula (ou, equiva-
lentemente, pela férmula ) Mostre que:
(a) (ej,ex) = gjk, para todos j,k =1,...,n;
(b) (v + v, w) = (v,w) + ¥, w) e (v,w+w') = (v,w) + (v,w'), para
todos v, v, w,w’ € V;
(c) (M, w) = Mov,w) e (v, \w) = A\v,w), para todos v,w € V, X € K;
(d) aigualdade (v, w) = (w,v) vale para quaisquer v, w € V se e somente
se Gt = G.

Exercicio 10. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K = R ou K = C
munidos de produtos internos (-, )y e (-, -)w, respectivamente. Dada uma
transformagao linear T': V' — W, mostre que sao equivalentes as seguintes
condicoes:

(a) (T'(v1),T(v2))w = (v1,v2)v, para todos v1,vs € V;

(b) (T'(v), T(v))w = (v,v)y, para todo v € V.
(Sugestao: para provar que (b)=-(a), tome v = v; + vy €, no caso K = C,
tome também v = vy + vy.)

Definigao 4. Uma aplicacao linear T satisfazendo as condi¢oes equivalentes
(a) e (b) do enunciado do Exercicio[10]¢ dita unitdria; no caso K = R diz-se
também que T' é ortogonal.
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Exercicio 11. Seja V um espago vetorial sobre K = R ou K = C munido
de um produto interno (-,-) e seja B = (e1,...,e,) uma base ordenada de
V. Denote por R:V — V* a aplicacao de Riesz:

R(v)(w) = (w,v), v,weV,
Vimos em aula que a aplicacao R : V — V* é linear.

(a) Mostre que se a base B é ortonormal entao (R(e1),...,R(e,)) ¢ a
base dual de B.

(b) Se B é uma base qualquer de V, B* denota sua base dual e G de-
nota a matriz que representa o produto interno com respeito a B
(Definigao , mostre que G é também a matriz que representa a
aplicacdo linear R : V — V* com respeito as bases B e B*.

Definicao 5. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K = R ou K = C
munidos de produtos internos (-,-)y e (-, -)w, respectivamente. Vimos em
aula que, dada uma transformacao linear 7" : V — W, existe no maximo
uma funcao S : W — V tal que:

<T(U)v w>W = <U, S(w)>V7
para todos v € V, w € W. Vimos que S ¢ linear quando existe e que S
sempre existe quando V' tem dimensao finita. Dizemos que S é a transfor-
magao adjunta de T e escrevemos S = TT. Quando K = R usa-se também
a notacdo T% em vez de TT e diz-se que T = T é a aplicacdo transposta
de T. (Cuidado para nao confundir com a aplicacao T* : W* — V*, que
também é chamada de aplicagao transposta de 7T'.)

Vimos que se RV : V. — V* RW : W — W* denotam as aplicactes de
Riesz, entao a transformacao adjunta é caracterizada pela igualdade:

RV oTt =T*o R,

ou seja, pela comutatividade do diagrama:

Tt

Exercicio 12. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K = R ou K = C
munidos de produtos internos (-,-)y e (-, -)w, respectivamente. Considere
uma transformacao linear T : V' — W que admite uma adjunta 7T : W — V,
isto é:

<T(U)7 w>W - <'U, TT<w)>V7
para todos v € V., w € W. Verifique que vale também a igualdade:

<TT(w),v>V = (w, T(v))w,

para todos v € V, w € W. Conclua que 7T admite uma adjunta e que ela
coincide com T, isto é, (TT)T =T.
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Exercicio 13. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K = R ou K = C
munidos de produtos internos. Se V' tem dimensao finita (de modo que toda
aplicagao linear T': V' — W admite uma adjunta), mostre que a aplicacao:

L(V,W)3T+— TT e L(W,V)
¢ linear para K = R e linear-conjugada para K = C.
Exercicio 14. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K = R ou K = C
munidos de produtos internos. Dada uma transformacao linear T : V. — W

que admite uma adjunta Tt : W — V', mostre que T é unitaria (Definicio
se e somente se T1 o T = Idy.



