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Exercicio 1. Esboce os gréaficos das funcoes definidas nos itens abaixo,
levando em conta: dominio, crescimento/decrescimento, concavidade, limi-
tes que forem importantes para esbogar o grafico (isto é, limites quando
r — 400, x — —o00, se fizerem sentido, e limites em “extremidades” do
dominio!) e intersecoes do gréfico com os eixos coordenados. Determine os
pontos de méximo e minimo locais e globais das funcoes, indicando se sao
estritos ou nao.

(a) f:R — R definida por f(z) = e ", para todo = € R.

222 + 3z — 8
(b) f(x) = “‘7;j;75“*

(¢) f:]0,400[ — R definida por f(z) = z*, para todo = > 0.

, definida onde a férmula fizer sentido.

Exercicio 2. Seja k € R. E facil ver que (verifique!), para todo ¢ € R, a
funcao:
f(z) =ce’®, zeR,

satisfaz:

(1) fl(x) =kf(x),

para todo x € R. Mostre que, reciprocamente, se f : I — IR é uma fungao
derivavel num intervalo I satisfazendo (1) para todo x € I entao existe c € R
tal que f(z) = cek?, para todo x € I. (Sugestdo: calcule L[f(z)e *].) A
igualdade (1) é um exemplo de uma equagao diferencial, isto é, uma equagao
envolvendo derivadas, na qual a incégnita a ser determinada é uma fungao.

Exercicio 3. Mostre que:
2

cosx > 1— ER
para todo z > 0. (Sugestdo: considere a func¢do f(z) =cosz — (1 - %))
Exercicio 4. Determine o nimero de raizes reais do polinémio:
p(z) = 22" +42° + 22° + 3z + 1.
Justifique a sua resposta.

1Mais precisamente, em pontos de acumulacao do dominio que nao estejam no dominio.
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Exercicio 5. Sejam a,b € R e considere a reta que é grafico da funcao
r : R — R definida por r(x) = ax + b, para todo z € R. Seja f : D — R
uma fungao, com D C R. Dizemos que o grafico de r é uma assintota ao
grafico de f em 400 se (D for ilimitado a direita e):

lim (f(z) —r(z)) =0.

T—>+00
De modo andlogo, define-se assintotas em —oo.

(a) Mostre que se o gréfico de r é uma assintota ao gréfico de f em 400
entao:

o S
(b) Determine as assintotas em +o0o e em —oo ao gréfico da funcao f

definida no item (b) do Exercicio 1.

Exercicio 6. Uma funcao f: D — R, com D C R, é dita Lipschitziana se
existe k > 0 tal que |f(z1) — f(x2)| < k|z1 — 22|, para quaisquer x1,x9 € D;
uma numero k com essa propriedade é chamado uma constante de Lipschitz
para a funcao f.

(a) Seja f : I — R uma fungao continua num intervalo I, derivavel no
interior de I. Mostre que se a derivada de f é uma funcao limitada
entao f é Lipschitziana: mais precisamente, mostre que se k > 0
é tal que |f'(z)| < k para todo x no interior de I, entdo k é uma
constante de Lipschitz para f.

(b) Mostre que [senz; — senxa| < |r1 — x2|, para todos z1,x2 € R.

Exercicio* 7 (equacao diferencial do oscilador harmonico simples). Dado
um numero real k # 0, é facil verificar que (verifique!), para quaisquer
c1,¢2 € R, a fungdo f : R — R definida por:

f(x) = ¢y cos(kz) + cosen(kzx), = € R,
satisfaz:
(2) f'(x) = —k*f(2),

para todo z € R. O objetivo deste exercicio é demonstrar a reciproca.
Considere entao uma funcao f : I — R, definida num intervalo I C R, duas
vezes derivavel e satisfazendo (2), para todo z € I.

(a) Mostre que existem cj,cy € R tais que:
cos(kz) f(z) — 1 sen(kz) f'(z) = c1,
sen(kz) f(x) + £ cos(kz) f'(z) = ca,
para todo = € I.
(b) Conclua que f(x) = ¢ cos(kz) + ¢z sen(kz), para todo = € I.
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Exercicio* 8. Seja f : I — R uma fungao continua num intervalo I C R
e seja a € I. Suponha que f seja deriviavel em todo ponto de I\ {a} e
que lim,_,, f'(z) exista e seja igual a um ndimero real L. Mostre que f é
derivével no ponto a e que f’(a) = L. (Sugestdo: use o Teorema do Valor

Médio.)



