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Exercicio 1 (associatividade do produto de espagos mensurdveis). Seja
((Xi’Ai))z‘e ; uma familia de espagos mensuraveis e seja I = UiesI; uma
particao do conjunto I. Considere a aplicacao bijetora

¢: [1 X2 @ier — ((@iier,) ;e € [T TT X

i€l jedicl;

jedJ

que é normalmente usada para identificar o produto cartesiano [ [, ; X; com
o produto cartesiano agrupado [[;c; Hielj X;. Assuma que [[;,.; X; es-
teja munido da o-dlgebra produto @), ;A; (veja item (d) do Exercicio 2
da quarta lista) e que Hje g1 Lic I X; esteja munido da o-dlgebra produto
& e Bj das o-dlgebras produto B; = ®z’elj A;. Mostre que ¢ é um isomor-
fismo de espacos mensurdveis, i.e., que ¢ e ¢! sdo aplicacdoes mensuraveis.
(Sugestao: uma fungao a valores num produto é mensuravel se, e somente
se, todas as suas coordenadas forem mensuraveis.)

Exercicio 2. Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja f : X — [0, +0o0]
uma funcao mensuravel. Considere a medida vy : A — [0, +o00] definida por

v(4) = [ ran

para todo A € A.

(a) Mostre que [y gdvy = [y gf dp, se g : X — [0, +00] for uma funcéo
simples e mensuravel.

(b) Mostre que [ gdvy = [y gf du, se g : X — [0, +0c] for uma fungao
mensuravel.

(c) Seja g : X — R uma fungdo mensurdvel. Mostre que g serd quase
integrdvel com respeito a vy se, e somente se, g f for quase integravel
com respeito a u. Mostre também que, quando g for quase integravel
com respeito a vy, teremos que [y gdvy = [y gf dpu.

(d) Descreva concretamente a medida v¢ se f for a fungao caracteristica
de um conjunto C' € A.
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Exercicio 3. Sejam (X, .4, 1) um espaco de medida, (Y, B) um espago men-
suravel e ¢ : (X, A) — (Y, B) uma fungao mensurdvel. O push-forward da
medida p pela aplicagdo mensuravel ¢ é a medida v = ¢.u : B — [0, +00]
definida por
v(B) = (o' [B]),

para todo B € B. (Note que essa medida nada mais é que a medida po ¢*|g
considerada no item (d) do Exercicio 7 da primeira lista.) Quando o espago
mensuravel (Y, B) estd munido da medida v = ¢.pu, dizemos também que
a funcao ¢ : (X, A, u) — (Y,B,v) preserva medida. Nos itens a seguir,
assumimos que vV = @y i.

(a) Mostre que [, fdv = [y fopdu,se f:Y — [0,+o00] for uma funcéo
simples e mensuravel.

(b) Mostre que [y, fdv = [y fogdu,se f:Y — [0,+00] for uma fungao
mensuravel.

(c) Seja f : Y — R uma funcdo mensurdvel. Mostre que f serd quase
integravel com respeito a v se, e somente se, fo¢ for quase integravel
com respeito a u. Mostre também que, quando f for quase integravel
com respeito a v, teremos que fY fdv = fX foodu.

(d) Se X =Y, A contém B e ¢ é a aplicagao identidade, quem é v? O
que o resultado do item (c) estd dizendo nesse caso?

Exercicio 4. Recorde que se (a;);c; é uma familia em [0, +00], entao nds
definimos a soma ) ;. a; como sendo o supremo de todas as somas ) .. a;,
em que F percorre os subconjuntos finitos de I. Mostre que, se a soma
> icr @; for finita, entdo o conjunto {z el :a # O} serd enumeravel.
(Sugestao: olhe para o conjunto {z el:a; > 5}, em que € > 0.)

Exercicio 5. Sejam (X, A, ) um espaco de medida e f : X — R uma
funcao integravel. Mostre que o conjunto

{zeX:|f(z)]=+}
tem medida nula e que o conjunto
{zeX:f(z)#£0}

é o-finito, i.e., ele estd contido numa unido enumerdvel de conjuntos de
medida finita.
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Exercicio 6. Sejam X um conjunto e p : p(X) — [0,+00] a medida de
contagem, i.e., u(A) é igual ao nimero de elementos de A, para todo A C X.

(a) Dada uma fungao f : X — [0, +00], mostre que:

| 1= .

zeX
(Sugestao: trate primeiro o caso em que {x € X : f(x) # O} é
enumeravel. No outro caso, use o resultado do Exercicio 4] I

(b) Dada uma fungao p : X — [0, 40|, considere a medida de contagem
com pesos v @ ©(X) — [0, +00] definida por v,(A) = > .4 p(2),
para todo A C X. Mostre que

[ £ =3 sl

zeX
para toda funcdo f : X — [0,400]. (Sugestao: use o resultado do
Exercicio [2])

Exercicio 7. Sejam (X, A, u) um espago de medida e k € [0, +00]. Defina
kup: A — [0, +00] fazendo
(ku)(A) = k(u(A)),
para todo A € A.
(a) Mostre que kp é uma medida.
(b) Se f: X — [0, +00] é uma fungdo mensurdvel, mostre que:

(1) /fdhﬁ—@/f@

(c) Se f : X — R for quase integrdvel com respeito a u e se k for
finito, mostre que f serd quase integravel com respeito a ku e que
a igualdade vale. Reciprocamente, se f for quase integravel com
respeito a ku e se k for positivo, mostre que f serda quase integravel
com respeito a u e que a igualdade vale.
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Exercicio 8. Sejam (X, .A) um espago mensuravel e sejam p : A — [0, +00]
ev:A—[0,400] medidas tais que v(A) < u(A), para todo A € A.
(a) Mostre que se f : X — [0,400] é uma fungdo mensurédvel, entao
Jx fdv < [ fdp.
(b) Mostre que se f : X — R for quase integrével (resp., integravel)
com respeito a u, entdo f serd quase integravel (resp., integrével)
com respeito a v.

Exercicio 9. Sejam (X,.A) um espago mensuravel e (u;);c; uma familia de
medidas p1; : A — [0, 400]. Defina =3, p; : A — [0, 400] fazendo

= pi(A)
il
para todo A € A.
(a) Mostre que p é uma medida.
(b) Se f: X — [0,+00] é uma fungdo mensurdvel, mostre que:

/fdu /fduz

(Sugestao: serd 1til usar o resultado do item (a) do Exercicio [f]e o
Teorema da Convergéncia Monotonica para integrais com respeito a
medida de contagem no conjunto I.)

el



