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Definição 1. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K e sejam Vi,
i = 1, . . . , n, subespaços de V . Dizemos que a soma

∑n
i=1 Vi é direta e escre-

vemos
∑n

i=1 Vi =
⊕n

i=1 Vi quando, para toda seqüência (xi)
n
i=1 ∈

∏n
i=1 Vi,

se
∑n

i=1 xi = 0, então xi = 0, para todo i = 1, . . . , n.

Como vimos em aula, se V =
⊕n

i=1 Vi, então todo vetor x ∈ V se escreve
de modo único na forma x =

∑n
i=1 xi, com (xi)

n
i=1 ∈

∏n
i=1 Vi. As aplicações

Pi : V −→ Vi, i = 1, . . . , n,

definidas por Pi(x) = xi, onde (xi)
n
i=1 ∈

∏n
i=1 Vi e x =

∑n
i=1 xi, são lineares

e são chamadas as projeções associadas à decomposição em soma direta
V =

⊕n
i=1 Vi.

Exerćıcio 1. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K.

(a) Seja V = V1 ⊕ V2 uma decomposição em soma direta e sejam

Pi : V −→ Vi, i = 1, 2,

as correspondentes projeções. Altere o contra-domı́nio das projeções
Pi de modo que elas se tornem operadores de V em V . Mostre que
(Pi)

2 = Pi, i = 1, 2 e P1 + P2 = IdV .

(b) Seja P : V → V um operador linear tal que P 2 = P . Mostre que
V = Im(P ) ⊕ Ker(P ) é uma decomposição em soma direta cujas
projeções correspondentes são:

P : V −→ Im(P ), (IdV − P ) : V −→ Ker(P ).

Exerćıcio 2. Sejam Vi, i = 1, . . . , n, espaços vetoriais sobre um corpo K e
considere o produto cartesiano V =

∏n
i=1 Vi munido das operações:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn),

para todos xi, yi ∈ Vi, i = 1, . . . , n, e todo λ ∈ K. Para i = 1, . . . , n, seja
κi : Vi → V a transformação linear injetora tal que κi(x) possui a i-ésima
coordenada igual a x e todas as outras coordenadas nulas, para todo x ∈ Vi.
Mostre que V =

⊕n
i=1 κi[Vi].
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Exerćıcio 3. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K.

(a) Sejam B ⊂ V uma base de V e B =
⋃n

i=1 Bi um partição de B, isto
é, Bi∩Bj = ∅, para i, j = 1, . . . , n, i 6= j. Se Vi é o subespaço gerado
por Bi, mostre que V =

⊕n
i=1 Vi.

(b) Seja V =
⊕n

i=1 Vi uma decomposição em soma direta de V e, para
cada i = 1, . . . , n, seja Bi ⊂ Vi uma base de Vi. Mostre que:

Bi ∩ Bj = ∅, i, j = 1, . . . , n, i 6= j,

e que B =
⋃n

i=1 Bi é uma base de V .

Exerćıcio 4. Sejam V e W espaços vetoriais sobre um corpo K e seja
V =

⊕n
j=1 Vj uma decomposição em soma direta de V .

(a) Para cada j = 1, . . . , n, seja Tj : Vj → W uma aplicação linear.
Mostre que existe uma única aplicação linear T : V → W tal que
T |Vj = Tj , para j = 1, . . . , n.

(b) Suponha que V e W tenham dimensão finita. Para cada j = 1, . . . , n,
seja Bj uma base ordenada de Vj e seja B a base ordenada de V
obtida concatenando1 as bases Bj . Seja C uma base ordenada de W .
Se T : V → W é uma transformação linear e Tj = T |Vj , mostre que
a matriz [T ]BC é obtida justapondo as matrizes [Tj ]BjC lado a lado,
como indicado abaixo:

[T ]BC =
(

[T1]B1C · · · [Tn]BnC

)
.

Exerćıcio 5. Sejam V e W espaços vetoriais sobre um corpo K e seja
W =

⊕m
i=1Wi uma decomposição em soma direta de W . Denote por

Pi : W −→Wi, i = 1, . . . ,m,

as correspondentes projeções.

(a) Para cada i = 1, . . . ,m, seja Ti : V →Wi uma transformação linear.
Mostre que existe uma única transformação linear T : V → W tal
que Pi ◦ T = Ti, para todo i = 1, . . . ,m.

(b) Suponha que V eW tenham dimensão finita. Para cada i = 1, . . . ,m,
seja Ci uma base ordenada de Wi e seja C a base ordenada de W ob-
tida concatenando as bases Ci. Seja B uma base ordenada de V . Se
T : V → W é uma transformação linear e Ti = Pi ◦ T , mostre que
a matriz [T ]BC é obtida justapondo as matrizes [Ti]BCi uma embaixo
da outra, como indicado abaixo:

[T ]BC =

 [T1]BC1
...

[Tm]BCm

 .

1Mais precisamente: se a base Bj é (ej1, . . . , e
j
kj

), para j = 1, . . . , n, então a base B é

(e11, . . . , e
1
k1
, . . . , en1 , . . . , e

n
kn

).
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O resultado do exerćıcio a seguir pode ser obtido como corolário dos
resultados dos Exerćıcios 4 e 5.

Exerćıcio 6. Sejam V e W espaços vetoriais sobre um corpo K e sejam
V =

⊕n
j=1 Vj , W =

⊕m
i=1Wi decomposições em soma direta para V e W ,

respectivamente. Denote por Pi : W → Wi as projeções correspondentes à
decomposição de W .

(a) Dadas transformações lineares

Tij : Vj −→Wi, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

mostre que existe uma única transformação linear T : V → W tal
que Tij = Pi ◦ T |Vj , para i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

(b) Suponha que V e W tenham dimensão finita. Para i = 1, . . . ,m,
j = 1, . . . , n, sejam Bj uma base ordenada de Vj e Ci uma base
ordenada de Wi. Sejam B a base ordenada de V obtida concatenando
as bases Bj e C a base ordenada de W obtida concatenando as bases
Ci. Se T : V → W é uma transformação linear e Tij = Pi ◦ T |Vj ,
mostre que a matriz [T ]BC é a matriz formada pelos blocos [Tij ]BjCi ,
como indicado abaixo:

[T ]BC =

 [T11]B1C1 · · · [T1n]BnC1
...

. . .
...

[Tm1]B1Cm · · · [Tmn]BnCm

 .

Exerćıcio 7. Sejam V e W espaços vetoriais sobre um corpo K e sejam
V =

⊕n
j=1 Vj , W =

⊕m
i=1Wi decomposições em soma direta para V e W ,

respectivamente. Denote por Pi : W → Wi as projeções correspondentes
à decomposição de W e por Qj : V → Vj as projeções correspondentes à
decomposição de V . Seja T : V → W uma transformação linear e seja
Tij = Pi ◦ T |Vj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Dado x ∈ V , mostre que:

Pi

(
T (x)

)
=

n∑
j=1

Tij
(
Qj(x)

)
, i = 1, . . . ,m.

Exerćıcio 8. Sejam V , W e Z espaços vetoriais sobre um corpo K e se-
jam V =

⊕n
j=1 Vj , W =

⊕m
i=1Wi e Z =

⊕p
k=1 Zk decomposições em soma

direta. Denote por Pi : W → Wi as projeções correspondentes à decompo-
sição de W , por Qj : V → Vj as projeções correspondentes à decomposição
de V e por Rk : Z → Zk as projeções correspondentes à decomposição de
Z. Sejam T : V → W , S : W → Z aplicações lineares e seja U = S ◦ T .
Para i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p, escreva Tij = Pi ◦ T |Vj ,
Ski = Rk ◦ S|Wi e Ukj = Rk ◦ U |Vj . Mostre que:

Ukj =

m∑
i=1

(Ski ◦ Tij), j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p.


