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Exercicio 1. Considere a superficie parametrizada o : R?> — R? definida
por
a(z,y) = (a,y,2%),

para todo (z,y) € R? e seja ¥ uma parametrizacio da fronteira do retangulo
[0, 1] [0, 2] que d4 uma tnica volta no retangulo e tal que o segmento ligando
os vértices (0,0) e (1,0) seja percorrido no sentido do ponto (0,0) para o
ponto (1,0). Se u = o o~, use o Teorema de Stokes para calcular a integral
de linha [ F -dr, em que F : R? — R? é o campo vetorial cujas funcoes
coordenadas F}, Fy e F3 sao definidas por

Fi(x,y,z) = z+ e"senycos z,

Fy(x,y,z) =z + €* cosycos z,

Fs(x,y,z) =y — e senysen z,
para todo (z,y, z) € R3.

Exercicio 2. Considere o cilindro
S={(z,y,2) eR*:2? +y* =1}
e os arcos de circulo C'y e Cy em S dados por:
Ci={(z,y,2)€S:2=1,z>0ey >0},
Cy={(z,y,2)€S:2=3,2>0ey>0}.

Seja v a curva parametrizada obtida pela concatenacao de uma parame-
trizacado de C no sentido do ponto (0,1, 1) para o ponto (1,0,1), com uma
parametrizacao do segmento de reta que comeca no ponto (1,0,1) e ter-
mina no ponto (1,0, 3), com uma parametrizagdo de Co no sentido do ponto
(1,0, 3) para o ponto (0, 1,3), com uma parametrizacao do segmento de reta
que comeca no ponto (0,1,3) e termina no ponto (0,1,1). Use o Teorema
de Stokes para calcular a integral de linha f,y F. d7, em que F:R3 > R3¢
o campo vetorial cujas fungoes coordenadas Fi, Fo e F3 sao definidas por

Fi(z,y, z) = 22 + yz cos(zyz),

Fy(z,y, 2) = y? + zz cos(zyz),

Fs(z,y, z) = 2* 4 2y cos(zyz),
para todo (z,y, z) € R3.
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Exercicio 3. Seja S a esfera em R? de centro na origem e raio 1 e considere
os arcos de grande circulo C7, Cy e C3 em S dados por:

Ci={(z,y,2) €5:2=0,y>0e2z>0},
02:{(337217@GS:HSZO,yZOez:O},
Cy={(z,y,2) €5:2>0,y=0e2>0}.

Seja v a curva parametrizada obtida pela concatenacao de uma parame-
trizacao de Cp no sentido do ponto (0,0, 1) para o ponto (0,1,0), com uma
parametrizagao de Co no sentido do ponto (0,1,0) para o ponto (1,0,0),
com uma parametrizacdo de C3 no sentido do ponto (1,0,0) para o ponto
(0,0,1). Use o Teorema de Stokes para calcular a integral de linha fy F. dr,

em que F : R? = R3 é o campo vetorial cujas funcoes coordenadas Fy, I
e I3 sao definidas por

Fi(z,y,2) =y + x? cos(a® + y° + 2%),
Fy(z,y,2) = z + y? cos(a® + y* + 2%),
Fy(z,y,2) = 2° + 2% cos(2® 4+ 42 + 2°),
para todo (z,y, z) € R3.
Exercicio 4. Considere o cubo €' = [0,1] x [0,1] x [0,1] e 0 campo vetorial
F :R?® — R3 definido por
ﬁ(:v, Yy, z) = (xyz + cos(y? + 2),y? + €%, z — sen(z® + y3)),

para todo (z,y, 2) € R?. Se S denota a fronteira do cubo C, use o Teorema
de Gauss para calcular o fluxo [, gF -1dA, em que 7i é a normal unitdria
para S que aponta para fora do cubo.

Exercicio 5. Considere o pedago de paraboldide
S ={(z,y,2) eER}:z=a 492 ea? +¢? <4}
e o campo vetorial F : R3 — R3 definido por
ﬁ(m, Y, z) = (xy —ysen(z?),z + 23, 22),
para todo (z,y,2) € R3. Use o Teorema de Gauss para calcular o fluxo
Jg F-iidA, em que 7 é a normal unitdria para S tal que 7(0,0,0) = (0,0, 1).
Exercicio 6. Considere a semiesfera
S = {(a:,y,z) 6R3:x2+y2+22:1ez20}
e o campo vetorial F : R3 — R3 definido por
ﬁ(x,y, z) = (2% — e(y2+z2), x26(23),x222),

para todo (z,y,z) € R3. Use o Teorema de Gauss para calcular o fluxo
[ F-iidA, em que 7 é a normal unitéria para S tal que 71(0,0,1) = (0,0,1).



Respostas

Exercicio 1. Como v é uma curva fechada simples que parametriza a
fronteira de D = 0, 1] x ]0, 2[ no sentido positivo em relagao a D, temos que
o Teorema de Stokes nos da

/ﬁ-dF:/ ﬁ-dF:/ (VAF)-iidA,
" oo olp

em que 7 é a normal unitaria canonicamente associada a parametrizagao o.
O rotacional de F' é dado por

(6 /\ﬁ)(xvy’ Z) = (1’ L, 1)5

para todo (z,y, z) € R3 e o seu fluxo em o|p é igual a:

1 2
olp 0 0 3

. 2
/F.dF:—-
. 3

Exercicio 2. Consideramos a superficie parametrizada o : R?> — R3
definida por

Assim:

o(0,z) = (cosf,senb, z),
para quaisquer 6, z € R. Seja u uma curva fechada simples que parametriza
a fronteira do retangulo D = ]0, 3 [ x |1, 3[ no sentido negativo em relagao a
D. Temos que v = o o u e portanto o Teorema de Stokes nos da

/ﬁ.dF:/ ﬁ~dF:/ (VAF) iidA,
v oop olp

em que 77 é a normal unitdria canonicamente associada & parametrizagao
o|p. O rotacional de F' é dado por

(ﬁ /\ﬁ)(:ﬁ,y,z) = (0,22 — 22,0),

para todo (z,y, z) € R? e o seu fluxo em o|p é igual a:

3 s
/ (V/\F)~ﬁdA:/ (/2(2z—20089)sen9d9) dz = 6.
olp 1 0

Assim:
/ F.di = —6.
v
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Exercicio 3. Consideramos a superficie parametrizada o : R?> — R3
definida por
(0, ¢) = (cos B sen ¢, sen fsen ¢, cos @),

para quaisquer 6, ¢ € R. Seja u uma curva fechada simples que parametriza
a fronteira do quadrado D = ]0, %[ X ]O, %[ no sentido positivo em relacgao
a D. Temos que o o u é a concatenacao de v com uma curva constante e

portanto:
/ F.di = / F - d7.
v oop

Usando o Teorema de Stokes, obtemos

/ F-dF:/ (VAF) iidA,
oop olp

em que 77 é a normal unitdria canonicamente associada & parametrizagao
o|p. O rotacional de F' é dado por

(6 A ﬁ)(w,y, z) =(-1,—-2z,-1),

para todo (z,y, z) € R? e o seu fluxo em o|p é igual a:

/ (6/\ﬁ)-ﬁdA:/2 (/2(cosGsen2¢+2sen900sesen3¢
olp 0 0

+ sen ¢ cos @) dqzb) df = g +

/ F.di=Z4
. 2
Exercicio 4. O Teorema de Gauss nos da

/ﬁ.ﬁdA:///ﬁ.ﬁ,
S C

em que o divergente de F é dado por
(V- F)(@,y,2) =yz+ 2y + 1,
para todo (z,y, z) € R?. Dai:

/Sﬁ-ﬁdA:/Ol(/Ol(/Ol(yz+2y+1)dz)dy)dx:

wil N

Assim:

Wl N

| ©



Exercicio 5. Considere o aberto
U={(z,y,2) eR?: 2?49 < z <4}
cuja fronteira é a uniao de S com o disco:
D={(z,y,2) eR*:2* +y* <dez=4}

Como a normal unitdria 77 para S aponta para dentro de U, o Teorema de

Gauss nos da
// 6-ﬁ:—/ﬁ.ﬁdA+/ﬁ.ﬁ1dA,
U S D

em que 17 = (0,0,1) é a normal unitaria para D que aponta para fora de
U. Temos que o divergente de F' é dado por

(61":‘)(1',]4,2) :y+22,
para todo (z,y, z) € R3. Dai

///v /// y + 22) dzdydz

e usando coordenadas cilindricas
r=rcos, y=rsenl, z=z,
drxdydz = rdrdfdz,
€1]0,400[, 0€]0,2n], ze€R,

obtemos:

///Uﬁ.ﬁ_/;(/OQW(/:(Tsenﬁ—i—%)rdz)dﬁ)dr_12§7T.

Temos também
/ F it dA = / 22 dA = 16 drea(D) = 64x
D D

e portanto:

12 4
/F ndA—647r—ﬁ:6?ﬂ-



Exercicio 6. Considere o aberto
U={(z,y,2) E]R3:x2—|—y2—|—22<1ez>0}
cuja fronteira é a uniao de S com o disco:
D={(z,y,2) eR*:2* +y*<lez=0}

Como a normal unitdria 7 para S aponta para fora de U, o Teorema de

Gauss nos da
///6-ﬁ:/ﬁ-ﬁdA+/ﬁ-ﬁ1dA,
U s D

em que 77 = (0,0, —1) é a normal unitaria para D que aponta para fora de
U. Temos que o divergente de F' é dado por

(V- F)(z,y,2) = 2z + 22%2 = 22(1 + z2),
para todo (z,y, z) € R3. Dai

//Uﬁ-ﬁ:///[]%(wm)dxdydz

e usando coordenadas esféricas
x=pcosfseng, y=psenfsend, 2z = pcosdao,
dzdydz = p?sen ¢ dpdfde,
p €10,+o0[, 6€]0,2n[, ¢€]0,7],

concluimos que a integral tripla [[;, V- F ¢ igual a:

' o LI 2 2 4l
( ( 2p° cosBsen“d(1 + p cos@senqbcosaﬁ)dd)) dQ) dp=—-
o “Jo 0 12

Temos também
/ F-ﬁldA:/ —2222dA =0
D D

PR dA = v F = .
[ f[[ -5

e portanto:



