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Em todos os exercicios, se T denota uma transformacao linear entao ||7|
denota a norma de operadores de T (associada a uma certa escolha de nor-
mas no dominio e no contra-dominio de 7T'), definida por:

17| = sup [[T'(v)]l
[oll<1

Normas arbitrarias estao fixadas nos espagos R e R"™.
Exercicio 1. Seja f : U — R"™ uma funcao diferencidvel num subconjunto
aberto U de R™.

(a) Se k > 0 é uma constante de Lipschitz para a funcdo f, mostre que
|df(z)|| <k, para todo x € U. (Sugestao: use que:
_of flz+tv) — f(z)

df (@) v = (o) = i TR I,

para todos z € U, v € R™.)

(b) Se U é convexo e k > 0 é tal que ||df(x)| < k para todo z € U,
mostre que f é Lipschitziana com constante de Lipschitz igual a k.

Exercicio 2. Sejam U C R™ e f : U — R™ uma func¢ao continua nos pontos
de um segmento de reta [z,z +h| C U e diferenciéveﬂ nos pontos do seg-
mento aberto |z, z + h][. Mostre que se T': R™ — R" é uma transformacao
linear entao:

[f(x+h) = flz) =T(h)| < sup [df(z+th) =TI ]
te]0,1]

(Sugestao: considere a fungao f —T.)

Exercicio 3. Sejam U C R™ e f: U — R” uma fungédo continua, diferen-
cidgvel em U \ {z}, onde x é um ponto interior de U. Mostre que se:

lim df(y) =T,

para alguma transformacao linear 7' : R™ — R", entao f é diferenciavel no
ponto z e df(z) = T. (Sugestao: use o resultado do Exercicio [2])

lEstamos supondo que U satisfaga condigbes que garantam a unicidade da diferencial
de f nos pontos de |z, z + h[, por exemplo, que |z,x + h[ esteja contido no interior do
conjunto U.
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Exercicio 4. Seja f : U — R"™ uma fungao diferenciavel num aberto conexo
U C R™. Mostre que se df(x) = 0 para todo € U entao f é constante.
(Sugestao: trate primeiro o caso em que U é convexo. Trate depois o caso
geral mostrando que, dado ¢ € R™, o conjunto f~!(c) é aberto e fechado
relativamente a U'.)

Exercicio* 5. Dado x € R", recordamos que:

n 1
lally = (3 lal?) "
=1

para p € [1,+o0] e que ||z|, = max{|xi\ ti=1,... ,n}, para p = +o0o. Se
a € R™ é um funcional linear em R", definimos também:

lellp = ll(ar, - s an)llp,
onde a; = a(e;) e e; denota o i-ésimo vetor da base candnica de R™ (isto
é, a1, ..., a, sao as entradas da matriz linha que representa « na base

canodnica de R™ ou, equivalentemente, as coordenadas de a na base dual da
base candnica). O objetivo deste exercicio é mostrar que, se R™ é munido
da norma | - ||, (¢ R é munido do valor absoluto) entao:

lall = llelly, o eR™,

conjugado de p € [1,+o0] definido pela igualdad
L
p q
(a) Usando a desigualdade de Holder (item (d), Exercicio 6, Primeira

Lista), mostre que:

(1) ()] < [ledlq ll2]lp,
para todos z € R", a € R™*. Conclua que ||a| < [||4, para todo
a e R
(b) Se a € R™ ¢é nao nulo, mostre que existe z € R™ nao nulo tal que
vale a igualdade em . (Sugestao: para p,q € |1,+o0], verifique
que vale a igualdade em (1)) se tomamos = € R"™ tal que |z;|P = |a;|?

onde ||| denota a norma de operadores de v e g %1, +o0] denota o expoente

e a;x; >0,parai=1,...,n, onde a; = a(e;).)
(c) Mostre que ||a| = ||¢lq, para todo o € R™.
QObviamente, convencionamos —— = 0.

—+oo


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista1-MAT0311-2013.pdf
http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista1-MAT0311-2013.pdf

