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O objetivo do exercicio abaixo é esclarecer exatamente quais sao as con-
digoes sobre o dominio U C R"™ de uma funcao f : U — R™ e sobre um
ponto x € U para que possamos garantir a unicidade da diferencial de f
no ponto x, isto é, para que possamos garantir que exista no mdzrimo uma
transformagao linear T : R™ — R™ tal que:
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Note que é necesséario que z seja um ponto de acumulagao de U para que o
limite (1) faga sentido.

Exercicio* 1. Sejam U um subconjunto de R" e x um ponto de U. Dizemos
que um vetor v € R™ é uma direcao limite de U no ponto x se existe uma
seqiiéncia (x)r>1 em U e uma seqiiéncia (A\g)r>1 em |0, +00[ tal que:
xp — 1 e M(zp — ) — .

Denote por T, U o conjunto das direg¢oes limites de U no ponto x.

(a) Mostre que 0 € T,U.

(b) Mostre que se v € T,U e A > 0 entao \v € T,U.

(¢) Mostre que se T,U # {0} entdao x é um ponto de acumulacao de U.

)

(d) Mostre que se || - || é uma norma em R"™ e se v € R™ é tal que
|lv|l = 1 entao v € T,,U se e somente se existe uma seqiiéncia (zg)r>1
em U \ {z} tal que: -

T — X
Ty — T € ——— — 0.
ek — |
(Sugestao: se Ag(zr —x) — v e ||v]| = 1 entao A\g|xp — || — 1.)

(e) Mostre que se x é um ponto interior de U entao T,U = R".

(f) Mostre que se x é um ponto de acumulacao de U entao 1,U # {0}.
(Sugestao: se (zx)r>1 é uma seqiiéncia em U \ {z} e z;, — x, note
que a seqiiéncia vy = ﬁ possui uma subseqiiéncia convergente
e conclua que o limite de uma tal subseqiiéncia estd em T,U.)
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Seja f : U — R™ uma funcado e suponha que z seja um ponto de
acumulacao de U. Sejam 17 : R™ — R™, Ty : R™ — R™ aplicagoes
lineares tais que (1) vale com T' = T} e com T' = T5. Mostre que
Ti(v) = Ty(v) para todo v € T,U. (Sugestdo: note primeiro que
é possivel supor sem perda de generalidade que ||v|| = 1. Use o
resultado do item (d) e faca h = x — x em (1).) Conclua que se
T,U gera R™ (como espago vetorial) entao 77 = Tb.

Suponha que x seja um ponto de acumulacao de U e que T,U nao
gere R™. Nesse caso, existe um funcional linear ndo nulo o : R® - R
tal que a(v) = 0, para todo v € T, U. Tome f = «|y. Mostre que
(1) vale com T" = « e com T = 0. (Sugestdao: para ver que (1)
vale com T' = 0, suponha por absurdo que isso nao ocorre e obtenha
e > 0 e uma seqiiéncia (hy)r>1 convergindo para 0 tal que hy # 0,

x+ hi € U e tal que ‘Cﬁgﬁ')' > ¢, para todo k > 1. Passando a uma

subseqiiéncia, vocé pode supor que HZ—:H — v. Note que v € T,U.)




