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Definigao. Seja v € R um escalar positivo. Dizemos que uma fungao
u : R? = R de classe C? satisfaz a equacio da onda com wvelocidade de
Propagacao v se
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para todo (t,z) € R2.

A equagao (1) descreve, assumindo certas hipéteses, o movimento de uma
corda vibrante, sob certas aproximacoes'. Para cada instante de tempo
t € R, o formato da corda seria dado pelo grafico da fungdo u; : R — R
definida por u.(z) = u(t, z), para todo = € R.

Exercicio 1. Seja v € R um escalar positivo. Dadas funcées f: R — R e
g : R — R de classe C?, mostre que a funcio v : R? — R definida por

(2) u(t,x) = f(x — vt) + g(x + vt),

para todo (t,z) € R? é uma funcdo de classe C? que satisfaz a equagio
da onda com velocidade de propagacao v. Note que o grafico da fungao
fi(x) = f(z — vt) é obtido do gréfico de f por uma translagdo de vt na
diregao e sentido do eixo x. Assim, se temos um desenho se movendo com
o tempo que é dado pelo gréifico de f; no instante ¢, entao esse desenho
em movimento sera o grafico de f movendo-se com velocidade constante
e igual a v na direcao e sentido do eixo z. Similarmente, o desenho que
no instante ¢t é dado pelo gréfico de g = g(x + vt) serd o gréfico de g
movendo-se com velocidade v no sentido oposto. A solucao (2) da equagao da
onda é, portanto, uma superposicao de duas ondas viajando com velocidade
constante e igual a v em sentidos opostos.

las hipéteses sdo: auséncia de forcas externas & corda e densidade constante de massa
em relagdo ao comprimento quando a corda estd estendida ao longo do eixo x. Assim,
se p > 0 denota essa densidade constante, a massa do trecho da corda entre x = a e
x = b é igual a p(b — a), para a < b. As aproximagoes sao: a for¢a agindo num ponto
da corda é tangente & corda (ndo h4 forgas fazendo a corda torcer), o movimento de um
ponto material da corda é paralelo ao eixo y e a componente paralela ao eixo = da forga
agindo num ponto da corda nao varia com o tempo (ela também nao depende do ponto da
corda, mas isso é consequéncia da hipdtese de que o movimento de cada ponto material é
paralelo ao eixo y). Se T denota a componente paralela ao eixo x dessa forga (tensao da

corda), entdo a velocidade v que aparece na equagao (1) serd v = \/é .
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O objetivo do Exercicio 3 mais abaixo é mostrar que toda solucao u de
classe C? da equagdo da onda (1) é da forma (2). O Exercicio 2 a seguir
apresenta um resultado preparatdério.

Exercicio 2. Seja f: R? — R uma funcéo de classe C*, com k > 1.

(a) Se %(m, y) = 0 para todo (z,y) € R?, mostre que existe uma funcao
g: R — R de classe C* tal que f(z,y) = g(y), para todo (z,y) € R2.
Em outras palavras, f(z,y) ndo depende de x. (Sugestao: recorde
que uma fun¢do de uma varidvel que possui derivada nula num in-
tervalo é constante nesse intervalo. Para ver que g é de classe C¥,
note que g(y) = f(0,y).)

(b) Se %(m, y) = 0 para todo (x,y) € R?, mostre que existe uma fungao
g: R — R de classe C* tal que f(z,y) = g(z), para todo (z,y) € R2.
Em outras palavras, f(x,y) ndo depende de y.

(c) Suponha que k > 2. Se aajgy (z,y) = 0 para todo (z,y) € R?, mostre
que existem funcdes g1 : R — R e go : R — R de classe C* tais que
f(z,y) = g1(x) + g2(y), para todo (x,y) € R%. Em outras palavras,
f é soma de uma fungao sé de x com uma funcao sé de y. (Sugestao:
use o resultado do item (a) para a funcao g—ch para obter g : R — R

com g—i(x, y) = g(y). Tome g2 : R — R uma primitiva de g e depois

use o resultado do item (b) para a fungao h(x,y) = f(z,y) — g2(y).)

Exercicio 3. Sejam u : R?> — R uma funcio de classe C? e v € R um
escalar positivo. Considere a funcio ¢ : R? — R definida por
o(p,q) = u(u M)
Y 2U Y 2 9
para todo (p, q) € R2.
(a) Verifique que u(t,z) = ¢(x — vt,x + vt), para todo (¢,z) € R2.
(b) Verifique que
0%u 1 0%u 0%
a 9 t? — "5 a0 by =4
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para todo (t,z) € R2.

(¢) Usando o resultado do item (c) do Exercicio 2, conclua que se u é
uma solucao da equagao da onda com velocidade de propagacao v,
entdo existem funcdes f: R — R e g: R — R de classe C? tais que
(2) vale, para todo (t,z) € R2.

(x — vt,z + vt),
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Definicao. Seja f: U — R uma funcio de classe C? definida num subcon-
junto aberto U de R™. O Laplaciano de f é a funcdo Af : U — R definida
por
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para todo p € U.
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O Laplaciano aparece em vérias equagoes diferenciais parciais classicas da
fisica tais como a equacao da onda e a equacao do calor em mais de uma
dimensao (em uma dimensao o Laplaciano é nada mais do que a derivada
segunda). Além do mais, se p : R?> — R é uma funcio de classe C' des-
crevendo uma densidade de massa no espago (satisfazendo uma propriedade
adequada de decaimento no infinito) e se V : R® — R denota o potencial
gravitacional? produzido por essa distribuicao de massa, entdo o Laplaciano
de V' é proporcional a p. Mais precisamente, temos AV = 47Gp, em que G
denota a constante universal da gravitagao.

Exercicio 4 (Laplaciano em coordenadas polares). Seja f : U — R uma
funcao de classe C? definida num subconjunto aberto U de R? e considere
a funcao g : V. — R definida por

9(p,0) = f(pcosb,psend),

para todo (p,0) € V, em que V = {(p,0) € R?* : (pcosh,psenb) € U}.
Dado (p,0) € V e definindo (x,y) = (pcosf, psenf) € U, calcule:

(a) as derivadas parciais g—i(p, 0) e gipg(p, 0) em fungdo das derivadas
parciais de primeira e segunda ordem de f no ponto (z,y);

(b) as derivadas parciais %(p, 0) e %(p, 0) em fungdo das derivadas
parciais de primeira e segunda ordem de f no ponto (x,y).
Usando os resultados dos itens (a) e (b), mostre que o Laplaciano de f é
dado por
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se p # 0.

Quando (x,y) = (pcosf, psen ) dizemos que p e 6 sdo coordendas polares
para o ponto (z,7y) € R2. Temos que |p| é a distancia de (x,y) até a origem
e 6§ é uma medida para o angulo entre o vetor posicao do ponto (z,y) e o
eixo das abscissas. A funcao g no Exercicio 4 é portanto uma representagao

da fungéo f em coordenadas polares: ela expressa o valor de f num ponto
do plano em fungao das coordenadas polares desse ponto.

2Isto é, se uma particula de massa m estd num ponto p € R3, entéo a forca gravitacional
agindo nessa particula serd —mVV (p).



Respostas
Exercicio 4.

(a) as derivadas parciais g—Z(p, 0) e g—;g(p, 0) sao dadas por:

gi(ﬂa 0) = %(ﬂc,y) cos 0 + gi(:ﬁ,y) sen ),
629 62f 9 92
aT)g(Pa 0) = @(x,y) cos” 6 +2

2

910y (z,y)senfcosf + gyg(x, y) sen? 6;

(b) as derivadas parciais %(p, 0) e %(p, ) sao dadas por:
99

0 0
590 = —afi(x,y)p sen ¢ + 8‘5(96, y)pcost,
0%g 0?

o979 _ 2 on2p _ 0*f 2
502 (p,0) = 92 (x,y)p” sen” 0 28x6y(w7y)p sen 6 cos 0

o*f 2.2 of af
+ aTJg(w,y)p cos” 8 — == (z,y)pcost — a—y(x, y)psenf.



