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Definigao 1. Sejam V, W e Z espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K.
Dizemos que uma aplicagao B : V x W — Z é bilinear quando valem as
seguintes condigoes:
(a) B(v1 + v, w) = B(vy,w) + B(vy,w), para todos vy,ve € V, w € W;
(b) B(Av,w) = AB(v,w), para todos A € K, v eV, w e W;
(¢) B(v,w1+we) = B(v,w1)+ B(v,ws), para todos v € V', wy,ws € W
(d) B(v,A\w) = AB(v,w), para todos A € K, v eV, we W.
As condigoes (a) e (b) dizem que, para todo w € W, a aplicagao
Vs3vr— B(v,w) € Z

é linear, isto é, que B é linear na primeira varidvel. As condigoes (c) e (d)
dizem que, para todo v € V, a aplicagao
W 3w+ B(v,w) € Z

é linear, isto é, que B ¢ linear na sequnda varidvel. Assim, aplicagoes biline-
ares sao simplesmente aplicagoes que sao lineares em cada varidvel. Deno-
tamos por L(V,W; Z) o conjunto das aplicagdes bilineares B : V x W — Z.
O conjunto L(V,W; Z) é um espago vetorial, munido das operagoes:

(Bl + BQ)(Uv w) = Bl(va ’UJ) + BQ(U7 lU), ()‘B)(Ua ’UJ) = )‘(B(U7 7.U)),
B1,By,Be L(V,W:Z),veV, weW, \e€K.
Atencao: nao confunda L(V,W; Z) com o espago L(V x W, Z) das aplicagoes
lineares' definidas no espaco produto V x W, tomando valores em Z.

Exercicio 1. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K
e seja B : V x W — K uma aplicagao bilinear. Mostre que a aplicagao
T :V — W?* definida por:

T(v)(w) = B(v,w), veV, weW,

é (de fato bem definida e) linear.

ISe B:VXW = Zé linear, entdo B(v1 + vz, w1 + w2) = B(v1,w1) + B(va,ws) e
B(Av, \w) = AB(v,w). Por outro lado, se B é bilinear, temos B(v1 + v2, w1 + w2) =
B(vi,w1) + B(vi, ws) + B(vz,w1) + B(va, w2) e B(Av, \w) = N2 B(v, w).
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Exercicio 2. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita sobre um
mesmo corpo K. Sejam €& = (e1,...,e,) uma basede Ve F = (f1,..., fn)
uma base de W. Dada uma aplicacao bilinear B : V x W — K, entao a
matriz que representa B nas bases € e F é a matriz [Bler € Myxn(K) cuja
entrada que estd na linha ¢ =1,...,m e na coluna j = 1,...,n é B(e;, fj).
SeT :V — W* é a aplicacao linear definida no Exercicio 1 e se F* denota
a base dual a F, mostre que a matriz [T|¢r« (que representa 7' nas bases &€
e F*) é igual a transposta da matriz [Bler.

Exercicio 3. Considere a aplicacao
e:L(V,W;K) — L(V,W¥)
definida por ¢(B) = T, onde T é definida a partir de B como no Exercicio 1.
Mostre que ¢ é um isomorfismo (isto é, que ¢ ¢é linear e bijetora).
Observacdo 1. Nas condi¢oes do Exercicio 2, a aplicagao:
L(V,W; K) 3 B —> [Bler € Myen(K)

é um isomorfismo®. Dada uma matriz A = (@ij)mxn € Mpymxn(K), a tnica
aplicacao bilinear B : V x W — K tal que [B|gr = A é dada por:

(1) Blv,w)=>_ Y agm(v)p;(w), veV, weW,
i=1 j=1
onde &* = (m1,...,mm), F* = (p1,...,pn) denotam as bases duais a € e a

F, respectivamente. A igualdade (1) pode ser reescrita usando matrizes, da
seguinte forma:

B(v,w) = ([v]g) A [w],
onde identificamos [v]¢ e [w]F com matrizes coluna e ( [v]g)t denota a trans-
posta da matriz [v]¢.

Exercicio* 4. Demonstre as afirmagoes que aparecem na Observacgao 1.
Para obter a férmula (1) a partir de [B]er = A, utilize a igualdade:

B(v,w) = B(im@)ei,im(wm).
i=1 j=1

2Da mesma forma, a correspondéncia entre transformacoes lineares e as matrizes que
as representam em bases fixadas é um isomorfismo.
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Observacdo 2. O Exercicio 1 pode ser generalizado trivialmente para o caso
de uma aplicacao bilinear B : V x W — Z tomando valores num K-espaco
vetorial Z qualquer; nesse caso, a aplicacao linear T definida 14 tomara
valores em L(W,Z), em vez de W* = L(W,K). O Exercicio 3 pode ser
generalizado de forma similar, nos dando um isomorfismo:

¢ : L(V,W;Z) — L(V,L(W, 2)).

A nocao de matriz que representa uma aplicagao bilinear tomando valores em
K explicada no Exercicio 2 pode ser generalizada também para aplicagoes
bilineares tomando valores em Z, mas para isso precisamos de uma base em
Z e a “matriz” que representa B sera na verdade uma matriz tridimensional,
i.e., uma matriz com trés indices.



