No que segue, o corpo de escalares dos espagos vetoriais é arbitrario e
denotado por K.

1. Lema. Sejam V' um espaco vetorial e T : V — V um operador linear. Se
todo vetor nao nulo de V' é um autovetor de T, entdo T é um multiplo da
identidade.

Demonstragao. Se v,w € V \ {0} sdo autovetores de T' correspondentes a
autovalores distintos A, u, entdo v + w # 0 e v + w ndo é um autovetor
de T; de fato, T'(v + w) = Av + pw nado é muiltiplo de v + w, ja que v e
w sao linearmente independentes. Logo todos os vetores nao nulos de V
sao autovetores de T correspondentes ao mesmo autovalor e a conclusao
segue. O

Recorde que um hiperplano de um espago vetorial V' é o ntcleo de um
funcional linear o : V' — K nao nulo.

2. Lema. Se V' € um espaco vetorial e T : V — V € um operador linear que
ndo € multiplo da identidade, entdo existe um hiperplano W de V que ndo
€ tnvariante por T.

Demonstragcdo. Pelo Lema 1, existe v € V nao nulo que nao é autovetor de
T. Daiv e T'(v) sao linearmente indepedentes e portanto existe um funcional
linear o : V' — K que anula v, mas nao anula T'(v). Assim W = Ker(«a) é
um hiperplano que nao é invariante por 7', ja que v € We T(v) ¢ W. O

3. Lema. Se V ¢ um espaco vetorial e W € um subespaco proprio de V,
entio V\ W gera V.. Em particular, V possui uma base disjunta de W.

Demonstragao. Basta ver que todo vetor de W pertence ao subespaco gerado
por V' \ W. Para isso, fixe v € V'\ W e note que, para todo w € W, temos

w=(v+w)—wv,
com v+ w,veV\W. O

4. Proposicao. Seja T : V — V' um operador linear, onde V' € um espago
vetorial de dimensdo finita. SeT" ndo € multiplo da identidade, entdo existe
uma base B de V' tal que no mdximo uma entrada na diagonal principal da
matriz [T'|g € nao nula.

Demonstrag¢ao. Denote por n a dimensao de V. Pelo Lema 2, existe um
hiperplano W de V' que néao é invariante por T'. Dai

WnT ' Wl={weW:T(w)eW}

é um subespago préprio de W e portanto, pelo Lema 3, existe uma ba-

se (e;)=! de W disjunta de W N T~'[W]. Temos entdo que, para todo

1 =1,2,...,n — 1, a sequéncia (61,62,...,6n_1,T(62‘)) é uma base de V

e portanto existe um funcional linear a; : V. — K tal que «;(e;) = 1,
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ai(ej) = 0 para j = 1,2,...,n — 1 diferente de i e ai(T(ei)) = 0. Seja
S :V — K" ! a transformacio linear dada por:

S(v) = (al(v),ozg(v), .. ,an,l(v)), velV.

Como a transformagao linear S manda a base (ei)?z_ll de W na base canodnica
de K™ !, temos que S|y : W — K™~ é um isomorfismo e portanto Ker(S) é
um subespaco de dimensao 1 de V tal que V- = WaKer(S). Seja e, € Ker(S)
um vetor nao nulo, de modo que B = (e;)7.; é uma base de V. Dado
i=1,2,...,n—1, como aj(e;) = 1 e aj(e;) =0, para j = 1,2,...,n
diferente de 4, temos que «; é o funcional que associa a cada vetor de V'
a sua i-ésima coordenada na base B. Logo a i-ésima entrada na diagonal
principal de [T]5 é «; (T(ei)) =0,parai=1,2,...,n— 1. O

5. Corolario. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e igual a n e
seja T 'V — V um operador linear. Temos que o traco de T' é nulo se, e
somente se, uma das duas condi¢oes abairo € satisfeita:

(a) a caracteristica do corpo de escalares K € (nao nula e) divisora de
n eT ¢ um maultiplo da identidade;
(b) existe uma base B de V' tal que a matriz [T|p tem a diagonal nula.
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