Seja B uma algebra de Boole e sejam £, F subconjuntos de B. Escrevemos
E < F se todo elemento de £ é menor ou igual a todo elemento de F. Isso é
o mesmo que dizer que toda disjuncao finita de elementos de £ é menor ou
igual a toda conjuncao finita de elementos de F. Escrevemos £ < F se toda
disjuncéo finita! de elementos de £ é menor do que toda conjuncao finita de
elementos de F. Dizemos que b € B separa (€, F) se £ < {b} < F e dizemos
que b separa estritamente (€, F) se € < {b} < F.

Na terminologia do curso, note que uma (w,w)-abertura (resp., uma
(w, 1)-abertura/(1,w)-abertura/(1, 1)-abertura) é um par (£, F) de subcon-
juntos de B tais que |€] = w (resp., |&| = w/|€| < w/|€| < w), |F| = w
(resp., |F| < w/|F| = w/|F| <w), £ < F, mas nao existe b € B que separa
estritamente (£, F). Note também que (£,F) é uma (w,1)-abertura se e
somente se (F', &) é uma (1,w)-abertura, onde:

5’:{6’:665}, ]—"’:{f’:fe}“}.
Assim, B admite uma (w, 1)-abertura se e somente se B admite uma (1,w)-
abertura.

Na terminologia do handbook, dizemos que B possui a propriedade de
separagdo enumerdvel se dados subconjuntos enumeraveis (possivelmente
finitos) £, F de B com & < F entdo existe b € B que separa (£,F). Di-
zemos que B possui a propriedade forte de separacao enumerdvel se dados
subconjuntos enumerdveis (possivelmente finitos) £, F de B com & < F
entdo existe b € B que separa estritamente (€, F).

Note que as seguintes condicoes sao equivalentes:

(a) Bnao possui (w,w)-aberturas, nem (w, 1)-aberturas, nem (1, 1)-aber-
turas;
(b) B possui a propriedade forte de separacao enumeravel.

1. Observagao. Uma algebra de Boole B possui alguma (1,1)-abertura se e
somente se possui algum dtomo. De fato, seja (£, F) uma (1,1)-abertura
para B. Dai & < F, donde e = sup& é menor que f = inf F. Mas nao
existe b € B com e < b < f, donde f A€ é um dtomo. Reciprocamente, se
B possui um dtomo z entao £ = {0}, F = {x} é uma (1,1)-abertura.

2. Lema. Seja B uma dlgebra de Boole. Entdo B possui a propriedade forte
da separacdo enumerdvel se e somente se valem as trés sequintes condigoes:

(i) B possui a propriedade da separa¢ao enumerdvel;

(ii) todo subconjunto enumerdvel F de B com a propriedade da inter-
secdo finita (i.e., toda conjuncao finita de elementos de F € ndo
nula) possui uma cota inferior nao nula;

(iii) B ndo tem dtomos.

Demonstragdo. Suponha que BB possui a propriedade forte da separacao enu-
meravel. Mostremos primeiramente que BB possui a propriedade da separagao

1f conveniente permitir disjuncdes vazias (cujo resultado é 0) e conjungdes vazias (cujo
resultado é 1). Permitir disjunges e conjungoes vazias s6 faz diferenga se £ ou F for vazio.
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enumeravel. Sejam &, F subconjuntos enumeraveis de B com £ < F. Se
E < F entao existe b € B que separa estritamente (e portanto separa) (€, F).
Se nao tivermos £ < F entao existe b € B que é uma disjungao finita de
elementos de £ e é também uma conjuncao finita de elementos de F. Como
b é uma disjungao finita de elementos de £ e £ < F, segue que b é uma cota
inferior para F. Como b é uma conjungao finita de elementos de F, segue
que b é uma cota superior para £. Dai b separa (£, F). Vamos agora de-
monstrar (ii). Seja F um subconjunto enumeravel de B com a propriedade
da intersecao finita. Se & = {0} entao & < F. Logo existe b € B que separa
estritamente (£, F). Dai b # 0 e b é uma cota inferior para F. Finalmente,
mostremos que B nao tem dtomos. Se z € B, z # 0, entao {0} < {z} e
portanto existe b € B que separa estritamente ({0},{z}). Dai 0 < b < ,
i.e., x nao é um atomo.

Suponha agora que (i), (ii) e (iii) sejam satisfeitas e vamos demonstrar
que B possui a propriedade forte da separacao enumerdvel. Sejam &, F
subconjuntos enumeraveis de B tais que £ < F. Dai &€ < F e, como B
possui a propriedade da separacdao enumeravel, existe b € B que separa
(€, F). Temos entao & < {b} < F. Afirmamos que ou £ < {b} ou {b} < F.
De fato, caso contrario teriamos que b é ao mesmo tempo uma disjungao
finita de elementos de £ e uma conjungao finita de elementos de F, o que
contradiz £ < F. Assuma primeiramente que £ < {b} < F. Como {b} < F,
segue que FU{b'} possui a propriedade da intersecao finita. Por (ii), FU{b'}
possui uma cota inferior ndo nula x. Dai x é uma cota inferior para F e
xz <V, ie,xAb=0. Como B nao tem dtomos, temos que existe y € B com
0 <y <z Temos entao &€ < {b} < {bVy}e{bVy} <{bVza} <F. Logo
bV y separa estritamente (£, F). Suponha agora que £ < {b} < F. Seja
& = {e’ te € 8}. Como & < {b}, segue que & U {b} possui a propriedade
da intersecao finita. Seja x € B uma cota inferior nao nula para & U {b} e
sejay e Becom 0 <y<xz Temos 0 <y <xz<b Dal {bAy'} < {b} <F.
O fato que x é uma cota inferior para & U {b} implica que 2’ é uma cota
superior para £ e portanto também b A 2’ é uma cota superior para £. Dai
E<{bA2'} <{bAy'}. Assim b Ay separa estritamente (€, F). O

3. Lema. Seja X um espaco topoldgico compacto, Hausdorff e zero-dimen-
sional. Se F' é fechado em X, U ¢é aberto em X e F C U entao existe um
clopen V.em X tal que F CV CU.

Demonstragao. Para cada x € F, seja V,, um clopen com x € V, C U. Tome
V' como sendo a uniao de um ntmero finito de conjuntos V, que cobrem o
compacto F. O

4. Corolario. Seja X um espaco topologico compacto, Hausdorff e zero-di-
mensional. Se um aberto U de X é um F, entao U ¢ uma uniao enumerdvel
de clopens.
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Demonstragdo. Escreva U = J, ¢, 'n, com cada F, fechado em X. Para
cada n € w, encontramos um clopen V,, com F,, C V,, C U. Dai:

U=JVa O

new

5. Lema. Sejam B uma dlgebra de Boole e X o seu espago de Stone. A
condi¢ao (i) no enunciado do Lema 2 é equivalente a condi¢do:

(i) se U, V sao abertos disjuntos de X que sdo F, entio U e V tém
fechos disjuntos.

Demonstragao. Assuma (i). Sejam U, V abertos disjuntos de X que sao F.
Pelo Corolario 4, podemos escrever:

U=JUn V=V,

new new

com U,, V, clopens em X. Tomando:
Ez{Un:nEw}, f:{X\Vn:nGw},

entdo £ < F e portanto, por (i), existe um clopen W que separa (€, F). Dai
W contém U e X \ W contém V. Como W e X \ W sao fechados, segue
que o fecho de U e o fecho de V sdo disjuntos. Agora assuma (i’). Vamos
mostrar que a algebra de clopens de X (que é isomorfa a B) satisfaz (i).
Sejam &£, F conjuntos enumerdaveis de clopens de X tais que £ < F. Se:

v=J¢e v={J{xX\F:FeF}

entao U, V' sao abertos, sao F;, e sao disjuntos. Por (1’), temos que os feihos
U e V sao disjuntos. Como o fechado U estd contido no aberto X \V, o
Lema 3 nos déd um clopen W com U C W C X\V. Dai W separa (£, F). O

6. Lema. Sejam B uma dlgebra de Boole e X o seu espaco de Stone. A
condi¢ao (i) no enunciado do Lema 2 é equivalente a condi¢ao:

(ii") todo Gs ndo vazio de X tem interior ndo vazio.

Demonstragdo. Suponha que B satisfaz (ii) e seja G um G nao vazio de X.

Dai:
G=()Un
new

com cada U, um aberto de X. Seja x € G. Para cada n € w, temos
x € U, e portanto existe um clopen V,, de X com z € V,, C U,. Seja
H = \,co V- Dai z € H C G. Como H # (), temos em particular que
F = {Vn 'n € w} possui a propriedade da intersecao finita e portanto, por
(ii), existe um clopen V nao vazio que é uma cota inferior de F. Dai V
¢ um aberto nao vazio contido em H (e em G), donde G tem interior nao
vazio. Reciprocamente, assuma (ii’) e mostremos que a algebra de clopens
de X satisfaz (ii). Seja F uma cole¢ao enumeravel de clopens de X com a
propriedade da intersegao finita. Como X é compacto e F é uma colegao
de fechados, temos que G = (| F é nao vazio. Como G é um Gj, por (ii’),
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G possui interior nao vazio. Assim, o interior de G contém um clopen nao
vazio V. Dai V' é uma cota inferior nao nula para F. O

7. Lema. Sejam B uma dlgebra de Boole e X o seu espago de Stone. A
condi¢ao (iii) no enunciado do Lema 2 € equivalente a condi¢do:
(iii’) X ndo tem pontos isolados.

Demonstragdo. Sabemos que os atomos da algebra de clopens de X sao
precisamente os conjuntos da forma {z}, com z um ponto isolado de X. O



