Nosso objetivo é demonstrar o seguinte resultado.

1. Teorema. Seja X um espago topoldgico Booleano (i.e., compacto, Haus-
dorff, zero-dimensional) cuja dlgebra de clopens Clop(X) possui a proprie-
dade de separacio enumerdvel® e possui cardinal menor ou igual a N. (Por
exemplo, sob a hipdtese do continuum, X = B(w) e X = f(w) \w satisfazem
essas hipdteses.) Se U € um aberto ndo vazio de X de tipo F, entdo o fecho
de U € um retrato de X.

Seja Y = U o fecho de U. Queremos demonstrar que a aplicacao inclusao
1:Y — X possui uma inversa a esquerda continua. Pela dualidade de Stone,
isso é o mesmo que mostrar que o homomorfismo induzido:

i* : Clop(X) 3 Ar— i }(A) = ANY € Clop(Y)

possui um inverso a direita h : Clop(Y) — Clop(X) que é um homomorfismo
de algebras de Boole. Seja:

7 = p(U) N Clop(X)

o conjunto dos clopens de X que estao contidos em U. Evidentemente, 7 é
um ideal de Clop(X). Além do mais, temos que Z esté contido em Clop(Y)
e Z é também um ideal? de Clop(Y).

Como todo fechado de X contido em U esta contido num clopen de X
contido em U e como U é uma uniao enumeravel de fechados de X, temos
que U é uma uniao enumeravel de clopens de X; podemos escrever entao:

U=|]J U,
n=1

onde (U, )n>1 é uma seqiiéncia crescente de clopens de X. Observamos que®:

7= {A € Clop(X) : A C U,, para algum n > 1}
= {A € Clop(Y) : A C U, para algum n > 1}.

De fato, note que se A € Z entdao A é um subconjunto compacto de U e
portanto pode ser coberto por um nimero finito (e portanto por apenas
um) dos abertos U,. Além do mais, se A € Clop(Y) e A C U, para algum
n > 1 entdo A é um clopen de U, e portanto um clopen de X.

lUma 4lgebra de Boole B possui a propriedade de separagdo enumerdvel quando dados
subconjuntos enumeraveis £, F de B com e < f para todos e € £, f € F entado existe
x € B que é uma cota superior de £ e uma cota inferior de F.

20 tinico fato nao trivial a ser verificado é quese A€Z, BC Ae B e Clop(Y) entao
B € 7. Para verificar isso, note que se B C A C Y e B é um clopen de Y entdo B é um
clopen de A; além do mais, se A é um clopen de X e B é um clopen de A entdo B é um
clopen de X também.

3Em outras palavras, Z é o ideal de Clop(X) (e também o ideal de Clop(Y)) gerado
por {Un n > 1}.
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2. Definigao. Se B é uma subdlgebra de Clop(Y) e h : B — Clop(X) é um
homomorfismo, diremos que h é admissivel se as duas seguintes condigoes
sao satisfeitas:
(1) i* o h ¢é a aplicagao inclus@o de B em Clop(Y), i.e., h(B)NY = B,
para todo B € B;
(2) h(I) =1, para todo I € ZNB.

Evidentemente, a restricao de um homomorfismo admissivel a uma sub-
algebra de seu dominio é ainda um homomorfismo admissivel.

A demonstracido do Teorema 1 estard completa se mostrarmos que existe
um homomorfismo admissivel 4 cujo dominio é Clop(Y). Observe, no en-
tanto, que se U for um clopen de X entao Y = U e portanto Y € Z. Nesse
caso, um homomorfismo admissivel h deveria satisfazer h(Y) =Y e ao mes-
mo tempo h(Y) = X, o que nao é possivel se Y # X. Porém, se U é um
clopen nao vazio de X entao Y = U é obviamente um retrato de X; de fato,
nesse caso uma aplicagao r : X — Y tal que 7|y é a aplicagao identidade de
Y e tal que 7|x\y é constante é uma retragao.

No que segue, assumiremos que U ndo é um clopen de X, de modo que
U é um subconjunto prépriode Y e Y & 7.

Recordamos o seguinte resultado sobre extensao de homomorfismos de
algebras de Boole.

3. Lema. Sejam A, A’ dlgebras de Boole, B uma subdlgebra de A, x € A
ey € A'; denote por Bz] a subdlgebra de A gerada por BU {z}. Dados
um homomorfismo h : B — A’ entdo h estende-se (de modo inico) a um
homomorfismo de Blx] em A’ que leva x em y se e somente se as duas
sequintes condi¢des sao satisfeitas:

(i) h(b) <y, para todo b € B com b < x;

(ii) y < h(b), para todo b € B com x < b. O

4. Corolario. Sejam A, A’ dlgebras de Boole, B uma subdlgebra enumerdvel
de A ex e A Se A possui a propriedade de separag¢io enumerdvel entdo
todo homomorfismo h : B — A’ estende-se a um homomorfismo de Blz] em

A

Demonstragao. Basta notar que todo elemento do conjunto enumeravel:

(1) {h(b) 1 beB, ng}

é menor ou igual a todo elemento do conjunto enumeravel:

(2) {h(b) beB, x < b}

e portanto, jd que A’ possui a propriedade de separacao enumeravel, existe
y € A" que é uma cota superior de (1) e é uma cota inferior de (2). O

Usando o Lema 3, demonstraremos o seguinte resultado.

5. Lema. Se B ¢ uma subdlgebra de Clop(Y') e h : B — Clop(X) é um
homomorfismo admissivel entdo, para todo I € I, temos que h estende-se
(de modo tinico) a um homomorfismo admissivel h' : B[I] — Clop(X).
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Demonstragdo. Primeiramente, usamos o Lema 3 para verificar que h esten-
de-se a um homomorfismo A’ : B[I| — Clop(X) tal que h'(I) = I. (Note que
R (I) =1 é a unica possibilidade para que h’ seja admissivel.) Dado B € B
com B C I entao B € T e portanto h(B) = B, ja que h é admissivel. Dai
h(B) C I. Agora, se B € Be I C B entao, ja que h(B)NY = B, temos
I C B C h(B). Isso mostra a existéncia de h'. Verifiquemos agora que h’
¢ admissivel. Em primeiro lugar, temos que o homomorfismo i* o b’ fixa
todos os elementos de BU {I} e portanto fixa todos os elementos de Bl[I].
Verifiquemos agora que h' fixa os elementos de B[I] N Z. Todo elemento de
B[I] é da forma:

(3) (BLNI)U(B2\ 1),

com By, By € B. Se (3) pertence a Z entao Bs \ I pertence a Z e dai também
By pertence a Z, ja que By C (B \ I) U I. Temos:

W' (BinNI)=h(B)NK{I)=h(By)NI=h(B)NYNI=B NI,

W(By\I) = h(Ba) \ I'(I) = h(B2) \ I = By \ I,
jd que By € Z. Logo I’ fixa (3). O

6. Corolario. Se B é uma subdlgebra de Clop(Y') e h : B — Clop(X) ¢é
um homomorfismo admissivel entdo h estende-se (de modo tnico) a um
homomorfismo admissivel h' : B[Z] — Clop(X) definido na subdlgebra B[Z]
gerada por BUZL.

Demonstracdo. Se S é um subconjunto finito de Z entdao h estende-se de
modo unico a um homomorfismo admissivel hs : B[S] — Clop(X) definido
na subdlgebra B[S] gerada por BUS. De fato, a unicidade segue do fato
que duas extensoes admissiveis de h a B[S] devem coincidir em BUS. A
existéncia segue facilmente do Lema 5, usando indugao no nimero de ele-
mentos de S. Se &1 e Sz sao subconjuntos finitos de Z entao hs, e hs,
coincidem na intersecao de seus dominios, ja que ambos sao restricoes de
hs,us,. Assim, existe uma tnica fun¢ao b’ definida em:

BZ) = J{B[S] : § C T finito}

que estende todos os homomorfismos hs. Como todo subconjunto finito
de B[Z] esta contido em B[S] para algum subconjunto finito S de Z, segue
facilmente que A’ é um homomorfismo. Evidentemente, i’ é admissivel. [

7. Lema. Sejam A uma subdlgebra de Clop(Y), f : A — Clop(X) um
homomorfismo e B € A. Se Ay é uma subdlgebra de A tal que f|a, €
admissivel e tal que BNU, € Ay para todo n > 1 entao B C (i* o f)(B).

Demonstragao. Como BNU, € Ag e f|a, é admissivel, temos que:

(i* o £)(BNU,) = BN U,.



Além do mais, como BNU, C B, temos:
BnU,=(i"o f)(BNU,) C (i* o f)(B),
para todo n > 1. Portanto:

(4) UJBNU.) =BnU C (i*o £)(B).

n=1
Note agora que U é denso em Y e B é aberto em Y, donde BN U ¢ denso
em B; como (i* o f)(B) é fechado, obtemos de (4) que B C (i*o f)(B). O

8. Lema. Se B € uma subdlgebra enumerdvel de Clop(Y') e h : B — Clop(X)
é um homomorfismo admissivel entdo, para todo A € Clop(Y), temos que h
estende-se a um homomorfismo admissivel definido em B[A].

Demonstra¢ao. Seja:
S:{UnﬂA:n21}U{Un\A:n21}CI.

Segue do Corolario 6 que h estende-se a um homomorfismo admissivel h’
definido em B’ = B[S] (pois a extensdo admissivel de h a B[Z]| pode ser
restringida a B[S], evidentemente). J& que B e S sdo enumeraveis, temos
que B’ também é enumerdvel. Como a dlgebra de Boole Clop(X) possui a
propriedade de separagao enumerdvel, segue do Corolario 4 que h’ estende-
se a um homomorfismo h” : B'[A] — Clop(X). Vamos verificar que h” é
admissivel; seguird entéo que a restricao de h” a B[A] é a extensao admissivel
desejada de h. Como h’ é admissivel, temos que i* o h” fixa os elementos de
B'. Para concluir que i* o h” fixa todo elemento de B'[A], é suficiente entao
verificar que i* o h” fixa A. Como U, N A e U, \ A estao em B’ para todo
n > 1 e como a restricao de h” a B’ (i.e., h’) é admissivel, podemos aplicar
o Lema 7 para B = A e para B = A° =Y \ A, obtendo:

AC (i*oh")(A), A°C (i*oh")(A%) = ((i* o h")(A))".
Segue dai que A = (i* o h”)(A). Finalmente, devemos verificar que h” fixa

todos os elementos de B'[A] N Z. Com esse propdsito, mostraremos que
B'[A]NZ =B NZ. Como h” estende h' e h' fixa os elementos de B'NZ, a

conclusao seguird. Seja I € B'[A]JNZ. Como I € B'[A], existem By, By € B
tais que:
I= (Bl ﬂA)U(BQ\A)
Como I € Z, existe n > 1 tal que I C U,. Dali:
I=INU,=(BiN(ANU,)) U (BN (Un\ A)),
e como ANU, e U, \ A estao em B', concluimos que I € B'. O

O proximo lema completa a demonstracao do Teorema 1.

9. Lema. Se U ndo é um clopen de X entdo existe um homomorfismo ad-
missivel h : Clop(Y') — Clop(X).
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Demonstragao. Como Clop(Y) é uma imagem homomérfica de Clop(X) e
como Clop(X) tem cardinal menor ou igual a X1, temos que Clop(Y') também
tem cardinal menor ou igual a N;. Escreva:
Clop(Y) = {Aa o€ Nl}7
e para cada a € Ry, seja B, a subdlgebra de Clop(Y’) gerada por:
{Aﬂ A< a}.

Vamos definir por recursao transfinita uma familia de homomorfismos ad-
missiveis ho @ Bo — Clop(X), o € Xy, de modo que h, estende hg quan-
do B < a. Como Clop(Y) = [Uyen, Bas 0 homomorfismo admissfvel h é
obtido entao tomando a unidao de todos os h,. Em primeiro lugar, no-
te que By = {0,Y} e podemos entdo definir hy : By — Clop(X) fazendo
ho(@) = 0 e ho(Y) = X. (O fato que hy é admissivel segue do fato que
U nao é um clopen de X, de modo que Y ¢ Z.) Dado o € ¥y, temos
Batr1 = Ba[As]. Como B, é enumerével, o Lema 8 nos diz que o homo-
morfismo admissivel hy : By — Clop(X) admite uma extensao admissivel
ha+1 : Bay1 — Clop(X). Finalmente, se a € X; é um ordinal limite entao
B, = U f<a Bg e definimos o homomorfismo h, como sendo a uniao dos
homomorfismos hg com 8 < . O



