Dado um conjunto A, denotamos por p(A) a algebra de Boole dos subcon-
juntos de A. O espago de Stone de p(A), denotado por S(A), é uma compac-
tificacio de Stone-Cech de A munido da topologia discretal. O (conjunto
subjacente ao) espago topolégico 5(A) é o conjunto de todos os ultrafiltros
de p(A). Cada elemento a € A é identificado com o ultrafiltro principal
{S € p(A) : a € S} € B(A) gerado por {a}. Os ultrafiltros principais sdo
pontos isolados? de $(A) e portanto o subconjunto — identificado com A
— de B(A) formado pelos ultrafiltros principais é um aberto discreto. A di-
ferenga B(A) \ A, denotada também por S(A)*, é o subconjunto fechado de
B(A) formado pelos ultrafiltros nao principais. Dada uma func¢ao (automa-
ticamente contfnua) limitada f : A — R entdo a (tnica®) extensdo continua
f:B(A) = Rde fap(A) é dada por:

(1) fU)y=uU—-limf, Uep(A),
Recorde que U — lim f é o limite do ultrafiltro:
FU={V ep®): fTH(V)eu},

i.e., éotnico!l € R tal que f.lf contém o conjunto das vizinhangas de [ em R.
Como B(A)* é um subconjunto fechado do espago normal 5(A), o Teorema
de Tietze nos diz que as fungoes continuas a valores reais definidas em S(A)*
sdo precisamente as restricoes das funcoes continuas a valores reais definidas
em B(A); essas sdao da forma f, onde f : A — R é uma funcdo limitada.
Denotando por I (A) o espago vetorial das fungoes limitadas f: A — R e
por f a restricio a B(A)* de f entdo f f é uma sobrejecdo linear de loo(A)
sobre o espago C' (B (A)*) das fungoes continuas a valores reais definidas em
B(A)*. O nicleo dessa sobrejecao linear é o espaco co(A) formado pelas
fungoes f : A — R que tendem a zero no infinito, i.e., fungoes tais que o

1Veja as proximas trés notas para uma demonstragao.

2S¢ B ¢ uma algebra de Boole entdo o seu espaco de Stone, Stone(B), é o conjunto
dos ultrafiltros de B munido da seguinte topologia: os abertos bésicos de Stone(B) sao
da forma {U € Stone(B) : b € U}, onde b € B. Se B = p(A) e B(A) = Stone(B) entdo
{U € B(A) : {a} € U} é portanto um aberto de B(A). Mas se U é um ultrafiltro de p(A)
entdo {a} € U se e somente se U é o ultrafiltro principal gerado por {a}.

3Temos também que A é denso em B(A). De fato, um aberto bésico nio vazio de 3(A)
é da forma {U € B(A) : B € U}, onde B € p(A) é ndo vazio. Mas se a € B entdo o
ultrafiltro principal U gerado por {a} é tal que B € U.

40 limite ¢ — lim f do ultrafiltro f.U existe (e é tnico, j4 que R é Hausdorfl). De
fato, como f é limitada, podemos escrever f = i0 fo, com fo : A > Kei: K -+ R a
aplicagao inclusdo de um compacto K C R. Dai (fo).U é um ultrafiltro no compacto K e
portanto possui um limite [ € K. O ultrafiltro f.lf = i+ (fo)«U possui entao i(l) = I como
limite, ja que a inclusao i é continua. E claro que se U é o ultrafiltro principal gerado por
{a} entdo U —lim f é f(a), de modo que f estende f. Devemos verificar também que f
é continua. Sejam U € B(A) el =U — lim f. Se V é uma vizinhanga fechada de [ em R
entdo {V € B(A) : f~'(V) € V} é uma vizinhanca de U em 3(A) que é mapeada por f
dentro de V. De fato, se tivéssemos f~'(V) € VeV —limf € R\ V entio R\ V seria
uma vizinhanca de V — lim f, de modo que f~!(R\ V) € V, contradizendo f~*(V) € V.
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conjunt05:

2) {acA:|f(a) =)

é finito, para todo € > 0. Assim, demonstramos o seguinte:

1. Lema. Para f € l(A), se f denota a extensdo continua de f a B(A) e
f a restricio de f a B(A)* entdo a aplicagdo:

loo(A)/co(A) 3 f + co(A) — f € C(B(A)")
€ um isomorfismo linear. U

2. Observagao. Se p : f(A)* — R é uma fungao continua tal que |u| < ¢,
para alguma constante dada ¢ > 0 entao podemos encontrar uma fungao
f:A— R tal que |f| < cetal que f = u. De fato, u admite uma extensao
continua p : f(A) — R tal que® || < ¢ e daf tomamos f = pi/[4.

A &lgebra de Boole Clop(ﬁ (A)) de clopens do espago de Stone 3(A) da
algebra de Boole p(A) é isomorfa a p(A); o isomorfismo é dado por”:

0(A) 3 B B(A; B) € {t € B(A) : B e} € Clop(B(A)).

Recorde® que se F' é um subconjunto fechado de um espaco Booleano (i.e.,
compacto, Hausdorff e zero-dimensional) X entao os clopens de F' sao preci-
samente as intersegoes com F' dos clopens de X; assim, os clopens de S(A)*
sao precisamente as intersegdes com [B(A)* dos clopens de 5(A), i.e.:

Clop(B(A)*) = {B(4; B)" : B € p(A)},
onde:

B(A;B)" = B(4;B) \ A

5Devemos verificar que f € loo (A) estd em co(A) se e somente se Y —lim f = 0, para todo
ultrafiltro nao principal U € B(A)*. Note que se f € co(A) entdo para toda vizinhanga V'
de 0 em R temos que o conjunto f~*(V) é cofinito em A e portanto pertence a qualquer
ultrafiltro néo principal Y € B(A)*, de modo que U — lim f = 0. Reciprocamente, se
U —lim f = 0 para todo U € B(A)* entao f € co(A): caso contrdrio, existiria € > 0 tal
que o conjunto (2) é infinito. A colegao formada por (2) e pelos conjuntos cofinitos em
A possui entdo a propriedade da intersecdo finita e portanto estd contida num ultrafiltro
U € B(A). Dai U é um ultrafiltro nao principal e Y — lim f # 0.

6Note que a fungdo v : R — [—¢, ¢] definida por t(t) = ¢ para t € [—¢, ], t(t) = ¢ para
t > cer(t) = —cparat < —c é continua e a composi¢ao & esquerda com t de uma extenséo
continua arbitraria de u a S(A) nos d4 uma extensao continua de p tomando valores em
[—e¢, c].

"Recorde que se B é uma algebra de Boole entdo a aplicagdo que associa a cada b € B
o conjunto {Z/{ € Stone(B) : b € U} é um isomorfismo de B sobre a dlgebra de Boole
Clop (Stone(B)).

E claro que a intersecdo com F' de um clopen de X é um clopen de F'. Reciprocamente,
se G é um clopen de F entdo G é fechadoem X e G =UNF, com U aberto em X. Cada
r € G admite uma vizinhanga clopen V, contida em U. Como G é compacto, G pode ser
coberto por um numero finito de tais V, e a uniao deles nos d4 um clopen V em X tal
que G CV CU,de modo que G=VNF.



Note que B(A4; B) N A = B, de modo que:
B(A;B)" = B(A; B) \ B.
Note também que a aplicagao:
p(A) > B+ B(A; B)" € Clop(B(A4)*)

é um homomorfismo sobrejetor de algebras de Boole cujo nicleo® é o ideal
fing C p(A) formado pelos subconjuntos finitos de A. Temos portanto um
isomorfismo de algebras de Boole dado por:

(3) p(A)/fing > Bmod fing — 8(4; B)* € Clop(B(A)*).

Se B é um subconjunto de A entao temos um homomorfismo de algebras
de Boole sobrejetor:

raB:p(A)>S— SNBepB)
que induz uma aplicacao continua injetora entre os correspondentes espagos
de Stone!?:
s B(B) — B(A)
dada por:
rasV) =ry5(V) = {S € p(A): SN B eV},
para todo V € B(B). E facil ver que a imagem de TZ, p € precisamente o
clopen B(A4; B) formado pelos ultrafiltros U € B(A) tais que B € U; de fato,
se V € B(B) entao B € 1) g(V) eseU € B(A) é um ultrafiltro tal que B € U
entdo U N p(B) € B(B) e'k:

(4) ripUNp(B) =U.

Assim 7% 5 é um homeomorfismo de 3(B) sobre o clopen 5(A; B) de B(A).
Observe élue V é um ultrafiltro principal de p(B) se e somente se 7% 5(V)
é um ultrafiltro principal de p(A), de modo que ) p restringe-se a um

homeomorfismo do espago [(B)* dos ultrafiltros nao principais de p(B)
sobre o clopen B(A; B)* de 5(A)*. Denotamos por:

paB : B(A; B)" — B(B)*

o homeomorfismo dado pela restricao da inversa de 7% 5. Em vista de (4),
temos:

() pasU) =UNE(B),

9Se B € p(A) ¢ finito e U € B(A) é um ultrafiltro com B € U entdo U ¢ principal; de
fato, caso contrério A\ {b} € U para todo b € B e dai BN,z (A\{b}) =0 € U. Logo
B(A; B)" = (. Se B € p(A) é infinito entdo a colegdo formada por B e pelos conjuntos
cofinitos em A possui a propriedade da intersecdo finita e portanto estd contida em um
ultrafiltro U € B(A). Dai U nao é principal e B € U, de modo que U € B(A; B)* # 0.

10ge A, B sao dlgebras de Boole e ¢ : A — B é um homomorfismo entao a aplicagdo
#* : Stone(B) — Stone(A) definida por ¢*(U) = ¢~ *(U), U € Stone(B) é continua. Temos
que ¢* é injetora (e portanto um homeomorfismo sobre sua imagem) se ¢ é sobrejetora.

Hpe fato, se U € B(A;B) e S € U entdo SN B € UN p(B), jd que B € U. Além do
mais, se S € p(A) e SNBeUNp(B) entdo S €U, jdque SNB CS.
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para todo ultrafiltro ndo principal U de p(A) tal que B € U. Segue entao
do Lema 1 que a aplicagao:

lso(B)/co(B) 3 f + co(B) — fopan € C(B(A; B)*)

é um isomorfismo linear.

3. Lema. Se BC C C A, g: C — R é uma funcgdo limitada e f = g|p
entao go pac € uma extensao de fopap.

Demonstragao. Se U € [(A; B)* (de modo que U € B(A;C)* também)
entao, por (1) e (5), temos:

(G0 pac)U) = UN (C)) ~limg, (fopan)U) = (U p(B)) — lim f.
Se i : B — (' denota a aplicacao inclusao entao:

. def o
i« (UNp(B)) = {Sepl) i '(S)eUnpB)} =UNpC),
ja que B eU. Como f = goi, temos:

FUNp(B)) = guis(UN p(B)) = g (U N p(C)).
Entao:
UNp(B)) —lim f = (UNp(C)) —limg. O

4. Proposicao. Sejam A um conjunto e U um aberto de S(A)* que € um
conjunto F, (i.e., uma uniao enumerdvel de fechados de 3(A)*). Entdo
toda funcao continua limitada X : U — R admite uma extensao continua
N B(A)* — R.

Demonstragdo. Podemos escrever U = J,,c,, Un, com cada U, um clopen'?
de B(A)*. Trocando U, por Uy, \ (UKn Ui) podemos supor que os clopens
U, s@o dois a dois disjuntos. J& que (3) é um isomorfismo de dlgebras de
Boole, podemos encontrar subconjuntos B, de A tais que U,, = (4; B,)*
e tais que os elementos B, mod fing de p(A)/fing sdo dois a dois disjuntos.
Trocando B,, por B, \ (UKn Bi) podemos supor que os conjuntos B, sao
dois a dois disjuntos. Seja A : U — R uma fungdo continua limitada e
seja ¢ > 0 tal que |[A| < ¢. Em vista da Observagao 2 (aplicada a funcao
w= Au,) o pZ,an) existe uma fungao f, : B, — R tal que |f,| < c e tal
que: R

)\’Un = fn O PA,B,,-

Seja g : A — R uma fungéo limitada que estende todas as fungoes f,. Em
vista do Lema 3 (com B = B, C = A), § = §o pa a estende fn o PA.B,
para todo n € w e portanto § estende A. ([l

5. Coroldrio. Sob as hipéteses da Proposicao 4, o fecho de U em B(A)* é
uma compactificacao de Stone—Cech de U. U

1260 U = Unew Fn com cada F, fechado em 3(A)" entdao podemos, por compacidade,
cobrir F,, com um ndmero finito de clopens de 3(A)* contidos em U e portanto existe um
clopen U, de 8(A)* com F, C U, C U.



